Archiv  de 
Mathematik 
und  Physil< 


Archiv  de 
Mathematik 
und  Physil< 


» 


6 


I 

Digitized  by  Google 


ARCHIV 

der 

MATHEMATIK  ond  PHYSIK 

mit  besonderer  Bflckaicht 

auf  die  Bedürftusse  der  Lehrer  an  h5h»en 

Untmicliteaiiätalteu. 


Clogrülidot  von 

J«  A»  6  r  m  ■  e  r  t| 

fortgesetzt  von 

B.  I  •  p  p  e, 

Dr.  vk.  Praf.  «n     ünW.  Barltii. 


Zweite  Reihe. 
Zweiter  Teil. 


• 


•  * 


•  ■ 


•  •  • 


• 


• » 
«  • 


•«  • 

•  • 

•  •  •  •  1 


•« 


lieipzig-. 

C.     Koch 's  Vcrlagsbuchhandlmig, 

J.  8en IT basek. 


1885. 


'  •  •  • 


» ♦  -  • 
■  * 


Digitized  by  Google 


T 

JlteAkUidlWff.  H«fl.  Mte 

VIII.  IKe  OarstelluDg  dor  FllchM  Tjsrter  Ordanng 
mit  I>oppelk«gelfehnitt  durch  hyperalliptitche 
Fanctionen.    Von  Faul  Richard  Domsch  .        II.  193 

X.    Fortgctsnng   III.  225 

DL  Beweis,  dass  naf  einer  algehmif  chen  Fläche  vierter 
Ordnung  mit  einer  Doppclgcradcn  uaMor  dieMr 
nicht  mehr  alt  16  Geraden  liegen  kOnnen.  Von 

Allred  Leman   IL  2iS 

XIL  ZoA  Ifolina'achen  Problem.   Von  R  Hoppe    •     III.  S69 

XIV.  Die  Gono*Canei.  Von  Carl  Pah  st   IIL  SSI 

XVL   Fortsefming   IV.  U7 

XXI.    Körper    zwischen    3  Sotationsellipioidcn.  Von 

Albert  Bieler   IV.  439 


Mgmionetrie« 

XVUL   Trigonometrische  Sätxe,   Von  A.  H.  AngUo    .     IV.  407. 

Mechanik. 

XIII*  Bcwegnng    eines   senkredit  empor  geworfenen 


KOfpere.  Von  B.  Hoppe   IH.  S74 

Optik,  AkustilL  und  Jansücltlt 

L  Der  Winkelepiegcl.  Von  R  Mach   I.  I 

IX.   Zur  Theorie    des  Winkelspiegels.     Von  Karl 

Mack   IL  220 

IV.    Ein  Beitrag  sur  Schattonlebre.    Von  F.  Pro- 

chaska   L  101 

rV.    Ueber  die  Grenze  der  Stabilität  eines  longitndinal 

eomprimirten  geraden  elastischen  Stabes*    Von  B, 

Hoppe   I.  10b 


litteniriMhe  Boiehte. 

V.   Becker  (Math,  als  Lebirgcget-).   S/Ueiter  (Am.  J.  VI.)  Mit> 
tag'LeSler  (A.  M.  IV.). 

VI.    Krebs  (Phvs.).     Zcnger   (Sp.   Elektr.).     Wallcatiu  (G.ner. 
b.  Elektr.) .  Popper  (elektr.  Kraft  Uebertr.).  Fourier  (Wfcrme). 


VI 


üppeaborn  (elektr.  MaMB.).  Lisser  q.  B.  (ZSicbr.  ph.  ünt)« 
Lie  (Arch.  n--VIL>  Toixeira  (Jörn.  III.  IV.)  Amsterdam 
(N.  Areh.  XI.).  Mansion  (Math.  IV.).  Hamburg,  math.  Get« 

(Mitt.  III.  IV.).  Associntion  Franchise  (Congr.  Lille,  la 
Rochclle)  Brüssel  Aka<!.  (Bull.  1— V.)  Anisterdam  (Versl.  en 
Mcdcd.  XVIII.).  Smith  soll.  Inst.  (Rep.  1681—2).  Wftshinglon 
Phil.  Sor.  (BttU.  IV.  V.J.  Acc.  Line.  (Trana.  YIII.). 
BökUn  (matb.  nalw.  Mifct.  I.)* 

Vn.  F  r  e  g  c  (Grdl.  d.  Ar.).  V  . .  <^  i  (Qrcnrbogr.).  T  c  i  x  e  i  r  a  ( Jörn.  V.). 
M  ittag-Lefllcr  (A.  M.  V.)  Ainstcrdum  (Vcrsl.  cn  Mcdcd.  XIX, 
XX.). 

Vlir.  Walbcrar  (Ar.  n.  Alg.).  KOstler  (Ar.  —  Voraeb.  Goom.). 
Hoch  (eb.  Qcom.).  6 Ii n aar  (Oeom.).  Fite  her  (Geom.). 
Ousierow  (Ster.).  Spicke  r  (Trig.).  Si  ckcnbcrger  (Ar.). 
Gcrlach  (Plan.).  Wro))cl  (i'iuji.  ViK%r,).  Claussrn  (Ar.  u. 
AI-.).  Hofmeister  (Phys.).  Blum(Phys.)  J  fi  d  t  (Aufg.). 
Prampcru  (log.  c^uadr.).  August  (5st  Log.).  Clanssen 
(Sfit.  Log.).  Uartner  (Geod.).  Bohn«nberger  (Vemeaa.). 
Masserly  (Bav,  Su.  '.op.)* 


Borichtiguagua 
im  LXX.  Tcüe  d.  1.  Boihe: 

Seite  433  in  Gl.  (4)  links  statt  O^Cr)  setze  C7«m(») 

im  n.  Teile  d.  2.  Keihe: 
Seite  2  Zeüo  25  v.  ob.  statt  und        setze  am 


1« 

4 

»1 

3 

19 

»1 

von 

11 

vor 

»» 

7 

n 

10  „ 

11 

II 

11 

(2m 

1» 

8 

1  V. 

wat 

vor 

mitiS 

»1 

weil  es 

Digitized  by  Google 


cito 

9 

Zeile 

9 

V. 

unt. 

statt  ja 

setze  je 

11 

10 

11 

11,14 

V.  ob.  „ 

An 

n 

11 

18 

11  11 

11 

11 

< 

11 

11 

11 

9 

V. 

unt. 

11 

substituirt  „ 

statuirt 

11 

12 

^1 

12 

V, 

ob. 

11 

gemäss 

11 

gewiss 

11 

17 

«1 

11 

11 

J' 

11 

20 

11 

11 

11 

« 

11 

9«> 

11 

11 

11 

11 

i> 

IG 

11 

3 

11 

11 

11 

11 

11 

19 

11 

9 

11 

11 

11 

11 

- 1 

11 

2() 

11 

IG 

»1 

11 

11 

<Pi 

11 

11 

^>«> 

11 

18 

11 

„  (;)mal)  Ä' 

11 

V 

11 

23 

11 

3 

11 

11 

11 

Ii 

11 

11 

25 

11 

2 

V 

unt. 

11 

11 

AU' 

11 

20 

11 

3 

V 

.  ob. 

11 

OO 

11 

HO 

11 

27 

11 

6 

?1 

11 

11 

Lage 

11 

Länge 

11 

2y 

11 

3 

11 

11 

11 

•2a  = 

vt 

2«  - 

11 

32 

11 

8 

V. 

unt. 

11 

11 

11 

33 

11 

9 

V. 

ob. 

11 

1\' 

11 

11 

34 

11 

10 

V. 

unt. 

11 

^-  2a 

11 

=  « .  2a 

11 

39 

11 

19 

V. 

ob. 

11 

von 

11 

vor 

11 

2 

V. 

unt. 

nach 

§  11. 

11 

zu  einem 

40 

11 

11 

V. 

ob. 

statt  zwischen,, 

gewissen 

11 

41 

11 

20 

•1 

11 

nach 

80  ist 

11 

11 

42 

11 

17 

11 

11 

statt 

11 

i  II 

•,i 

18 

11 

11 

1 1 

11 

11 

43 

•1 

11 

V. 

unt. 

1» 

11 

11 

5 

11 

11 

11 

jenem 

11 

jenen 

11 

11 

9 

V. 

ob. 

11 

7»  • 

■*  z 

11 

P  ' 

11 

45 

11 

21 

V. 

unt. 

11 

jene 

11 

je 

•1 

13 

11 

11 

11 

El 

11 

Ek' 

)f 

46 

11 

1 

V. 

ob. 

»» 

ungerader 

gerader 

11 

10 

11 

11 

11 

11 

^tt  1 1' 

11 

19 

11 

1' 

'1 

ihnen 

11 

ihm 

1» 

47 

11 

13 

V. 

unt. 

11 

V 

•.1 

IV 

11 

5 

11 

11 

11 

7 

11 

11 

2 

11 

11 

nach 

Ebene 

11 

UVlln 

andern 


google 


iiie  48  Zeile 

4  V.  ob. 

statt 

fehlte 

setze 

fehlt 

«• 

14   T.  QDt. 

1» 

n 

r» 

«, 

9« 

r» 

49 

1» 

12  V.  ob. 

r» 

eines 

«f 

reiaes 

♦» 

21  „  . 

nach  etwa 

n 

sich 

r> 

50 

rj 

1  V.  unt 

statt  absoloter 

Tl 

aliquoter 

55 

n 

7.  V.  ob. 

n 

(1) 

r» 

T(|) 

r» 

17  „  „ 

n 

(1,  V) 

tl 

{l-n) 

58 

r» 

r» 

tl 

f* 

13  T.  ant. 

n 

rt 

W 

*  -  11  11 

ti 

Z(»i 

fi 

2(^1  <n 

71 

59 

T» 

8  «« 

nach 

.  * 

setzt 

r? 

60 

t1 

14  „  „ 

Btatt 

aber 

also 

r» 

61 

11 

11  1,  11 

n 

11 

n 

7 

•  11  11 

n 

11 

64 

n 

12  „  „ 

n 

höherer 
Geraden 

H 

höheren  Grades 

82 

n 

17  „  „ 

vor  auf  S.  427 

in  T.  LXX. 

86  bis  88 

überall  statt  w 

99 

ci>  ausser  in 

87  Zeile 

3  V.  UDt. 

11 

(f) 

11 

(») 

92 

11 

17  „ 

11 

gemacht 

17 

genannt 

0 

♦t 

93 

11 

5  V.  ob. 

« 

er 

H 

r 

15   11  n 

•1 

(m-iy 

n 

(n-l)r 

» 

16  V.  ob. 

11 

nur 

99 

und 

11  V.  UDt. 

11 

(n— 1 
(n-l)# 

n 

(«-1) 
(»-l)r 

»1 

94 

11 

1  V.  ob. 

11 

e 

91 

99 

7 

*      11  M 

1» 

99 

yir-m 

11 

11 

10  V.  unt 

11 

r  X 

99 

r — X 

u 

95 

11 

9  V.  ob. 

11 

a  und  c 

#  » 

a  und  h 

99 

10  ,  „ 

11 

2r  ry 

99 

2r—q 

11 

l«**  11  11 

11 

braucharen 

H 

brauchbaren 

11 

97 

11 

16  11  11 

11 

nieder 

11 

wieder 

99 

21  ,1  „ 

1- 

ah 

99 

ab 

»1 

98 

11 

7  V.  unt, 

.  „  Berecbnang 

11 

Beachtung. 

Der  WinkeUpi^el. 


über  L^r  düi  Anr^hl  -  r  Bilder  w 


L.  Hack. 


ErsdieinaDgeQ  &m  Winkeispiegcl  wird  JÜs  Fon^ 
Mtzvsprediea  seiB  die  folgendfii 


die  Li«e 
PaakUf.   Fir  4»  Ml 
iB  mi  ctetktaffisliMl 

1)  die        jedM  einolMB  Mit  f»- 
,  S)  je  dia  AsaU  der  m  eiaer  Reihe  be- 
AmU  eOer  tnewM,  4)  die  cifcaMnUdMi 
Lese;  je  die  eetipceclwde  Aagike 
fonnlirc  ia  der  Ait,  dees  Ikre  Abhiecigheit  faa  dea 
▼onig  klar  lic«e. 

Wie  diese  FandjunciitAl Aufgabe  auch  nur  mit  liezug  auf  Nr.  3) 
seidst  wird,  so  zeigt  sich,  dass  in  oiuer  Menge  von  Fällen, 
Wi  beitimmt  j?egcbener  Oeffnuniregrosse,  die  Grsammtzahl  der  Bilder 
^iaes  die  beiden  Einzelspiegel  bestrahlenden  Punktes  bald  grosser, 
WM  kleiner  wird,  jenachdem  dieser  Punkt  seine  Stellung  zwischen 
Terändert  Hieraus  folgt,  dass  ftlr  einen  ausgedehnten 
§ aaaiaad,  der  ia  die  Odbang  eingeiahit  iit,  einige  der  an  er- 
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warteuden  Ergcboinungeii  durchaus  nicht  so  einfach  siclj  fj:ostalten, 
als  rnan  gcwöhulich  sich  vorstellen  möchte;  es  ergibt  sich  also  die 
Fordern ng.  dasi  auch  über  diese  Ersdiemungeii  geattgeode  Aafklftraog 
gegeben  werde. 

Siebt  man  nnn  auf  du  in  miaeni  Lelirl>tlclieni  Gebotene,  lo  wird 
Niemand  bebaapten  wollen,  dass  es  aacb  nur  den  Forderungen  der 
Fnndamentalan^abe  (zn  aebweigen  Ton  den  weiter  anzuknüpfenden) 
genflge.  Vielmehr  wird  man  zugeben  mtlssen,  dass  jene  sowol  in 
Betreff  der  Genauigkeit  als  der  Vollständigkeit  gar  Manches  zu 
wflnschen  Qbrig  lassen,  wie  denn  selbst  Ton  eigcntliclicu  uud  starken 
Irrtümern  oder  Verstössen  auf  diesem  Gebiete  Verschiedenes  zu  be- 
richten wäre. 

Sucht  mau  nach  Originalarbeiteu  über  den  fraglichen  Gegenstand, 
so  findet  sich  eiue  solche  von  Bertin  in  den  annales  de  cbimie  et  de 
physique,  s^rie  III,  tome  29,  pagc  257  ...  262;  Paris  1860.  -r  Der 
Verfasser  berührt  zunächst  die  Notwendigkeit  des  Auirjlamens  mit 
landläufigen  falschen  Angaben,  will  übrigens  wesentlich  nur  auf  die 
Frage  nach  der  Gesammtzahl  der  Bilder  eines  einzelnen 
Lichtpunktes  sieb  einlassen.  Dass  diese  immer  eine  begrenzte 
sei,  will  er  mit  wenigen  Worten  klar  maeben.  Er  hebt  auch  ganz 
richtig  den  Umstand  hervor,  an  welchen  zu  diesem  Bebuf  anzuknüpfen 
ist;  indes  einen  wirklichen  Beweis  gibt  er  keineswegs.  —  Behufs 
der  Erreichung  seines  Hauptzwecks  unterscheidet  er  zwei  HauptfäUe, 
jeden  mit  zwei  UnterfiUlen.  Hiernach  betrachtet  er  vier  besondere 
Figoren,  und  das  von  ihnen  Abzulesende  sofort  in  allgemeine  Angaben 
umzusetzen,  nnd  zuletzt  einen  Generalsatz  Aber  die  Gesammtbeit  der 
Bilder  auszusprechen.  Dieser  ist  zwar  streng  richtig,  aber  nicbt 
übersicbtlicb ;  und  sein  zweiter  Teil  ist  nicbt  beslimmt  genvg  und 
nicht  in  solcher  Weise  ge&sst,  dass  sofort  für  Jede  gegebene  OeiF- 
nangsgrösse  nnd  jede  gegebene  Lage  des  eingeführten  Litbtpnnkts  die 
Zahl  der  sich  ergebenden  Bilder  nnzwoidentig  za  gewinnen  wftre. 

Aus  neuester  Zeit  ist  in  Poggcndorff's  Annalen,  Band  VII,  Stück  2, 
pag.  103  ...  eiue  russisch  geschriebene  Arbeit  angezeigt:  M  Pawloff, 
Untersuchung  der  Frage  über  die  Bilder  in  zwei  zu  einander  ge- 
neigten ebenen  Spiegeln.  Der  Berichterstatter  sagt  kurz:  „indem  der 
Verfasser  zuerst  nachweist,  dass  die  Auzabl  der  liilJer  immer  eine 
begrenzte  igt,  zeigt  er  weiter,  wie  für  jede  Lage  der  Spiegel  und  für 
jede  Lage  des  leuchtenden  Punkts  diese  Zahl  zu  bestimmen  ist.*^ 

Dass  bei  Pawloff  wie  bei  Bertia  so  und  so  viele  Fordemngen 
der  Fandamentalanfgabe  nnerlUlt  geblieben  seien,  ist  ans  den  ge- 
machten Mitteilttngen  zur  Oentige  za  ersehen;  ich  möchte  aber  das 
taonders  hervorheben,  dass  weder  bei  BertiD,  noch  bei  Pawloff 
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(nach  der  Poggeod.  Angabe)  irgend  Erhebliches  Uber  die  £igentam- 
Ucbkeiten  der  gegenieitigen  Lage  der  Bilder  za  finden  aei.  Gerade 
aber  diese  Eigentüinlidikeiten,  nanentüch  bei  det^enigen  zwei  Bildern 
henrortretend,  welche  als  letzte,  Jedes  von  einem  der  Einzelspiegel 
geliefert  werden,  sind  im  hMstaii  Grade  flberraschend.  Schon  ihre 
Ermittlung  nnd  Henrorbebnng  dftrfte  ftr  die  Berechtignng  der  hier  sn 
veröifentliehenden  Arbeit  sprechen»  wenn  man  anch  bezagUcfa  der  arith- 
metischen Frage  mit  dem  Richtigen,  was  ichon  Bertin  gegeben  hat, 
sich  bemhigen  wollte.  Uebrigens  ist  gegenwftrtige  Arbeit  in  dem 
Sinne  gemeint,  dass  sowol  die  oben  ansgesprochene  Fandamental* 
anfgabe  TOÜstlndig  gelQst,  als  anch  der  weiteren  an  sie  geknfipften 
Fordemng  genagt  werde. 

Bei  der  hier  durch ^retührtcu  Art  der  üutcrsm  hung  und  Darstel- 
lung wird  der  aufmerksame  \A  ^vT  ]iach  gezoichneteii  Figuren  so  wenig 
Verlaiigeu  tragen,  dasa  er  stehst  diejciiie*^  üb*^rflüssig  finden  könnte, 
welche  zur  Veranschanlichuug  gowisst  r  Deüuitioneu  und  iiezeichnungeu 
beigelegt  ist;  welche  übrigens  inmierhin  dienen  mag,  um  bei  den  ver- 
schiedensten Gestaltungen  oder  Eintcilangen  des  Operationsfeldes  die 
Ohentirong  in  diesem  sn  erleichtern. 


§  1. 

Winkelspiegel  heisst  eine  Znsammenstellnng  zweier  nndnrch- 
sichtigen  Phinspiegel,  in  der  Art  angeordnet,  dass  die  allein  spie- 
gelnden Yorderflichen  derselben  zwischen  sich  einen  hohlen  FMchen- 
winkd  « ISO»)  haben. 

Dieser  FlÄchenwinkol  und  seine  Scheitelkaut f;r  werden  be- 
ziehungsweise als  0  elf  na  ng  and  Axo  des  Wiokolspiegels  bezeichnet 

Die  allein  spiogelndea  Tordeiflftchen  sind  zn  denken  als  zwei 
ans  UV  entsp ringend eEbenenstlIcke,  die  sich  beliebig  weit  er- 
strecken: ÜVA  den  ersten  Planspiegel  abgebend,  UVB  den 
zweiten. 

Za  den  Ebenenstacken  UVA^  UVB  sind  ihre  über  r/r  hinauf- 
gehenden  £rweiterangen  ÜV%  ÜVib  einsofübren,  jede  derselben 
rein  geometrisch  gedacht 

Bei  jeder  der  Vollebenen  AUV^i,  JJUV^  heisst  vordere 
8e  ite  diejenige,  aa  welcher  die  zugehörige  Halbcbene  ihre  spiegelnde 
Kraft  entwickelt. 
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§3. 


Sofern  hinter  einem  der  £iiizelspiegel  ein  Bild  erscheint,  her- 
TOi^gemfen  dnrch  einen  von  ihm  befindlichen  Gegenstand,  mOge  sol- 
ches kurz  ein  diesem  Spiegel  zugehdriges  Bild  genannt 
wwden. 

Wenn  nun  ein  leuchtender  Punkt  P  frei  innerhalb  der  Oeöuung 
des  Winkelspiegelä  sich  beÜDdet,  so  sind  zunächst  die  zwei  Bilder 
in*s  Auge  zu  fassen,  deren  jedes  durch  einen  der  Spiegel  für  sich, 
ohne  Mitwirkung  des  andcru,  entsteht.  Diese  zwei  niemals  fehlenden 
sind  notwendig  von  einander  getrennt.  Jedes  liegt  symmetrisch  zu 
der  Ebene  demjenigen  Spiegels,  dem  es  zugehdrt  Diese  zwei  Bilder 
heissen  die  Bilder  erster  Ordnung. 

Jedes  von  ihnen,  wenn  es  vor  dem  Spiegel  liegt,  dem 
68  nicht  zugehört,  verhält  sich  diesem  gegcntkber  wie  ein  leuch- 
tender Gegenstand,  von  welchem  gedachter  Spiegel  ein  neues  (hinter 
ihm  liegendes)  Büd  liefert  —  ein  Bild  zweiter  Ordnung. 

Von  jedem  der  beiden  Bilder  zweiter  Ordnung  wird  derjenige 
Spiegel,  dem  es  nicht  zugehört,  möglicher  Weise  (wenn  es  eben  vor 
ihm  liegt)  ein  neues  Bild  geben  —  ein  Bild  dritter  Ordnung^ 
u.  s.  w. 

Um  jedes  dieser  Bilder  sowol  beiOgUdi  seiner  Zugehörigkeit  so 
einem  bestimmten  der  zwei  Etnselipiegel,  als  naeh  seiner  Ordnung 
kenntlich  zn  machen,  gebraueben  wir  die  Beseicbnung  Pm  für  das  sn 
dem  ersten  Spiegel  gehörige  Bild  mter  Ordnung,  dagegm  Pm*  fOx 
sein  snm  zweiten  gehöriges  derselben  Ordnung.'  Demgemlss  werden 
die  zum  ersten  Spiegel  gehörigen  Bilder  des  Punkts  P  hier  der  Reihe 
nach  benannt  werden  l\\  P^'  die  zum  zweiten  gehörigen 
der  Reibe  nach  P,",  /V,  /  V  •  -  • 

Da  immer  das  von  einem  Gegenstand  erhaltene  Spiegelbild  sym- 
metrisch mit  jenem  liegt  beaflglich  der  Ebene  des  zugehörigen  Spie- 
gels, so  ist  bierans  znnAcbst  folgendes  allgemein  Bekannte  zn  ent- 
nehmen. 

Alle  durch  das  Zusammenwirken  beider  Einzelspiegel  sich  er- 
gebenden Bilder  des  Punktes  P  befinden  sich  in  derjenigen  Ebene, 
welche  durch  P  normal  zu  der  Axe  UV  zu  führen  ist,  die  einen 
Dnrchscbnittspunkt  O  mit  jener  gibt.  Auch  haben  alle  solche  Bilder 
denselben  Abstand  von  O  wie  P  selbst;  sie  liegen  mit  P  auf  der 
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Mit  diesem  Ortskreise  der  Bilder  von  P  hat  jedes  der  aus  Axe 
17 r  entspringenden  Ebeneustückc  IJVA,  UVÜ,  UVB,  UV^  seineu 
bestimmten  Durchschnittspuiikt ;  diese  Punkte  selbst  sollen  der  Reihe 
nach  mit  A,  ^  bezeichnet  sein,  and  bei  jedem  der  Paare  {A^ 

Ü),  (B,  9)  ist  zu  beachten,  dAsa  es  zwei  Gegenpnnkte  des  Kreises 
enthftit  (Siehe  Figiir.) 

Auf  dem  iwiscben  beiden  Spiegelflächen  selbst  begriffenen  Bogen- 
stflck  APB  heben  wir  nnsser  P  noch  hervor  den  Halbimngsininkt  M 
desselben;  so  anch  den  Punkt  Po»  welcher  zn  P  symmetriseh  mit 
Eeng  snf  die  Gerade  OM  jiegt.  Za  diesen  Punkten  erscheinen  be- 
sidiangswdse  9t  9o  ^  0^  Gegenpnnkte  anf  dem  Bogenstlick 
^^^H9^  weiches  swischm  den  swei  Ehenenstflcken  ÜVH,  ÜV^  be- 
griffen ist  Hierbei  die  MAg^ichkeit  vorbehalten,  dass  P  nnd  in 
M  iBsammenftillen,  nnd  demgemSa  9t  9o  ü  ^Dt. 

Es  liegt  nahe  auch  die  Radien  einzutüiireii.  lie  aus  O  nach  den 
erwa}int*'n  Peripheriepunkten  geheu.  Von  diesen  sind  uns  zunächst 
OA,  OB  aus  dem  Grande  besonddra  wichtig,  weii  sie  die  Spuren  der 
zwei  Eiüzelspiegel  in  der  Kbeno  der  Bilder  des  Punktes  r  sind, 
wfihrend  zugleich  der  (hohle)  Winkel  ÄOB  die  Grdsse  2o  der  Oeff- 
aong  dea  WinkelspiegeU  darstellt 

Fftr  jedes  der  Bilder  des  Punktes  P  ist  s^ne  Lage  vollständig 
bestimmt,  einesteils  dnreh  die  Lftnge  des  von  O  nach  solchem  Bilde 
gehenden  Fahrstrables,  welche  Länge  gleich  OP  KAhst  ist, aadem- 
teils  durch  die  Grösse  des  Winkels,  nm  welchen  gedachter  Fthrstrahl 

von  der  Spur  {OA  oder  OB)  des  bezagUcbea  Spiegels,  auf  der  Rück- 
seite des  letzteren,  abweicht. 

Jeder  derartige  Winkel  soll  hier  dnrch  eine  absolute  Zahl  dar- 
gestellt werden ,  welche  auf  den  Grad  als  Einheit  sich  bezieht  — 
Ist  nnn  ein  Winkel  AOP^  -=  ^  angegeben,  so  heisst  dies,  dass  man 
ans  der  Lage  OA  in  die  Lage  OF«'  komme  dnrch  eine  Drehung  um 
^,  in  der  Bichtnng  Aber  00  nach  OV;  dagegen  eine  Angabe  Wki. 
BOPp"  =•  »  besagt,  dass  man  ans  der  Lage  OB  in  die  Lage  OP/ 
komme  dnrch  eine  Drehung  um  in  der  Richtung  Aber  Ott  nach 
00. 

Anmerkung.  Vorstehender  |  hilt  streng  fest  die  ganz  be- 
stfamoste  Yorsassetzung,  dass  der  Punkt  P  frei  innerhalb  der  Oeff- 

mmg  des  Winkelspiegels  liege,  d.  h.  in  keiner  der  iwei  spiegelnden 
Flidien  ÜVA,  UVB  selbst  sich  be6nde.  —  Es  mag  gut  sein  sich 
klar  m  maidien,  wie  ganz  anders  gegenttbar  von  solchem  Punkt  P 
die  VerhSItnisse  fftr  einen  andern  leuchtenden  Punkt  sind,  wenn 
dieser  in  der  Fläche  eines  der  zwei  Einzelspiegel  selbst  —  immerhin 
seitwärts  von  der  Axe  UV  ^  gegeben  ist 
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Angenommen,  der  Pmikt  A  des  ersten  Einxelspiegols  sei  ein 
leuchtender. 

Sofern  Bim  A  yot  dem  zweiten  Spiegel  Ueigt,  so  entstellt  gewiss 
hinter  diesem  ein  Bild  Ai*^  Yon  A  in  derselhen  Weise  «bstammend 
wie  Pi  von  P\  und  von  A^  sind  weitere  Bilder  Ag\  A^*^  A^ 
in  denelhen  Weise  hennleiten  wie  von  Ij"  hflfgeleitet  werdMi  JPf \ 
-'s"«         je^M  folgende  ans  dem  niehst  vorhergehenden. 

Dass  das  licht  des  Ponktes  A  von  dem  ersten  Spiegel  seihst» 
dem  er  angehören  soll»  aneh  refleetfrt  werde,  wird  man  nicht  sagen 
wollen,  man  wird  also  von  einem  Bilde  A^  nicht  sa  sprechen  hahen. 
Jedenfalls  aher  mfisste  dieses  mit  A  selbst  identisch  gesetst  werden, 
nnd  von  A^*  wären  durchaus  keine  weiteren  Bilder  des  Punktes  A 
hersnleiten»  als  die  vorhin  angefOhrten  Ai^  Af\  A/^  ... 


S  3. 

„Um  nun  Gpnauores  tlbcr  Lage  und  Anzahl  sämmtlicher  zu  P 
„sich  ergebouden  HikltT  entwickeln  zu  köimen,  stellen  wir  zuiiäciist 
„folgende  Betraditong  an^^ 

Sei  irgend  ein  zum  ersten  Spiegel  gehurigos  Bild  im'  gedacht, 
zu  weichem  dor  zweite  noch  das  Bild  Pm+i"  gebe.  Der  Fahrstrahl 
OPm'',  hinter  dem  ersten  Spiegel  liegend,  weiche  von  dessen  Spar- 
linie OA  um  einen  Winkel  ab.  Indes  muss  07»«',  damit  das  Bild 
Fm^i"  entstehen  könno,  vor  dem  z\Yeiten  Spiegel  liegen,  von  der 
Spur  OD  desselben  abweichend  um  den  Betrag  noA  -\-  AOPj ,  d.  h. 
nm  *ia-f-^''  Bi(  s(  Ihe  Abweichung  von  0/>,  aber  hinter  dem  zweiten 
Spiegel,  muss  der  Fahrstrahl  OPm-t-i"  haben,  d.  h.  es  mus8  Winkel 
JiOPm-^i"     2a+if  sein.  —  So  findet  sich  der  also  lautende 

Hauptsatz. 

„Wenn  das  zu  dem  einen  Einzdspi^  gehörige  Bild  mterOrd- 
,^ung  des  Punktes  P  seinen  Fahrstrahl  hinter  die  Spur  gedachten 
„Spiegels  surttdLweichen  Iftsst  um  einen  Winkel  ^,  so  muss  das  etwa 
„entstehende,  zu  dem  andern  Spiegel  gehörige  Bild  (m+l)ter  Ord- 
„nung  seinen  Fahrstrahl  hinter  dessen  Spur  zurückweichen  lassen 
„um  2a-|-^;  hiehei  unter  2«  itie  OeffhungsgrSsse  des  Winkelspiegels 
„gedacht**. 

Sei  nun  «jr»,  die  Abweichung  des  Fahrstrahls  OP  von  der  Spur 
OA  Dächst  gegen  OB  hin,  and  9«  die  Abweichung  desselben  Fahr» 
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itnUs  von  OB  gogen  OA  hin,  so  ist  offenbar  zanächst  für  die  zwei 
Büder  Fl,  Pi*  anzugeben 

Winkd  AOP^  -  v„   BOP^'  =  y,. 

An  diese  zwei  ein&diston  Angaben  sind,  mit  Anwendung  des 
vorigen  Hauptsatzes,  sofort  zn  knüpfen  die  zwei  Reihen  von  Angaben 

I. 

Winkel  AOP/  - 

AOr^  —  4a  +  9Ji 
« 

Aop^'  -  <aii»-i)a«+v, 
n. 

Winkel  BOP^'  =  <p, 

BOP,"=  2o+qp, 

BOPim-\'  (2m— 2)20  + <^ 
BOr^'    —  (2m  — l)2o  +  9>, 

m 

Bei  jeder  der  YorsCehoidfln  Beihen  ist  zn  sehen,  dies  sie  ver- 
mOge  ihres  aritbmetiBch-geonietrlsehen  BOdongsgesetns  bis  ins  Un- 
endliche fertsnikhren  ist;  und  in  diesMH  Fortgang  werden  die  immer 
wachsenden  Winkel  AOP'  BOP*'  Uber  jede  zn  gebende  QrOsse  hin- 
ansgefohri 

Hiednreh  ist  mit  Bezug  auf  jeden  der  zwei  EiuzeUpiegel  die 
Frage  angezeigt,  ob  die  Anzahl  der  ihm  zogehdrigen  Bilder  von  P 
(wie  es  ja  scheinen  mAchte)  eine  unendlich  grosse  sein  werde  oder 
nicht 

§  4. 

^^Angestchts  voriger  iVage  sind  sofort  fölgende  Beschrftnknngen 
„zn  betonen,  welche  Ar  die  Lagen  der  Bilder  des  Punktes  P  sich 
wefgebenS 

1}  .If'ilt  s  der  7.um  ersten  Spiegel  gehörigen  üildor  r\  da  es  uur 
hinter  die  ein  Sjdegel  in  kann,  ist  angewiesen  auf  den  Halbkreis- 
bogen A^%  dessen  Urenzpuukte      %l  sind. 


8 


Mach:  Lhr  Winkütpit^itL 


Ebenso  jedes  der  Bilder  P"  ist  angewiesßn  i^af  deo  Bogen  ^HÜ^, 
dessen  Grenzpankto      Ib  sind. 

2)  Im  Orenzpnnkt  tt  des  Bogens  Aiäl9i  buin  niemals  ein  Bfld 
P*  dch  befinden. 

Denn  zunächst  ist  klar,  dass  P,'  nicht  in  W  sein  könne.  — 
Sollte  aber  ein  Bild  Pn  (mit  «  ^  1)  zu  Staude  kommen,  so  mtLsste 
CS  hervorgerufen  sein  durch  t  in  Bild  Pn-i"-  Die  Punkte  Pn\  Pn-\" 
mOssten  zu  der  Ebene  des  ersten  Spiegels,  in  welcher  Pj  mit  % 
vtrciniL^'t  sein  sollte,  symmetrisch  liegen;  es  müsste  also  P«— i"  ebcn- 
ialls  in  .^1  sein.  Aber  in  der  Lage  W  befindlich  kann  ein  leuchten- 
der Punkt  Pn-\'  keine  rettcxionsföhigou  Strahlen  an  die  spiegelnde 
Fläche  üVA  gelangen  lassen.  Also  ein  Bild  P»'  an  der  Stelle  H  ist 
unmöglich. 

Ebenso  zeigt  sieh  die  Unmöglichkeit  eines  Bildes  an  der 
SteUe  «9. 

3)  Auch  im  Gienzpnnict  A  des  Hslbkreisbogens  A^A  kann  kein 
Bild  P'  erscheinen. 

Dcuii  zuiKichst  überzeugt  man  sich,  dass  P^'  nicht  in  A  sein 
könne.  —  Sullle  aber  ein  Bild  P„'  (mit  n  >»  1)  in  zu  Stande 
kommen,  so  würde  dies  die  Existenz  eines  Bildes  Pii— 1  voraus- 
setzen, welches  den  zwei  sich  wiiiersprcchcnden  Forderungen  ge- 
nügen müsste:  eincstiMls  liiuter  der  Ebene  des  zweiten  Spiegeia  zu 
Ucgeu,  audernteiis  mit  A  znsammuuzufallen. 

Ebenso  sdgt  sich  die  Unmöglidikeit  eines  Büdes  F**  an  der 
SteUe  B, 

4)  Sieht  man  auf  das  Bogenstück  "üDi^i,  welches  den  zwei  Halb- 
kreisen yl!Ö§i,  Bi\^  gemeinschaftlich  ist,  so  zeigt  jeder  zwischen 
W  und  Si\  liefjende  Punkt  desselben  die  Eigenschaft,  frei  sowohl 
hinter  der  eium  fils  hinter  der  andern  der  zwei  Spiegelebenen  zu 
liegen,  so  dass  kein  Licht  von  ihm  an  die  eine  oder  die  andere  der 
zwei  spiegelnden  Flächen  UVA^  UVB  gelangen  könne.  Hiennch  ist 
sn  sagen: 

Wenn  ein  znm  ersten  oder  sweiten  Spiegel  gehöriges  Bild  des 
Pnnlites  P  ii^gendwo  auf  dem  Bogen  99X0  zwischen  seinen  End* 
punlcten  sich  befindet,  so  gibt  es  kein  Bild  höherer  Ordnung,  welches 
als  ein  von  dem  erstgedachten  Bilde  abgeleitetes  zn  finden  w9re. 

h)  Was  insbesondere  die  Grenzpnakte  ID,  9)  des  Bogens  HSKH 
betrifft ,  so  ist  leicht  zu  sehen :  es  mag  zwar  in  ein  znm  ersten 
Spiegel  gehöriges  Bild  Pn  entstehen,  aber  von  diesem  ans,  mit  V 


Digitized  by  Google 


I 


I 


Maek:  Der  Wiukehpiegel.  9 

in  der  Ebene  des  zweiton  Spiegels,  nnd  seitwärts  von  der  Abteilung 
UVB  liegt,  kann  kein  Bild  Jn^i"  sich  ergeben.  Desgleichen  mag 
immerhin  an  der  Stelle  tl  ein  zum  zweiten  Spiegel  gehöriges  Bild 
Pm"  sich  betinden,  aber  es  ist  kein  Pm^i  von  ihm  herzuleiten. 

Jedes  Bild  i*'  oder  /*",  von  welchem  kein  Bild  höherer  Ord- 
nung abzuleiten  ist^  heisst  nach  Bertin  ein  improductivos*,  jedes 
andere  mag  ein  productivcs  heissen. 

Aus  vorstehenden  besonderen  Angaben  ergibt  sich  nun  die  um- 
fassende : 

I)  „Jedes  Bild  P'  liegt  auf  dem  Halbkrcisbogen  AW\  frei 
„zwischen  seinen  Grenzpunkten  91;  und  zwar  jedes  productivc 
„zwischen  A  und  fB,  jedes  improductivo  von  ®  bis  vor  W. 

f^edes  Bild  P"  liegt  auf  dem  Halbkrcisbogen  liSSi^  frei  zwischen 
„seinen  Grenzpunkten  t);  und  zwar  jedes  productive  zwischen 
„  B  nnd  Ä,  jedes  improductive  von  Ä  bis  vor 

Siebt  man  jetzt  auf  den  Flächenwinkel  zwischen  den  Ebeucn- 
•tückcn  UW,  L'K©,  so  ist  auch  zu  sagen: 

II)  „Ein  Bild  P'  oder  P"  des  Punktes  P  ist  immer  dann  und 
„nur  dann  improductiv,  wenn  es  entweder  frei  zwischen  den  Ebenen- 
„stQcken  UVU,  L/T©,  oder  in  einem  von  diesen  sich  befindet". 

Der  hiemit  scharf  bestimmte  Ort  der  improductiven  Bilder  heisso 
der  todte  Raum. 

Durch  die  Angaben  I)  und  II)  ist  man  zunächst  auf  die  Mög- 
lichkeit solcher  Lagen  von  P  hingewiesen,  bei  welchen  eine  be- 
grenzte Zahl  für  die  zu  dem  einen  Spiegel  gehörigen  Bilder  sich  er- 
gibt, und  ebenso  eine  begrenzte  für  die  zu  dem  andern  gehörigen. 

Wo  nun  diese  Möglichkeit  verwirklicht  ist,  mag  ja  das  letzte 
Bild  von  P,  welches  durch  letzte  Reflexion  an  einem  der  Einzel- 
spiegcl  als  ihm  zugehöriges  sich  ergibt,  kurz  als  das  zu  diesem 
Spiegel  gehörige  G  r  e  n  z  b  i  1  d  von  P  bezeichnet  werden. 


§  5. 

o 

„Verbinden  wir  jetzt  die  Lehren  der  §§  3.  und  4.,  so  gelingt  es 
„vollständige  Klarheit  Uber  die  am  Schluss  des  §  3.  aufgeworfene 
„Frage  zu  geben ,  ob  nämlich  für  die  Bilder  P'  und  /*"  immer  je 
„eine  begrenzte  Anzahl  sich  ergebe  oder  nicht". 
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Wir  wollon  za  dem  Behuf  vorerst  an  die  Bilder  F'  ant  halten, 
und  wir  wollen  für  den  (enten)  Spii^l,  zn  welchem  sie  gchörai, 
sogleioh  die  nfthere  Bestimmung  treffen,  er  solle  der  dem  Punkt  P 

etwa  nähere  sein ;  womit  *Pi^  a  statairt  ist.  —  Sofort  sind  folgende 
Bemerknngen  an  machen. 

Ist  X  irgend  eine  ganze  Zahl,  welche  den  nach  §  3.  I.  ontwickelt 
zu  denkenden  Wert  des  Winkels  AOPx'<i  180  macht,  so  ist  jeder 
der  Punkte  /\',  P,'  ...  P»  ein  Bild  von  F;  und  diese  Bilder  liegen 
der  Reibe  nach  auf  dem  Bogen  A^H  zwischen  A  and  tt. 

Ist  e  sogar  die  grösste  ganze  Zahl,  welche  den  Wert  AOPm<ilB0 
macht,  so  ist  notwendig  AOP»^i  entweder  —  180  oder  IdO. 
Alsdann  gilt  ?on  den  Punkten  ...  P«'  noch  dasselbe  wie  vorhin, 
es  ist  aber  sogleich  das  Weitere  hervonuheben  was  folgt 

Die  Angabe  AOP»j^,i  —  180,  wenn  sie  znthfft,  verweist  den  Punkt 
Pg^i'  an  die  Stelle  «,  wo  nach  §  4.  I)  niemals  ein  Bild  P'  erschei- 
nen kann. 

Die  Angabe  AOPg^i  180,  wenn  sie  zntrifft,  und  wenn  zugleich 
AOJz  \  1  =^  '^&^  sich  zeigt,  verweist  den  Punkt  Pz^  i  auf  ciue  zwischen 
2i  and  A  liegende  Stelle  des  Ualbkreisbugeus  ^ISA .  d.  h.  an  eine 
Stelle  vor  dem  ersten  Spiegel,  wo  ebenfalls  kein  Bild  P'  erscheinen 
kann. 

Um  also  sicher  an  sein,  dass  die  Zahl  der  Bilder  P'  eine  be- 
grmizte  sei,  genflgt  es  offenbar,  die  folgende  Behauptung  streng  sa 
beweisen. 

(J[  Wtnni  /•  die  giösste  natürliche  Zahl  ist,  welche  den  Winkel 
AOI'x'  <C  lÖU  macht,  and  wenn  von  den  zwei  hiemit  allein  verträg- 
lichen Angaben  AOP^ii  ^  180  und  AOPj^^-i'^  18(),  die  letztere  zu- 
trifft, so  mnss  damit  zugleich  be&tehen  die  Angabe  ^0^41' <^  d60. 

Diess  lässt  sich  in  der  Tat  beweisen;  man  hat  aber  za  demBe- 
hufe  getrennt  za  behandeln  die  zwei  F&Ile:  x  angerade  nod  s  gerade. 

Erster  Fall:  x  ungerade. 

i>a  die  zwei  Angaben  bestehen  sollen 

a)   ^0P.'<18U,      b)  1' >  180, 

und  da  nach  %  3.  die  Entwicklungen  stattfinden 

a')  ilOPs'- l)2«4-9»i,  V)A0P3^i'-'x,^+i^ 
so  haben  wir  hier 

a")      — l)2a  +  yi<180     and      b")   « .  2a  +     >  180. 
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Für  a;  «=  1  (weil  ja  immer  2«  <  180  und  qp,  <  2o)  hat  mau 
ohne  Woitcrcfl 

as.2o  +  9,<360 

d.  h. 

^r>/Vfi'<360. 

Ist  vielmehr  die  ungerade  Zahl  x  >>  1,  so  dient  uns  die  aus  a") 
herzuleitende 

x.2a  — <p,  <  180, 

welche  durch  Verdopplung  beider  Seiton  übergeht  in 

a**)    (x .  2o  +  9),)  -f    .  2a  —  3«jP2)<  360. 

Da  jetzt  X  mindestens  =  3  sein  soll,  so  ist  hier  (x.2n  — 3gt),)  sicher 
positiv," und  da  a**)  unzweifelhaft 

ar.2o  +  (p,  <  360 

gibt,  so  ist  wieder 

AOPx^i'  <  360. 
Zweiter  Fall:  x  gerade. 
Da  zu  den  zwei  Angaben 

a)    ^O7V<180,      ö)  .4OA+i'>180 
jetzt  die  Entwickeluugen  gehören 

a')^0/','=(x-l)2a-f(p„        b')    A0r,+i=x.2a  +  <p^, 
so  haben  wir  hier 

a")    (x  — l)2o-f-<)p,  <  180      und      b")    x.2a-|-g),  >  180. 
Die  a")  ist  sofort  überzuführen  in 

x.2o  — ^i<180, 

wonach  auch 

a**)    (x.2o4-(p,)  +  (x.2a  — 3<ri)  <  360. 

Da  nun  x  mindestens  =  2  sein  soll,  und  da  g^i  ^  «  substituirt 

ist,  so  hat  man  hier  (x.2a  — 3<P])  sicher  positiv,  und  die  &'")  gibt 
unzweifelhaft 

«.2o  +  <|>i  <360 

d.  h.  eben 

v4OP,+i'<360. 

Nachdem  hiemit  die  Behauptung     für  alle  Fälle,  wo  gp,  ^  «, 

streng  bewiesen  ist,  hat  man  ihr  gemäss  und  kraft  des  Nächstvorher- 
gehenden vorerst  den  Satz: 


12 


M9ck:  Ihr  FTifijbelqM^. 


0)  Wenn  der  Punkt  P  g^gen  die  zwei  Einielspiegel  so  liegt, 

dM8  9i         80  ist  die  Zahl  der  Bilder  P'  oiuo  Begrenzte  x,  und 

zwar  ist  x  die  grOsate  natlirliche  Zahl,  welche  die  nach  §  3.  zn  denkende 
Entwickelang  des  Winkelwertes  äOPm'<190  macht 

Ist  nun  Px'  im  Sinne  dit  sr^  Satzes  das  letzte  dor  Bilder  P\  so 
sind  fftr  den  Winkel  AOJ*s  (der  immer  <C  1^)  ais  drei  mögJicbc 
Falle  zu  beachten 

AOP«'  —  ^180— 2«. 

> 

Für  jecien  dieser  drei  Fülle  ist  jetzt  zu  zeigen,  dass  auch  ein 
Gronzbild  P"  sich  einstelle. 

1)  Ist  Winkel  ^aP«'<  180—2«,  liegt  also  das  Gronzbild  P.' 
frei  ausserhalb  des  todten  Baumes,  so  ist  nach  §  4.  gemäss  ein  pild 
P*-m"  aus  ihm  hmotoiten ;  aber  ^  BUd  Pm^g**  Ist  so  gewiss  u.  - 
möglich,  als  ein  Bild  Px^i'  nicht  Torhanden  ist 

Und  hiebe!  hat  man  nach  %  3. 

Wkl.  ^0P,'+2tt,   d.h.  <1Ö0. 

2)  Ist  Winkel  ^0P/=  180'-2«,  liegt  also  das  Grenzbild  P 
in  9,  80  ist  (nach  $  4.)  zwar  kein  Ptf^r  herzuleiten  ans  Ps\  wol 
aber  ein  Bild  P/'  aus  Pji.i';  und  man  erhilt  hiebei 

Wkl. -öOP,"=^OP,'+2«,  d.h.  <180. 

3)  Ist  Winkd  AOPg'>  180^2«,  so  sei  die  —  positive  Dif- 
ferenz 180~AOP'  bezeichnet  mit  ^. 

Da  nnn  gemäss  der  gemachten  Annahme  Pg'  frei  innerhalb  des 
todten  Ranmes  liegt,  so  ist  nach  §  4.  ein  Bild  Pz+i"  unmöglich. 
Gewiss  aber  ist  die  Existenz  des  Px-i\  von  welchem  Px'  abstammt, 
und  fraglich  ist  nur,  ob  auch  noch  Paukt  Px"  ein  Bild  sei.  Die 
Entscheidung  dieser  Frage  hftngt  davon  ab,  ob  s  gerade  sei  oder 
ungerade. 

Ist  X  gerade^  so  besteben  nach  §3.  für  die  Paukte  P,\  Pm*  die 
Angaben 

WU.  ilOP/- l)2«+9t 

Diese  lassen  (wegen  ^,  ^  9»,)  erkennen,  dass  BOP»  ^  äOPm\ 

soiiüt  <^  IbO}  und  maü  sieht,  dass  P»'  so  gut  wie  Px  ein  Bild  von 
P  sei. 
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Ist  aber  z  ungerade,  so  hat  man  vielmehr  die  Angaben 

Wkl.  AOP,'  -  (x  — l)2o  +  (p, 
BOPx"      (x— l)2«+qp, 

somit 

> 

Jcnachdem  nun  (p,  —  q>^  (immer  <I  2a)  sich  =  v  zeigt,  wird  der 

< 

> 

Winkel  BOP^"  (immer  <  360)  sich     180  finden.    Und  hieraus  ist 

< 

bei  unserer  Annahme  der  ungeraden  x  in  aller  Strenge  zu  schliessen, 
dass  zn  Grenzbild  Pt  auch  als  richtiges  Grenzbild  entweder  Px-i" 
oder  /«"  hinter  dem  zweiten  Spiegel  sich  ergebe. 

Zu  jeder  der  eben  erörterten  Annahmen  1),  2),  3),  welche  die 
allein  möglichen  sind,  zeigt  sich  offenbar  eine  bestimmte  natürliche 
Zahl  y  als  Ordnungszahl  eines  Grcuzbildes  P^". 

Diese  Zahl  entweder  =  x-j-l,  oder  =  x,  oder  •=  x  — 1  sich 
findend,  ist  auch  gewiss  die  grösste  natürliche  Zahl,  welche  den 
nach  §  3.  entw^ickelt  zu  denkenden  Winkelwert  BOPp"  <^  180  macht, 
Denn  wenn  auch  noch  Z;07yfi"<^  180  sein  könnte,  so  könnte  ja 
Pf"  nicht  das  Grenzbild  sein,  als  welches  es  doch  erwiesen  wurde. 

Jetzt  die  Ergebnisse  vorstehender  Untersuchung  zusammenfassend 
erkennt  mau  für  jede  frei  innerhalb  des  Winkelspiegels  augenom- 

< 

menc  Lage  des  /'  (ipi  =  q>y)  die  Giltigkcit  der  Sät2C: 

> 

I)  ,.Sowohl  für  die  Bilder  P'  ergibt  sich  immer  eine  begrenzte 
,Anzabl  u,  als  für  die  Bilder  P"  eine  begrenzte  Anzahl  r;  immer 
„nämlich  u  als  die  grösste  natürliche  Zahl,  welche  den  nach  §3.  ent- 
„wickelt  zn  denkenden  Winkelwert  AOPu  <C^^  macht,  und  v 
„als  die  grösste  natürliche,  welche  dasselbe  mit  Bezug  auf  BOP," 
„leistet". 

II)  „Die  Ordnungszahlen  u  und  v  der  Grenzbilder  iV  sind 
„immer  entweder  einander  gleich  oder  nur  um  Eins  verschieden." 

Was  übrigens  die  Gleichheit  von  u  und  v  betriflft,  so  ist  schon 
aus  Obigem  und  späterhin  noch  genauer  zu  sehen,  dass  sie  nicht 
bloss  in  den  Fällen  mit  (jp,  =  (p^  eintreten  wird,  in  welchen  sie 
freilich  (wegeu  vorhandener  Symmetrieverhältnisse)  als  selbstvorstäud- 
sicb  sich  darbietet. 


14  Maekt  Der  WinkeUpkgtL 

Anmerkung  1.  Sofern  in  obiger  Untersuchung  bei  vorkommen- 
dem Pt~\"  die  Zahl  x  gleich  Eins  würde,  wÄre  natürlich  anter  P^** 
dor  leuchtende  funkt  P  selbst  zn  denken. 

Aumerkaug  2.  „Der  obige  Hauptsatz  T)  bietet  bereits  eine  immer 
„zum  Ziel  führende  Methode  dar  zur  Autiösung  der  Aufgabe:  ftus 
,^cgebeiicu  Werten  von  2a,  9^  die  entsprechenden  Zahlen«  and 
„V  m.  ermitteln''. 

Witt  maa  B.  «  ermittela,  m  ist  davon  aonogehen,  dan  11 
(bei  P«')  entweder  eine  ungerade  Zahl  «1  oder  eine  gerade  «1  sein 
man.  Mit  Bezug  auf  die  ente  Hdglichkdt  lat  gomtas  dem  f  S.  an 
suchen 

«1  als  gnOsste  uu^eiade  Zahl,  welche  der  Ungleichung  guuOgt 

mit  üe^ug  dui  dit;  iiuderc  Möglichkeit  ist  zu  suchen 

tif  als  grösste  gerade  Zahl,  weiche  der  Ungleichaug  gonOgt 

Aus  1)  und  2)  ergibt  sich 

1804-20— »1 

«^.grOsate  äugende  Zahl  unter  dem  Quotientenwerte  — ^» 

Ms  =  grösste  gerade  Zahl  unter  dem  Quotientenwerte  — ^« 

Von  den  zwei  hiemit  bestimmten  Zahlen  «h«  <<s>  ist  die  grössere  iür 
n  zu  wählen. 

Man  bemerke  die  fhr  den  FaU  ^  ^  +  «  Bich  ererbende  Ver* 
einfischung. 

§«. 

Jetzt  vollkommen  davon  ftberzeogt,  dass  for  die  optische  An- 
wendung jede  der  Belhen  I),  II)  des  1 8.  eine  begrenzte  sei,  woUen 
wir  auf  die  genauere  Untersuchung  derselben  eingehen. 

Im  Sinne  der  Allgemeinheit  der  zu  erwartenden  Ergebnisse  lassen 

< 

wir  dahin  gestellt,  ob  tp^  =  cp^  seij  wir  halten  nur  immer  fest  diü 

Voraussetzungen:  2tt  zwischen  0  und  180,  und  tp^  je  >>  0, 
fp^  -|~ 
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£inni-iMC  ~ii  ■  liiT  ■  ii  ms  lu^  i«.c  a>ik^  ^^»»»^  V>*JK%^ 

»ää,»  Ott   »jEiDtei  camtnÄ 


Da  in  Torsteheoden  AuswertutiKtMi  iW  Koiho  m\  \\  \\\\'  W 
werte  2a,  Aa,  6o  ...  eine  so  ausjjtvoii-huoto  Hollo  «ptolou .  i»m 
pfiehlt  es  sich,  dieselben  zu  entsprocheiuhT  n»\iMolluuu  U\  \W\  OiU 
ebene  der  Bilder  P'  zu  briugeu.  --  Zu  dorn  Uoliul  ^oidoii  nul  Uw 
Halbkreisbogeu  ylW«,  aufweichen  dio  HÄmmtlirlieii  lUMor  bo^olnauM 
sind,  der  Reihe  nach  die  Punkte  ...  «•'Mnimiinii. 

dass'die  einzelnen  Bogen  AL^,  /-..  i  /  J" 

seien,  (d.  h.  die  Gradzahl  2«  haben),  walireiid  dor  h^\fU^  /.mVI  •••iI 
weder  auch  gleich  2a  ist,  oder  einen  unter  2«  lleKnndiui  WmiI  m  ImH 
JeUt  die  Radien  OL,,  OL,  ...  OL«  oinKefUlirl ,  nn  nhM  mmim  ,  «Ihm 
die  Winkel  2a,  4«,  6«  ...  der  R<:ili('  umh  diin  h  dli  Wliil^'  in»»  Iih 
.lOL,,  ylOL^  ^OLj  ...  dargest/llt  Kind    '/mhU.UU  hui  in«»  vor  h 
der  Reihe  nach  die  Winkelfi4:her  JOL,,  L,OL,       L»  iOA^,  A^O^J 
Diese  zeigen  sich  so  irichti;^,  daw  wir  ii«?  iH/ü'hn'U  w'AUu  «)« 
die  zu  dem  erit^f»  SpifeK'-»  K"hOnn».u  HH/tU«^*'f^  *f 
sies,  zweites  ...  r.+  lyt«»     Dm  IfA/M*^'*^»''^-  ^'^^  ^'^ 

diesem  Spiegel  gefc^rif«  h^i») 

Solen tisM^  *w  ViUti      «u<      ^aa^V-^'»  /  .,t*A*v 


1^  Hl'  r^-rwt  -50  •«.#*»^*'^  V'fjtf;^ 
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Fasst  man  desgleichen  in's  Auge  ein  Hilfsfach  gerader  Ordnung 
(2m)  mit  Grenzradien  0I^-\,  OL/i^^  so  ist  la  iehen:  liegt 
in  demeelbeii,  so  swar,  dass  OP^  yob  OXta-i  um  ^  abweicht 

Sieht  mau  endlich  auf  dass  Schlussfach  LnOK,  dessen  Ordnungs- 
zahl (u-f-1)  ist,  80  hat  man  zunächst  für  den  t'all  L^O^  =  2«  zu 
bemerken,  dass  jenes  genau  sich  verhalte  rntwedcr  wie  ein  voran- 
gehendes Hiltsiach  ungerader  Ordnung  oder  wie  ein  vorangehendes 
gerader,  jeuachdem  n-\-\  ungerade  ist  oder  gerade.  Also  muss  in 
solchem  Fache  ein  Bild  /n+i  liegen  und  so  liegen,  dass  der  Fahr- 
strahl  OPn\\  dem  Fahrstrahl  OL,,  entweder  um  oder  um  9^ 
voraus  ist,  jeuachdem         ungerade  ist  oder  gerade. 

Wenn  dagegen  der  Winkel  X»09  eine  Grtae  •  unter  %»  bat, 
dann  bat  man  mit  den  Gieiehangen 

znaammen 

entweder  AOPn\\  —  ii.2a+9,  bei  nngerader 

oder  jiOi«+i'  —  ft.2a-{-9t   bei  gerader  »4-1, 

und  es  seigt  steh  sofort:  das  Grcnzbild  Pn^i'  Icommt  indem  Schlnss- 
facbe  dann  und  nur  dann  zn  Stande,  wenn  entweder  «+1  nngerade 
nad  ><  «,  oder  wenn  n+t  gerade  nnd  9*1  <;  «;  nad  der  Fabr- 
strahl  OFiifi'  weicht  von  dem  ersten  GrenzradinB  Olm  dieses  Fachet 
entweder  nm  ^  oder  am  ^1  ab,  Jenaebdem  n+l  ungerade  oder 
gerade. 

Hienach  ergeben  sich  folgende  Sätze  über  Lage  und  Ordnuugs« 
zahl  jedes  einzelnen  Bildes  P\  insbesoudere  des  Grenzbildes. 

I)  ,,Jede8  der  zum  ersten  Spiegel  gehörigen  BilderU*'  liegt  frei 
„in  demjenigen  Hilfsfach  dieses  Spiegels,  welches  dieselbe  Ordoungs- 
„zahl  hat  wie  das  Bild;  und  der  Fahrstrabi  OP'  des  Bildes  weicht 
,.von  dem  ersten  Grenzradius  des  Faches  entweder  um  oder  om 
„qpj  ab,  jcnachdcm  die  Ordnungszahl  nngerade  ist  oder  gerade.  Das 
„Grenzbild  findet  sich  freiliegend  entweder  in  dem  Scblussfache  oder 
„in  demjeuigeu  llilfsfache,  welches  letzterem  zunächst  vorangeht^ 

II,  y,Ist  n  die  gr5sste  ganze  Zahl,  welche  unterhalb  des 
„Qnoticntenwertes  180: 2fx  liegt,  und  wbrd  immer  nnter  P«'  das  zn 
„dem  ersten  Spiegel  gehörige  Greaablhl  verstanden,  so  sind  Ober  seine 
„Ordnungszahl  «  und  seine  Lage  die  folgenden  Angaben  in  machen.** 

1)  Isf  18():2«  eine  ganze  (die  Eins  übertreffende)  Zahl  n-|-l, 
so  ist  jedeuialU  u     n^-li  aber  man  bat 
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a)  bei  ungerader  n 

WinW  «,2«+^  d.  L  auch  ^ 

b)  bei  gerader  « 

Wiakel  ilOP«'  — «.»nr+cp,,   d.  h.  auch   %Oi\'  =  y,. 

2)  Weuu  die  Division  180:2«  einen  Bett  m  IfiMt,  so  dass 
180  —  «1.2«+»,  80  hat  man 

a)  bei  QDgerader  n 
otweder  mit     <  »  die  Angaben 

oder  mit     ^  «  die  Angaben 

b)  bei  gerader  n 

eatveder  mit  9,  <  •  die  Angaben 

•  —  »+1,   ilO/*/ =.  ».2o+y„  «O/V-w-y, 

oder  mit     ^  cd  die  Angaben 

u  =  n,    ^OiVe'  -=  (n  — l)2a  +  9„    «O/V  =  w  +  g)!. 


Die  in  unsrem  §  yorangcstellte  Tafel  der  Winkel  AOFn'  nnd 
ihrer  Auswertungen  fordert  für  sich  zur  Yergleicbung  von  je  zwei 
nächst  benachbarten  Oliedem  der  Winkelreibe  aaf.  Da  eiigeben  sidi 
znnicbst  folgende  Bemerkangea. 

Die  Differenz  AOP^—AOP^  findet  sich  —  (2«~9,)-|-y,'=-2gf,; 
und  ganz  dassolhe  ergibt  sich  i^x  AOPim' —  AOPi^  i  Dagegrn  die 
Differenz  AOP^—AOP^  findet  sich  —  f2a  —  ^,>+^Ri  =x  2^,  and 
dasaelbe  ergibt  sich  fttr  AOPi^^^ —^or»ml* 

Man  erkennt  also  allgemein: 

III)  ,,Der  Bogenweg  von  einem  Bilde  P'  aogeradcrr  Ordnung  gn 
tidem  nftchit  folgenden  gerader  Ordunng  ist  immer     2^^, ;  flagegea 
der  Weg  von  einem  Bilde  gerader  Ordnung  aw  dem  nicbtt  folgen- 
„den  nngenuier  Ordnung  ist  immer  —  ^Vx-*' 

AMh.  4.  Mfttk.  «.  PkfB.  9.  a«Ui«,  T«il  II.  ^  ^ 

i 
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Wird  auch  die  Suiniuc  von  je  zwoi  nfirhst  bouacbbarten  Glie- 
dtTu  in  Betracht  gezogen,  uiul  beachtet  man  immer,  dass  <p,4-<Pi  =  2a, 
so  erhält  man  ein  bemerkenswertes  Ergebniss  bezfiglicli  der  Hälfte 
solcher  Samme.  Mau  tiudet 

a)    ^AOPim-\-\-A01\n:    )  =  (2m  — 1)2«  AOL.i^-x 

Da  Dan  nach  voriger  Ntunmer  III)  auiigebeD  ist 

a')  K^OiW-^OA«.-!')-^ 

so  ergibt  sich  durch  Verbindung  einesteils  der  Angaben  a,  a',  an- 
dernteils  der  b  uQd  h\  mit  Beiziehung  der  Linien  OLi 

IT)  «yJe  svei  nftcbst  benachbarte  Bild»  liegen  symmetrisch 
mSO  der  Scheidelinio  Oh  deijesigen  zwei  HilÜiftcher  des  ersten  Spie- 
,^1b,  welchen  sie  selbst  einwohnen.  Ton  dieser  Linie  nämlich 
„weichen  die  ans  O  gehenden  Fahrstrahlen  solchiir  Bilder  entweder 
„beide  nm  ^  oder  beide  nm  ^  ab,  jenachdem  das  beaflgUche  Bilder^ 
,ipaar  entweder  besteht  aas  einem  Bilde  angerader  Ordnang  mit 
„nftchst  folgendem  gevider,  oder  aas  einem  Bilde  gerader  Ordnang 
„mit  nächst  folgendem  angerader/' 

Das  heisst  auch: 

„Je  zwei  Bilder  P»  and  Pcfi'  liegen  so  gegoa  einander,  wie 
,,wenn  P^^x  ein  Spiegelbild  von  Pm  wäre,  dorch  einen  PlaoBpiegel 
,,bervorgenifen,  desBen  Ebene  ndt  derjenigen  der  Geraden  OL«  «id 
IJV  ansammenfiele/* 

Wenn  man  bei  Betrachtung  der  vorangestälten  Tafel  endlich 
auf  irgend  zwei  solche  Glieder  siebt,  welche  aar  durch  ein  einziges 
zwischenliegendes  getrennt  sind,  so  erkennt  man  sofort,  dass  die  Dif- 
ferenz zwischen  solchen  immer  einfach  «=  4a  sei.  Danach  besteht 
die  Angabe: 

V)  „Je  zwei  nächst  benachbarte  Bilder  P'  von  ungerader  Ord- 
„nung  haben  zwischen  sich  das  Bogeuintervall  i.u\  und  ebenso  je 
„zwei  nächst  benachbarte  von  gerader  Ordnung/^ 


Gans  dieselbe  Art  von  Erdrterang,  wie  sie  so  eben  fltr  die  Reihe  I) 
des  I  8.  darcbgeAhrt  wurde,  ergibt  sich  mit  selbstverständlichen  Ab- 
änderaogeo  Iftr  die  dortige  Beihe  II),  welche  die  folgenden  Angaben 
darbioto»: 
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™  2ft 


BOJhtm" 


(^—2)2«+^ 
(2^— l)2a-|-9>| 
2in.2tt4*^ 


Zu  diescu  ALgaben  wird  man  in  dem  Ortskreise  der  Bilder  des 
i'üiiktes  hiuter  der  Spurlinie  f)ß  des  zweiten  Spiegels  der  Reihe 
nach  einführen  die  Kadien  0R^^  OJL  ...  ORn^  so  zwar,  dass  die 
Winkel  BOR^  R^on^  ...  (i„-\()Rn  jeder  gleich  2a  seien,  während 
der  zuletzt  sich  anschliessende  RnOiü  entweder  gleich  2«  ist,  oder 
eine  Grösse  cü  unter  2u  huL  Mau  erhalL  demgemass  zum  zwei- 
ten Spiegel  gehörige  Hilfsfächor,  die  den  ebenso  vielen 
ond  ebenso  grossen  zum  ersten  Spiegel  gehörigeu  analog  sind;  man 
erhält  namentlich  auch  als  zum  zw  ei  ton  Spiegel  gehöriges 
Schlussfach  das  mit  RnOb  zu  bezeichnende,  welches  immer  den- 
selben Winkel  2a  oder  o>  £asst,  wie  das  zu  dem  ersten  Spiegel  ge- 
hörige LnO'i^  Sofort  überzeugt  mau  sich,  dass  für  die  Bilder  P" 
and  namentlich  für  das  Grenzbild  /V  folgende  Sätze  la)  ...  Ya) 
sich  ergeben  mflssen,  weiche  den  vorigen  I)  ...  V)  analog  sind. 

la)  ,|Jede8  der  zum  «weiten  Spiegel  gohdrigen  Bilder  P"  liegt 
mM  in  doigenigea  Hüfrfttcli  dieses  Spiegels,  welches  diesellw  Ord- 
nuangssahl  liat  wie  das  Bild;  und  der  Fahrstrahl  OP"  des  Bildes 
„weicht  von  dem  ersten  Grenzradins  des  Faches  entweder  nm  <Py 
tjCder  um  <pi  ab,  jenachdem  die  Ordnungszahl  ungerade  ist  oder  ge- 
»lade.  Das  Grenzbild  findet  sich  freiliegend  entweder  in  dem  Schlass- 
nfacfa  oder  in  demjenigen  Hilfsfiu;h,  welches  diesem  zunächst  vorangeht." 

IIa)  ,,Ist  n  die  grösstc  ganze  Zahl,  welche  unterhalb  des  Qno- 
^tientenwertes  lÖ0;2a  liegt,  und  wird  immer  unter  Pv"  das  zu  dem 
,,zweiten  Spiegel  gehörige  Grenzbild  verstanden ,  so  sind  fther  seine 
nOrdnongszahl  v  und  seine  Lage  die  folgenden  Angaben  zu  machen.** 

1)  Ist  lÖU:2a  eine  (die  Eins  übertreffende)  ganze  Zalil  n+l, 
so  ist  jedenfalls  v  <-  n-j-l*  aber  man  hat 

a)  bei  angerader  n 

Winkel  i^Oi',"  —  ».2«-f  y^,  d.  h.  auch  ^uiV'= 
h)  btt  gerader  n 
Winkel  BOP^  ' ^  n,2a+ipt,  d.  h.  auch  9^1. 
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2)  Wenn  die  Divirion  180:2«  einen  Best  «i  läMt«  lo  dm 
180  «-<»«i.2a4-tt,  ao  erhält  man 

a)  bei  ungerader  n 

entweder  mit  «joj  <^  »  die  Angaben 


b)  bei  gerader  n 
entweder  mit  ^     «  die  Angaben 


Illa)  „Der  Weg  von  ciiieui  Bilde  /*"  ungerader  Ordnung  tn 
„dem  nächst  folgenden  gerader  ist  immer  ---  2()r^ ;  dagegen  der  Weg 
,,von  einem  Bilde  r"  gerader  Ordnung  zu  dem  nächst  folgenden  on* 
„gerader  ist  immer  =  2^1.*^ 

IV  a)  „Je  zwei  nächst  benachbarte  Bilder  P"  liegen  symmetrisch 
„/u  der  Scheidelinie  OB  derjenigen  zwei  Hilfsfiiehcr  zweiten 
„Spiegels,  welchen  sie  seihst  einwohnen.  Von  dieser  Linie  uäralich 
„weichen  die  aus  O  gehenden  Fahrstrahlen  solcher  Bilder  entweder 
„beide  um  qpj  oder  beide  um  (/^^  ah,  jeuachdem  das  hezügliche  Bil- 
„derpaar  entweder  besteht  aus  einem  Bilde  ungerader  Ordnung  "^'^ 
„nächst  folgendem  gerader,  oder  aus  einem  Bilde  gerader  OrduuQg 
,,mit  nächst  folgendem  ungerader/* 

Das  heisbt  auch: 

„Je  zwei  Bilder  /V,  ix+i"  liegen  so  gegeneinander,  wie  wenn 
„i'xfi"  ein  Spiegelbild  von  wäre,  durch  einen  Planspieg'l  lier- 
„vorgf  I  ufeu,  dessen  Kbeue  mit  derjenigen  der  Geraden  0R%  und  VV 
lyzusammenfiele/' 

Va)  „Je  zwei  nächst  benachbarte  Bilder  /*"  von  ungerader 
^Ordnung  haben  zwischen  sich  das  Bogeuintervall  4«;  und  ebeoso 
,je  zwei  nächst  benachbarte  von  gerader.** 


oder  mit  ^  ^  »  die  Angaben 


oder  mit  ^-^n  die  Angaben 
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Aninerknng.  Durch  leichte  Ueberlegnng  ist  7u  finden,  wie 
nuuichfaltigo  Constrnctioiien  MU  SitseD  des  vorstehenden  §  zu  eat- 
nebmen  sind,  QDd  wie  weit  letztere  für  das  YorstäiidmsB  der  Kr- 
schemnngen  an  pwraUeien  Spiogeln  sich  mwertan  latseiL 


Die  Sitse  des  Torigeii  S  siod  hiareichend,  nm  alle  Fragen  ttber 
Zahl  nnd  Lage  an  beantworten,  welche  auf  die  Reihe  der  Bilder  P' 
iDr  sich  allein,  oder  auf  die  Reihe  der  P"  allein  sich  besiehen 
mOgan;  es  wird  sieh  aber  aich  dämm  noch  handeln, 
diese  swei  Reihen  in  ihrer  gegenseitigen  Besiehnng 
weiter  in  antersvchen.  Dieser  Untersnchnng  mag  anr 
noch  Toransgehen  eine genanereBetraehtnngder Linien 
OL  und  OR^  von  weldien  leicht  sn  erkennen  ist,  dass  sie  nicht 
bloss  die  Bedeatnng  geometrischer  Hilfilinien,  sondern  eine  eigene 
optische  Bedentang  haben. 

Zoerst  nimMch  ttbenengt  man  sich,  dass  die  Linie  OLi^  hinter 
dem  ersten  Spiegel  liegend,  ein  diesem  ingehöriges  Bild  der  OB  sei, 
nnd  ebenso  zeigt  sich  die  ORg^  hinter  dem  zweiten  Spi^el  liegend, 
als  ein  diesem  zogehöriges  Bild  der  OA, 

Von  der  in  f  6.  gegebenen  Vorschrift  ftlr  die  Gonstmction  der 
n  Linien  OL  nnd  der  ebenso  vielen  OB  ergibt  sieh  nnn  erstlich  eine 
Reihe  von  Gleichnngen,  die  anf  wiederholte  Abbildnngen  OL^,  ORfy 
OL^  OR^  ...  von  OB  sich  beziehen: 


zweitens  eine  Reihe  von  Gleichongen,  die  auf  wiederholte  Abbildungen 
Oi{|,  OLf^  OR^  OL4,  ...  fon  OA  sich  beziehen 


§7. 


Winkel  BOA  -  2er 


AOLi 
BOR^ 

AOL^ 
BOR^ 


L^OB^i» 
L^Oß-^Ba 


Winkel  Aob      2«  üOÄ, 


RjOA  4a  =  AOLf 
L^OB  —  6a  -  BOR^ 
RgOA  «  8«  —  AOLi^ 
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hm  gewiBüt  man  leicht,  nach  der  Weise  des  §  5.  BchUesaend  die 
Ueberzengang,  dak  die  Linien  OL  und  die  OR  zusammengenommen 
alle  diejenigen  seien,  in  welchen  überhaupt  die  OA  nnd  OB  wh 
abbilden  können;  immer  unter  n  die  grOsste  natürliche  Zahl  ver- 
standen, welche  unterhalb  des  Qaotientenwertes  180:2a  liegt. 

Daher  ist  mit  völliger  Bestimmtheit  zu  behaupten: 

I)  „In  Gestalt  der  Badien  OLi  ...  Olm  hat  man  simmtUehe 
,^der,  welche  der  erste  Spiegel  {XTVÄ)  von  den  Linien  OA  und 
nOß  geben  kann,  so  zwar,  dass  eine  Linie  OLg  als  Bfld  von  OB 
„eder  OA  erscheint,  jenachdem  m  nngerade  oder  gerade.  —  Ebenso 
„in  Gestalt  der  Linien  OR^ ,OBn  hat  mnn  sämmtiiehe  Bilder,  welche 
„der  zweite  Spiegel  von  den  Linien  OA^  OB  geben  kann,  so  zwar, 
„dass  eine  Linie  OR»  als  Bild  von  OA  oder  OB  erscheint,  jenachdem 
,^  nngersde  oder  gerade.^ 

An  diesen  Satz  knüpft  sich  mit  leichter  Begründang  der  weitere. 

Ii;  ,,yon  den  Spiegeln  ÜVA^  UVB  erh&lt  man  als  ihre  s&mmt- 
„lichen  zn  dem  ersten  Spiegel  {ÜVA)  gehörigen  AbbÜdnngen  die  n 
„Schcinspiegel  üKL^j  USL^^  UKL^  ...  so  zwar,  dass  ein  Schein- 
„Spiegel  XJVLm  immer  eine  Abbildung  von  UVB  oder  ÜVA  ist,  je- 
,,nachdem  x  nngerade  oder  gerade.  —  Und  von  denselben  Spiegeln 
,,(7rj,  UVB  erhält  man  als  ihre  sämmtlichen  zn  dem  zweiten  Spiegel 
,,{UVB)  gehörigen  AbbUdnngen  die  n  Seheinspiegel  UVR^^  VVRt, 
,iUVR^  ...  so  zwar,  dass  ein  Seheinspiegel  UVR^  immer  eine  Ab- 
„bildong  von  UVA  oder  UVB  ist,  jenachdem  x  ungerade  oder  gerade'*. 

„Beattglich  der  Linien  OL,  OB  ist  jetst  angezeigt,  aach  die  Lage 
„der  einen  Reihe  gegen  die  andere  in's  Ange  zn  toen*^. 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  OL^  ...  0£^  der  ReilH>  nach  zn  den 
„OBi  ...  OBn  symmetrisch  sind  mit  Bezug  auf  Aze  MO%X, 

"Weitere  Bestimmungen  werden  davon  abhängig  sein,  wie  weit 
die  zwei  letzten  Ol»,  Oh\  vorgescbobeu  sind,  beziehungsweise  gegen 
0\H,  0©  hin.  Das  hängt  selbst  davon  ab,  ob  die  Division  lÖO:  2« 
(welche  jedenfalls  die  Zahl  n  liefern  muss)  tiutweder  aufgebe  oder 
einen  Kest  co  lasse.  Bei  letzterem  sind  die  drei  Möglichkeiten 
> 

tt^ft  zu  unterscheiden,  sind  beziehungsweise  durch  die  Angaben 
«  u—ßtt  darzustellen,  wo  «  Jeden  positiven 
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echten  Brach  bedeutet  Dieses  berllcksiclitigt,  so  erhält  mau  vier 
cbarakteristiscb  verschiedene  Augabea: 

1)  Ist  180-=  («-}-l)2a,  so  ist  die  0/.«  m  der  Lage  OB  zxx 
hiiden,  die  OR^  in  o^i.  Die  zwei  Reihen  der  Linien  ol  und  OR 
Müd  also  völlig  getrennt,  zu  verschiedenen  Seiten  der  Axe  MO^}il^ 
währeud  dagegen  die  zwei  IScblusstächer  Zm^S«  if»^^  voUst&ndig  zu- 
sammenfaUen  (jedes  =  2a). 

2)  Ist  IK)  -  ».2a  +  (o  +  6a),  80  fallen  OL^  und  uUn  beide 
frei  zwischen  oii  und  OSQ.  flbrigens  näher  an  OIS  OR,,  »aber 
an  Oja.  Die  zwei  Reihen  der  Linien  OL  und  OR  sind  auch  nan 
völlig  getrennt  durch  die  Axo  AfO^i^  die  von  keiner  erreicht  wird. 
Die  zwei  Schlussfächer  aber  haben  das  Winkelfeld  LmOJin  (=-  2«a) 
und  nur  dieses  gemeinschaftlich. 

3)  Ist  180  =  M .  2«-j- o,  so  sind  OR^  vereinigt  in  der 
Linie  OW.^  m  weklier  also  die  zwei  Reihen  (suubt  getrennt  wie  sie 
sind)  znsammon«?tosfon.  Die  zwei  Schlussi^Uüier  haben  die  Linie  <^äÄj 
und  nur  diese,  gemeinschaftlich. 

4)  Ist  18a  —  n.2a+(a— a«),  80  falleii  immerltia  Oi^  und  OR^ 
frei  swiflcben  Oü,  oid,  aber  oi^  niher  an  OBn  ofiber  an  00. 
Jede  der  airei  Linieiireiheii  OL^  OR  greift  Aber  die  Axe  AfoSR  hin- 
Ober.  Die  andere  hinein.  Die  swei  Schlsssflkdier  sind  TOilig  getrennt 
dnreh  das  Winkeileid  ImORtty  welches  («-  2««)  swischen  ihnen  Uegt 

Sofern  nun  aber  das  Grenzbild  Fn  des  Punktes  P  in  das  Schluss* 
üach  LmOi\  fallen  kann,  aber  nicht  mass,  und  das  Grenzbild  P"  in 
das  Fach  Im^^  fallen  kann,  aber  nicht  mnss:  so  ist  gemäss  Obigem 
«ich  bezüglich  der  Bilder  P*  und  P"  zu  denken,  dass  fQr  ihre  wei- 
tero  Untersuchung  es  von  Bedeutung  sein  müsse,  Oberall  jene  vier 
Fälle  zu  beachten,  in  welchen  der  Qnotient  180 :2a  sich  befinden 
kann. 

Annierkiin^'  1.  Zu  den  Oloichuugeu,  wekhe  charakteristisch 
in  d(üu  übigeu  Faiieu  2,  3,  1  auftreten,  ist  eine  Bemerkung  zu  machon, 
welche  auch  weiterhin  zu  berücksichtigen  ist,  wo  es  sich  darum  han- 
deln wird,  die  ganzen  Zahlen  n  und  2n  mit  Bezugnahme  auf  die 
Quotienten  lÖ0;2o  uud  360:2a  aoszadrücken. 

Solem  ein  solcher  Qaotient  dn  anechter  eigentlicher  Brach  ist 
soll  (nach  sonst  flhiicher  Weise)  die  grOsste  in  ihm  enthaltene  ganae 

Zahl  beziehangsweise  dorch  j^^j*  dargestellt  wertien.  hm 

iit  in  sagen 


24  Mac  kl  Üw  Wmk$l$pitgtL 

ad  2)  Da  hier  180==  ».2a+(o+^)>  ist 


also 


ad  3)  Da  hier  180  —  n.2a+a»  so  ist 

180       ,  .     300  ^ 

also 

[180]  360  . 

ad  4)   Da  hier  180  =  n.2a4-(a  — ea),  so  ist 


180 

alao 


riSOl     .  [3601 


Anmerkung  2,  "Die  Angaben  des  obigen  §  sind  natürlich  auch 
massgebend  für  das  volic  Verständniss  des  Anftretens  dor  za  den 
Spiegeln  ÜVA^  UVB  sich  gesellenden  Scheinspiegel. 

Mit  Bezog  hierauf  ist  dem  ersten  der  dort  nnterschiedenen  FftUe 
eine  besondere  Wichtigkeit  zoznschndben. 

Seine  genaue  Betraehtug  flihrt  aof  folgenden  bemerkenswerten 

Lehrsatz. 

Wenn  zwei  wirkliche  Planspiegel  UVA^  UVB  zwischen  sich  einen 
hohlen  Winkel  haben,  der  als  aliquoter  Teil  von  180^  sich  darstellt 
180 

^  ^^^l^y  so  gilt  die  Behanptang:  in  der  Aber  üV  hinausgehenden 

!U  VB  \ 
sieht  man  einen  Schein- 
spiegel, weleher  als  eine  zu  dem  Spiegel  |[^|'^|  gdidrlge  Abbildnng 

(entweder  des  Spiegels  IIVB  (jiler  des  IjVA\  ^    .  ,  ,  . 

(entweder  des  Spicj?els  iJVA  oder  des  (/i^^  ]  ö'™** ''»™*  J*"***" 
dem  n  ungerade  oder  gerade  ist. 

,  J£an  sieht  leicht,  dasi  und  wie  dieser  Satz  sich  benutzen  laise 
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„am  einen  Torgeblichen  Winkel  Ton  auf  diese  GrOsse  20  prfl- 
Je^  oder  einen  Winliel  von  dieser  Grösse  herzustellea'^ 

§9. 

„Weirn  wir  jetzt  näher  auf  die  fjrjjenscitij^^e  iieziohung  cingohcu 
„woüea,  welche  zwischen  doa  Bildreibcn  und  P"  statttiiidot ,  so 
^wird  es  hauptsächlich  darum  sich  handeln,  die  Sätzo  II)  und  IIa) 
„des  §  6.  zn  vorbmden'^ 


>i  Einleltoiv  dieses  Oesch&fts  zeigt  sich  sofort,  dass  flberaU 
Bfldnicht  n  nebmen  eei  auf  das  Yerhiltniss  der  Winkel  ^  nnd  9, 
sn  Stt  «id  an  dem  etwa  anltretenden  oi  Hiednrch  irird  man  darauf 
liiageleitet,  dass  man  bebafo  grosserer  Uebersichtlichkeit  nnd  Klar» 
belt  der  Darstellnng  emo  Teilnug  der  Arbeit  vonsonebmen  babe,  so 
snur,  dass  xnnftehst  der  Fall  ^  —  g»,  —  «  erörtert  werde,  dann  erst 

die  Behandlung  der  übrigen  FiUe  mit     ^  9t  kommen  solle. 

Fftr  alle  Fälle  mag  Übrigens  die  Bemerkung  vorausgeschickt 
werden.  Sofom  die  Ordnungszahlen  u,  v  zusammengehöriger  Grens- 
MIder  Puy  Pt**  gewonnen  sind,  bat  man  freilich  in  Gestalt  der  Summe 
M-f-o  die  Gesammtzahl  aller  zusammengehörigen  Bilder  und  P" 
Will  man  aber,  wie  hier  geschehen  soll,  mit »  die  Gesammtzahl  aller 
mit  dem  Auge  zn  nnterschoidettden  Bilder  des  F  bezeichnen ,  so  ist 
die  Angabe  «  »  «^o  nar  dann  zn  machon,  wenn  keine  zwei  Bilder 
vereinigt  sind.  Dagegen  wird  «  u-|-v  —  1  anzugeben  sein,  wenn 
(wie  ee  vorkommen  wird)  ein  einziges  Bild  P'  mit  einem  einzigen 
P"  zur  Teremignng  gelangt  —  Dieser  Sinn  der  Bezeiehnnng  #  soll 
in  der  weiteren  Darslellnng  dnrchans  festgehalten  werden. 


{  10. 

Um  jetzt  die  Annahme  ^isg»,— o  vollständig  zu 
discottren,  so  hat  man  ihr  gemäss  den  Punkt  P  (nebst  P^)  in 
der  ansgezcicfaneten  Lage  M\  es  handelt  sich  also  um  die  Abbildnugen 
M\  M"  eben  des  Punktes  M,  für  welche  die  nach  §  3.  1),  II)  zu 
bildenden  Winkelangaben  einfach  lauten 

L 

Winkel  AOM^'  -=  a 


Digitized  by  Google 


26 


p  • 

II. 

Winkel  oom^'—u 

*  » 

•  ■ 

Man  bemerkt^  <ia88  die  s  tc  Angabe  nater  I),  wie  nnter  II)  iiire 
Form  niclit  findert«  ob  nnA  m  luigerade  Ist  oder  gerade.  Man  mag 
anck  bemerken,  wie  sehr  liienach  bei  der  Annahme  —  qp^  «  die 
Untersnchnng  des  $  5.  nnd  die  LOsnng  der  in  dortiger  Anmerknng 
behandelten  Aufgabe  sich  vereinfacht  bfttto. 

Sowoi  aus  vorstehenden  Winkelangabeo  als  aus  dem  in  §  t>.  dar- 
gelegten entnimmt  man  die  Richtigkeit  der  sofort  zu  machenden,  mit 
bisheriger  Bezeichnungsweise  anszusprechenden  Angaben. 

Sofern  die  letzte  der  Linien  OL  ist,  so  erhält  man  als  zum 
ersten  Spiegel  gehörige  ßUüer  des  M  jedenfalls  die  n  Bilder  3/^', 
Mi  ...  Mn'  der  Reihe  nach  in  den  üalbirungslinien  der  Winkel 
AOj^^  L^(>l^  ...  Ln-iOLn  d.  h.  in  Mitten  der  n  ersten  Hilfsfächcr, 
die  zu  dem  ersten  8piegel  gehören.  Ein  weiteres  Bild  Mn+i'  findet 
sich  innerhalb  des  Winkels  LmOÜ  (im  Schlnssfach  des  ersten  Spie- 
gels) dann  und  nnr  dann,  wenn  dieser  Winkel  entweder  =  2a  oder 
doch  >>a  ;  denn  nur  in  jedem  dieser  zwei  Fälle  ist  Winkel  MnOMn-^i' 
in  der  Grösse  2a  und  so  zu  construircn ,  dass  Radius  ^J/n-f-i'  frei 
innerhalb  des  Winkels  LnOU  fällt,  somit  (vgl.  §  4.  and  ö.)  einen 
letzten  brauchbaren  Ort  far  ein  Bild  Mn^i  abgibt  —  Hieuach  is 
leicht  auch  zu  übersehen,  wie  die  zum  zweiten  Spiegel  gehörigen^ 
Bilder  M"  in  den  bezüglichen  Uüfsfächem  dieses  Spiegels  sich  er- 
geben. £s  sind  ihrer  ebenso  viele  wie  der  Bilder  M\  und  je  zwei 
gleichbezifferte  Bilder  Mx'  ^Mx'  liegen  symmetrisch  zu  der  Geraden 
MOW^  wonach  aach  die  zwei  fiogenw^  tt-A^',  QJU^"  einander  gleich 
gefunden  werden. 

Wiil  man  noch  Genaueres  über  die  Bilder  M\  M"  ermitteln, 
so  sind  bezüglich  des  Qnotienten  180:2«  die  vier  in  §  8.  hervor- 
gehobenen Fälle  zu  unterscheiden  Diese  Unterscheidung  durch- 
führend, kann  man  für  jeden  Fall  /.unächst  gemäss  den  Sätzen  II) 
und  Ilaj  des  §  6.  die  gemeinschaftliche  Ordnungszahl  u  der  beiden 
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Grooibilder  Mm\  Mn"  angeben  —  bestimmt  mit  Rttcksicht  auf  den 
Quotienten  180; 2«  and  den  etwa  mittpielenden  Divieionsreet  Zu- 
gleich bietet  stieb  dar  der  absolute  Wert  Jedes  der  gegenläufigen  nnd 
gleicfagroBsen  Bogenwege  %Mu\  OJ/«",  und  hienacb  ist  nicht  bloss 
die  genaue  Lage  jedes  der  zwei  Grensbilder  bekannt,  sondern  auch 
die  Lage  des  jedenfalls  in  SK  halbirten  Bogenweges  Mu\  Mn"  zu 

finden.   Denn  jenaohdem  %Mh  4-  ^Mm"  ^  2«  sich  dArbietet,  ist 

absolute  Bogenlänge  M^Mn'^  ±  12«— 
anzugeben,  während  die  etwa  sutreffsude  Gleichung 

offenbar  auf  MnMm"^  0  fährt  und  die  Vereinigung  der  zwei  Bilder 
Mn\  Mu"  iu  anzeigt 

An  die  gedachten  Angaben  ist  auch  die  vollkommene  Anschauung 
der  gegenseitigen  Lage  der  zwei  Bilderreihca  (M')  nnd  (M")  zu 
knäpfea ,  endUch  die  Zahl  s  entweder  ->  2u  oder  »  2u  —  1  anzu- 
geben und  in  {»assendster  Form  (vgl.  §  8.  Anmerkung)  zu  entwickein. 

Geht  mau  iiuu  die  ciiizelueu  Fälle  iu  Kürze  durch,  so  zeigt  bich 
Folge  üiies. 

Erster  Fall:  180  —  (i»+l)2a,  oder  860:2«  -  :in+2. 
Man  erhält 

tt.n+1  —  180:2« 

Die  Grcnzbildcr  A/,/,  ^fu"  sind  in  ^Di  vereinigt  Die  zwei  IJildcr- 
reihen  stosscn  in  zusammeu,  während  sie  im  übrigen  getrennt 
liegen.  Somit  ans  \ 

2m  —  2tt4-2  —  360:2« 

folgt 

9  ^2u-i  ~  (a6Ü:2o)-l. 

Die  bieher  gehörigen  Werte  von  2«*  sind  alle  zu  entnehmen  aus 
dor  Reihe 

W\   W-,  36«;   30»5   25,  7  ...  ^  ... 

deren  allgemeineB  Glied  ist 

ISO^»      ^  360*» 

-qj^   oder  2-j_2         «  —  1,  2,  3,  4... 
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Zweiter  Fall;   180  —  «.2a +(a c«),   oder   d60  :  2« 

(2n  +  i)  +  e. 

Mao  erhilt 

MhMu"=^  2{a  —  ea). 

Mu  liegt  zwischea  81  uad  SR,  i/«"  zwischen  ^  und  ÜR. 

Jede  der  zwei  Hildcrreihcn  greift  über  iüi  liioaus.  KciüüildA£' 
ist  mit  eiuem  M"  vereiuigt  Also 


Dritter  Fall;  180  —  n.2a+o,  oder  36ü;2o  =  2«+l. 
Man  erhalt 

riso] 

«if«'  =  ©  Jf«"  =  2« 

Mu'  Mu"  =  2«. 

Mu'  liegt  in  IP,  M„"  iu  VI.  Jede  der  zwei  Bilderreihen  h«rt  vor  Er- 
reicbuDg  des  Pnnlctes  iH  anf.  Kein  Bild  Ä€*  mit  einem  Äf  ver- 
einigt. 

«  *  2«     2ii  -  (360:2«)—  1. 

Die  hicber  gehi^ngen  Werte  von  2a'^  sind  alle  zn  entnehmen  aas 
der  Reihe 

deren  aUgemeineB  GUed  ist 

360» 

»»t  «  =  1,   2,  3  ... 

Vierter  Fall;  180  =  »  .  2«  +  («  —  ea)  oder  360:2a—. 
2«-f  (1  — c). 

Man  erhält 

risoi 

«lJMW'.-IE)lf»"-2a— M 
J/«'Jlf«"-2(«-.«a). 

Mn'  liegt  zwischen  10  nnd  SR,  Hdu"  zwischen  V  nnd  Vt,   Jede  der 
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zwei  Bilderreiben  hört  vor  Erreicbang  &m  Punktes  W  aaf.  Kein 
Büd  M'  mit  einem  M"  vefeinigt. 


360 
i2«J 


Angesichts  obiger  Angaben  mag  nor  Folgendes  noch  besonders 
bervoigehoben  werden. 

I)  „In  jedem  Fall  werden  dio  Greuzbildor  Mu\  3/„"  beide  im 
„todten  Raum  j^efunden.  Diu  Grtii/Jinteu  '>'ll,  O^ü  desselben  er- 
„reicben  sie  dann  und  nur  dann,  wenn  18<):2af  den  Rest  «  I&sst, 
..d.  b.  .Hrj4»:2ft  eine  ganze  ungerade  Zahl  ist:  biebei  je  das  zu  dem 
,,eineTi  Spiegel  gehörige  Grenzbild  in  der  Kbeuo  des  andern  Spiegels  . 
,^iu  seiner  Spurliuio)  orscbciueud^. 

II)  Die  Vereinigung  zweier  Bilder  M'^  M"  kommt  dann  und 
,,nnr  dann  sn  Stande,  wenn  180:2«  eine  ganze  Zahl«  d.  h.  860:2« 
„eine  gerade  Zabl  ist;  da  sind  die  Grenzbilder  Af«',  Jf«"  in  ^k  ver- 
„oinigt.  JÜe  grflsste  Oeffnnng  des  Winkelspicgcls,  durch  die  solche 
^Tereinignng  herbeigefifthrt  wird,  Ist  die  von  90^. 

Anmerkung.  Die  zu  den  Fällen  1  und  3  erhaltenen  Reihen 
der  Werte  von  2«  sind  zn  verbinden  zu  der  Reihe 

lao*»;  90»;  72^  60";  öl,  42«        40«;..  2,_^i  2^-^-2-' 

Um  an  sie  die  den  FiUen  2,  4  entsprechenden  Werte  znkottpfen, 
hatte  man  vor  ihren  Anfang  alle  zwischen  180«  und  120*  li^n-> 
den  Werte  zu  stellen,  sodann  aber  zwischen  je  zwei  weiteren  nächst- 
benachbarten  GKcdm  alle  mO^iehen  Zwischenwerte  einzuschalten. 


„Jif/t  wo  II  (11  wir  der  Aufgabe  uäher  treten,  die  Sätze  II)  und 
.,11  a)  des  §  G.  in  lern  Sinno  zu  verbinden,  dass  vollkommene  Klar- 
,,hrit  über  alle  diejenigen  t  illin  verl>reitet  werde,  wo  die  Winkel  gp, 
„und  (jPj  ungleich  sind";  hiebei  die  feste  Bestimmung  treffend,  dass 
der  kleinere  von  beiden  der  mit  (pi  bezeicimete  (POA)  sei. 

FOr  die  Ansflkhmng  gedachter  Verbindung  ist  es  nun  wesentlicb, 
nicht  nur  die  in  S  6.  betonte  Unterscheidung  der  geraden  und  der 
ungeraden  »  hat  zu  halten,  sondern  auch  Ar  den  Rest  n,  wo  er 
vorkommt,  die  drei  Möglichkeiten  »  —  «-(-««,  «,  a-^ta 
in  derselbtti  Welse  sn  herfldrsichtigen ,  wie  sdion  im  §  8.,  dann  in 
$  la  mit  grOaatem  Nutzen  geschehen  ist  —  Ist  nämlich  mi^tt-^-ea, 


30  Mach:  JJer  Wi»ktUpie*feL 

80  weisen  die  Sätze  II)  des  §  6.  darauf  bia,  dass  luaa  für  g»tO-o) 
unterscheide,  ob  entweder  oder  ^t^a-f-M,  woran 

die  entsprochendea  Angaben  für       (gemäss  der  Gleicbang  9>i4-Vt 
2«)  sich  küüpfeo. 

Ist  aber  o—  «^«cr,  so  ?erlangen  Jene  Satze  vielmehr,  dasa  bei 
nnterscbieden  werde,  ob  entweder  ^,  oder 

<fi^a  —  eu\  woran  die  eutsprcclicuden  Angaben  ftber     zu  knüpfen 

sind.  Wird  Solches  beachtet,  so  Uberzengt  nian  sich,  dais  es  swdtf 
charakteristisch  verschiedene  Falle  sind,  die  wir  noch  ra  erörtern 
.haben;  nnd  dieselben  sind  gemäss  dem  Gesagten  mit  ihren  Cbarak- 
terisirungen  anfznftihren  wie  folgt: 

1)  180     {u-\- 1 )  L'or,  n  ungerade 

2)  180  -  (n+l)2a,  »  gerade 

3)  180  —  «.2«+ («+««),  II  nngorade,  ^  <  h+m 

4)  180  =  ti,2o-f-(o+^)i  «  nngerade,  tp^^u-^-ttt 

5)  180  =»«.2«-|-{a  +  «a),  n  gerade,  <p,  <  ir-f-«a 

6)  180  =  «.2«+(a-|-ea),  n  gerade,  9)9  ^ 

7)  180  »  n.2a+«r,  n  nngerade 

8)  180  -=»  «.2fr^a,  n  gerade 

9)  180  —  ».2a-|>(a>*«a),  %  ungerade,  ^  ^  a—«» 

10)  180  =  n  •  2«  +  (a  —  ea),  n  ungerade,  «  —  #» 

11)  180  —  «.2a+(«-' ««),  «  gerade,  9,     «— «« 

12)  180  —  n.  2«+ (a  —  Mt),  «  gerade,  ^  <  flr^M^ 

Für  jCiicn  dieser  L'allo  ist  die  liestimmuiig  der  Zahlcu  u  uud  r 
aus  den  cnlsprechendeii  Augabeii  der  Sätze  11)  uud  IIa)  des  §  6. 
sofort  zu  cntnehmeui  so  auck  die  der  absoluten  Werte  der  (gegen- 
lüutigeu)  Bogeiiwege  Wi«'  '^Pe".  —  Der  für  "^iPu  sich  darbietende 
Wert  wird  für  den  Punkt  Pt,'  sogleich  die  Entscheidung  darüber 
geben,  ob  derselbe  frei  iuuerhalb  des  todtcn  Raumes  (W.  ViOÖ), 
oder  auf  der  Grenze  (0'.ö)  desselben,  oder  frei  ausserhalb  liege,  da 

< 

diesen  drei  Lagen  beziehungsweiso  die  Angaben  %Pm'  2a  entspre- 
chen; and  ebenso  dient  die  Wertangabe  von  IQP«'  mit  Heng  anf  den 
Pnnkt  P/'.  —  Ans  den  Werten  beider  Bogenw^ge  mnss  dann  immer 
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sowol  die  IJlnge  des  ßügens  Ph'I\".  als  <iie  (wie  sich  «eigoti  \urä/ 
80  »ehr  bemerkenswerte  lAge  seni-  s  Ualbirangspnuktes  zu  iTuntWlu 
si'in.  Letztere  Aufgabe  hat  natürlich  keine  so  ein  t  u  he  Lflsunt;,  wie 
sie  im  ^  10.  unter  den  dortigeu  einfacheren  l  instiiiidLii  sich  hirt  ot; 
erstcre  kann  immerhin  nach  der  dortigen  Methode  auch  behandelt 
werden.  —  Für  gegenwärtigen  s  mag  als  allgemeine  Methode  der 
Aaflösuog  beider  Aufgaben  zumal  emptuhlen  werden  die  fol- 
gende. Man  benutzt  die  absoluteu  Werte  der  gegenläufigen  Bogeu- 
wege  SaPu',  ©/*r",  um  aus  ihm  n  für  die  beiden  Funkte  Pn\  I\"  so- 
wol die  absolute  Differeuz  als  diu  Suiniiie  von  zwei  gleichläufigen 
liügenwe^en  herzuleiten,  durch  welche  sie  von  einem  und  demselben 
der  i'uDkte  ^,  ö  aus  erreicht  \\rnl(  :i.  Jeiip  Differenz  ist  eben  d\v 
Bodenlange  Pu'P"  selbst;  die  gedachte  >uiume  oder  viehn''hr  ihr«' 
Hälfte  lässt  sofort  die  Lage  des  fraglichen  lialbirungspunkti  s  cik(  u- 
neu.  —  L'ebri^ens  ^'estatteu  verschiedene  der  jetzt  zu  behancicludt-n 
zwölf  FÄlle,  je  nach  ihrer  Eigentümlichkeit  eine  einfachere  Erledi- 
«iung  der  gedftditen  Auf({abeii|  wie  mau  sich  sogleich  Qberzeugeu 
wird. 

Erster  Fall:  180  —  (n  +  l}2cr,  oder  360:2«  2n-f  2,  mit 
migmder  n. 

Man  findet 

ti  =  n-fl  =  180:2o,    «P«'  =  gj,  «^^J 

d.  b.  Pmn  iV"  Tereinigt  in  % 

11-f.t?  .  2n-f  2 

— 1  ^  (3öü:2o)— 1. 

Alle  bieher  gebfirigen  Werte  ?on  2«  sind  m  eatnohmen  ans  der 
Reihe 

W\  45«;  aO»;  22,  6»  ... 
deren  allgemeines  Glied  ist  iti^'i{x-^l)  mit  «  «  1,  3,  6  . . , 

Zweiter  Fall:  180     (ii+DS«,  oder  960:2«  sr;  2n+2« 
gerader  «. 

Man  findet 

d.  b.  Pu\  if*  vereinigt  in 

#  s       V  ^  1  ~  (36i|:2«) 1. 
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32  Afaek:  Der  WiMsfne^a,' 

Alle  hieher  gehöiigeo  Werte  von  2«k<^  zu  entnehmen  ant  der 
600;  300.   25,  71"         W  ... 
deren  aUgemeines  Glied  ist  mit  «  =  2,  4,  6  ... 

D  r  1 1 1 0  r  F  a  1 1 :  180  -  « .  2«+(«+«i),  oder  360: 2«» 
mit  ungerader  n; 

Man  findet 

d.  Ii.  Fn\  P/'j  beide  frei  innerhalb  des  todlen  lUnmee. 

Mit  Hilfe  von 

Icommt  auch 

=  2(p,  =  26$ 

»P«'— öiV'-2«  — 2m; 

d.  h.  Bogen  i«7V'  halbirt  in  45,  seine  Lauge  =2(a— 

Aus  mv>'^i\"  sieht  man,  dass  Jede  der  r^nrei  Bilderreihen 
aber  H$  hinaasgreift  in  die  andere  hinein.  Kein  Bild  P'  mit  emem 
F"  Toreinigt 


►+t,-2«+2-fg]  +  L 


Vierter  Fall:  180 -=-».2o+ («+««), oder  360:2« -2ii+l+«, 
mit  ungerader  n; 

Mau  liuiiel 

«•-«  =  [^],  ai'«'««+e«+qp^>2« 
t»  ^  n+l,  «)^r"  =  fit  +  «a  —  9i  <  2«; 

d.  h.  P«'  frei  annerhalb  des  todton  Banmes;  Pw"  frei  innerhalb. 
Mit  Hilfe  von 

«P/  -  2«— ©Pt"  -      4W  +  g>, 

kommt  auch 

«P«'+«P;'«»4a-2ttO 
«P/  -  «P,"=:  2« + 2e«  -  2<p, ; 


d.  h.  Bogen  iVFw"  halbirt  in  fb^  seine  iiüuge     2(a eo  —  9>i). 


Digitized  by  Google 


Mach:  Dtr  WinkeUpieijel. 


33 


Jede  der  zwei  Bildorreihen  hört  vor  Erreichung  des  Punktes  © 
auf.   Kein  Bild  r'  mit  einem  r"  vereinigt. 


«+»  =  2«  +  l  =  [g 


Fünfter  Fall:  180  =  M.2a  +  (a-f<ra),  oder  360:2o 2m+14-c 
mit  gerader  n; 

Mau  findet 

180 

-f-1,  «  +  <?a-<;p,  <2a 


V  —  «  +  1  ©iV=  a  +  M  — g)^  <  2« 

d.  h.  Pm',  iV,  beide  frei  innerhalb  des  todtcn  Raumes. 

Mit  Hilfe  von 

ZJV  «=  2a -©n"  —  a— «rt+g)2 

kommt  auch 

an"4-<lA'  =  29),  =  2«<ßo 
aP,"  — Vli»,/  =  2a  — 2co; 

d.  h.  Bogen  Pj P"  halbirt  in  ^^oi  seine  Länge      2{a  —  en). 

Aus  «Pm'  folgt:  jede  der  2  Bilderreihen  greift  über 

hinaus.    Kein  Bild  P'  mit  einem  P"  vereinigt. 

360- 


u+.»2«  +  2  =  [^;^]  +  l. 


Sechster  Fall:  l80  =  n.2ö  +  («+«o),  oder  360:2a==(2n+l)+«, 
n  gerade-, 

qpj^a-|-ca,    <Pi  <^  o  —  CO. 

Man  findet 

C1  QQ-| 
2^J+1,    VlP«'  =  a+ra-9,  <2a 

V  =.  «,  U.^iV'=  a+co  +  y,  >  2«; 

d.  h.  Ph  frei  innerhalb  des  todten  Raumes;       frei  ausserhalb. 

Mit  Hilfe  von 

©P„'  =  2o  — o  — 

kommt  auch 

©Pr"+  ©A'  =  4a  =  2»M 

© —  ©P„'  =  2a  +  2eo  -  2g)i ; 

d-  h.  Bogen  Pj Pt"  halbirt  in  W,  seine  Länge  =  2(«4~^«  — 

Jede  der  2  Bilderreihen  hört  vor  Erreichung  des  Punktes  \21  auf. 
Kein  Bild  P'  mit  einem  P"  vereinigt. 

▲rch.  flet  MaUi.  a.  Fhj«.  2.  R«ihe,  Teil  II. 


\ 
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•360- 


Siebenter  Fall:  180  «  fi.2a+a,  oder  360:2«  —  2n-j-l,  • 
ungerade. 

Man  findet 

r  =  /1 4- 1,  «P/'=  «— <pi  <  2«, 

d.  b.  Fm'  frei  aasserhalb  des  todten  Baumes  ^  Pn"  frei  innerbalb. 
Mit  Hilfe  Ton 

kommt  aach 

I1P/+  «P/  -  4ii  s  2.  W 
«P«'  — «P."  —  2a— 2(Pi, 

d.  b.  Bogen  P«'P»"  balbirt  in  9),  seine  IJInge  ->  2(ft'-'9»J. 

Jede  der  2  ßildcrreibeu  hört  vor  Erreicbaag  des  Pnuktcs  0  aat 
Kein  Bild  P'  mit  einem  P"  vereinigt 

s  —  tt+v  —  2u4.1  ^  860:2«. 

Alle  hieber  gehörigen  Werte  Ton  2«  za  entnehmen  ans  der  Reibe 

51,  42»        32,  72»        249  ... 
deren  allgemeines  Glied  ist 

2a;+i   mit  a?  -  1,   3,   ö  ... 

Aclitor  Fall;  IbO  2«+«,  oder  360;2a  =  2n+l,  n  gerade 
Man  findet 


> 


©p;'«=  a+v,  >  2«, 


d.  h.  P«'  frei  innerhalb  dee  todten  Ranmns;  P«"  frei  aasserhalb. 

MU  Hilfe  von 

»Pf' -  2ft  —  «TP»' -  a  +  9, 

kommt  auch 

©P/+»P»'-4«-2TO 
©P,"— »P«'  =  2«— 29j; 
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<L  b.  Bogen  Pn'Fv'  halbirt  in  ft;  seine  L&nge  =  2(«— 9)^). 

Jede  der  Hilderreihün  hört  vor  Erreichung  des  Punktes  ^  auf. 
Kein  Bild  1"  mit  einem  J'"  vereinigt. 

Alle  bieher  gehörigen  Werte  von  2«^  zn  entnebmen  ras  der  Reibe 
72^:   4U^i   27,  21,  17«  ... 

deren  nllgemeiaes  Glied  ist 

360« 


2x+l 


mit  « =  2,  4,  6  ... 


Neunter  Fall:  180  n. 2a4-(a— oder  360:2«  -« 
ungerade; 

Wm  findet 

»  —  «,  ©P/—  «— wf  +  vi  <  2«, 

d.  b.  Pw'^  M  innerbalb  des  todttn  Bnnmes,  PJ  entweder  frei  inner- 
btlb  oder  na  Grenze  08. 

Mit  Hilfe  Ton 

HP,"-  2«— IBP,"-. 

bonint  aaeb 

«P«'+IIP/'-29»i«2«?o 
«P«'— HP."—  2o— 2e«; 

d.  b.  Bogen  Fn'F,"  balbirf  in       seine  Linge  =  2(«— ««). 

Aus  Ä/',,' >  VliV  folgt;  jede  der  zwei  Bilderreihen  iiört  vor  Er- 
reichung von      auf.   K.eiu  üild  P'  mit  P"  vereinigt 


Zehnter  Fall:  180=».2a4-(a— ca),  oder  360:2«— 2«-l-(l—«), 
«  ODgerade*, 

Man  findet 

«  -  »  -  C^]'  «-Ä«+ V*  >  2« 

i,  =  n  +  l,  ©P."— «  — ea  — g),  <  2o, 

d.  b.  P«'  frei  ansserbfllb  des  fodten  Banmes;  P/'  frei  innerbalb. 

3» 


34  Äfaek:  Ver  Wink^UpiegeL 

'  =  «+'•  ■=  2"+!  -  ]• 

Siebenter  Fall:  IbO  n,2a+a,  oder  360:2a  «  2n-f  1,  n 
uugcrado. 

Man  findet 

i;  =  H+1,  10^/=  a—(pi  <  2a, 

d.  h.  Pm'  frei  aosserhaib  des  todten  Raumes;  P/'  frei  innerhalb. 

Mit  iülfe  von 

kommt  aach 

d.  h.  Bogen  P.'P/'  halbirt  in  8,  seine  Läuge     2(a— ^i). 

Jede  der  2  Bildcrrcihen  hört  vor  Erreichong  des  Punktes  1b  anf. 
Kein  Bild  P'  mit  einem  P"  vereinigt 

«     M+v     2u4-l  =  360;2a. 

Alle  hieher  gehörigen  Werte  vou  2a  zu  enliichmen  aus  der  Reihe 
1200;  ,.,;  32,  72«        240  ... 

deren  allgemeines  Glied  ist 

3ßOo 

^qpj  mit  » —  1,  3,  5  ... 

Achter  Fall:  180  —  2a-|-«,  oder  360:2a  ->  2»+l,  n  gerade 
Man  findet 

I»  —  «,  ©P/'  —  «+ Vt  >  2«, 

d.  h.  P«'  frei  innerhalb  des  todten  Kaamns;  P»"  frei  ausserhalb. 
Mit  HOfe  TOB 

»P«'=  2ft  — «P«'  -  «  + 

kommt  auch 

©P."+^P«'-4«-  2©a 
©i'," — ©P«'  =  2«    2yi ; 
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d.  h.  Bogen  PnP"  halbirt  in  «;  seine  Länge  =  2(a~<p^). 

Jede  der  Bilderreihen  hört  vor  Erroichnng  des  PanktcB  VI  auf. 
Kein  Bild  r'  mit  einem  P"  vereinigt. 

Alle  hieher  gehörigen  Werte  von  2a^  za  entnehmen  aus  der  Roiho 

72«;   40«;    27,  6«  . . . ;    21,  170  ... 

deren  allgemeines  Glied  ist 

3W 


2«+l 


mit   X  =  2,   4,   6  . . . 


Neunter  Fall:  180  —  n .  2a +    —        oder  360:2a 
2n-|-(l— «)i  »»  ungerade; 

9i  >  «  — «o,    (Pi  ^  «  +  ««. 

Man  findet 

u  =  n«=.[^^J,    VTm' =  «  — ca+gjj  2« 
=  n,  ©A"—  a  — «o  +  gj,  <  2«, 

d.  h.  iV  frei  innerhalb  des  todttn  Raumes,  PJ  entweder  frei  inner- 
halb oder  an  Grenze  0^^, 

Mit  Hilfe  von 

an"  =  2a  ~  iöA"     o +«0  — 

kommt  auch 

«P«'— öiV-  2o  — 2caj 

d.  h.  Bogen  Pu  Pv"  halbirf  in        seine  Länge  «=  2(a-- ca). 

Aus  ÄP,/  >  WPb"  folgt;  jede  der  zwei  Bilderreihen  hört  vor  Er- 
reichung von  ^i^o  au^-   Kein  Bild  P'  mit  P"  vereinigt. 


,c=u+t,-2n  =  L2^  J. 


Zehntor  Fall:  180=n.2a4-(a— co),  oder  360: 2a=2n4-(l— e), 
n  ungerade; 

Man  findet 

tt  n  =•  1^^]?  ^i't.'—  «  — ca  +  qpj  >  2« 
»  =  n4-l,  ©P;'— o  — ea  — 9>i  <  2o, 

d.  h.  P«'  frei  ausserhülb  des  todten  Raumes;  P."  frei  innerhalb. 
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Mit  Hilfe  tob 
kommt  aocii 

«iV'  -  «i  =  2«  -  2«»-29, ; 
d.  b.  BogOD  P/P,"  lialbirt  in       seine  Länge  -  2ia-ea-q>^), 

Jede  der  swei  Bilderrelliefi  hOrt  Tor  Emicbiing  des  Punktes  ^ 
aof.  Kein  Bild  P'  mit  dnem  ver^gt 

-360 


KU  tor  Fall:  180 =«.2« +(«—•«),  oder  360:2a-Äi+(l~«)^ 

n  gerade; 

Vi^«— 9»8  ^  «+««. 

Man  ÜDiiet 

d.  h.  rj  frei  innerhalb  des  tüdtea  liaumos.  P,"  frei  innerhalb  oder 
an  der  Grenze  on. 

Mit  Hilfe  von 

©i«'  =  2a  —  «P»'  =  ö-j-  ««  — 

kommt  auch 

©Pf"— ÖP«'      2a  -2ea, 

d.  h.  Bogen  FuF,"  halbirt  in       seiue  L&ngo  »=-  2(o  — ea). 

Ans  ©P/'V©Pr'  folgt:  jede  der  zwei  Bilderreihen  hurt  vor 
Srreielinng  des  Pnnktes  auf.  Kein  Bild  i"  mit  einem  F"  ver- 
einigt. 

Zwölfter  Fall:  180  —  «.2ff+(tt— ecr),  oder  360:2«» 
2fi+(l— «),  11  gerade; 

Man  findet 
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[I80~1 

»  —  «,  ©i*«"—  « — «a  +  ejPg  >  2o; 

d.  Ii.  Pm  £rei  iBnerhalb,  P/'  frei  aosterhalb  des  todten  Raameg. 

Mit  üilfe  voQ 

komint  ftQich 

«P,"  —  «P,'  —  2a — 2mi  — 2^p,; 

d.  h.  Bogen  P«'Pf"  balbirt  in  Ä;  seine  Länge     2(a— «a  — <p,). 

Jede  der  zwei  Bildorreihen  h6rt  vor  Eirttöluuig  des  auf.  Kein 
Bild  P'  mit  einem  P"  vereinigt 

.-«+.-  2»+,l  -  [^]  +  1. 

Anmorkang  Die  zu  den  Fällnc  1,  2,  7,  8  gegebenen  Roüicn 
der  Wortp  van  2a"  sind  zu  einer  einzigen  zu  verbiudcu.  AUo  übrigen 
Werte,  welcbo  den  übrigen  acht  Fällen  entsprechen,  wird  man  leicht 
gemäss  den  Charaktchsiraogen  dieser  Fälle  bestimmen,  und  man 
kann  sie  an  die  vorhin  gedachte  Reihe  teils  durch  VonuisteUiuig 
teüe  durch  Kinscbaltuig  aoknapfen. 

f  12. 

Die  Uiiteniicbiiiig  im  vorigen  {  ist  zwar  unter  der  bestimmten 
yoraossetniDg  dorefagefthrt  worden,  dass  von  den  Winkeln  9it  9% 
der  erstgenannte  der  Ueiaere  sd.  Indes  ist  ana  jener  ieieht  zn  er- 
kennen die  Biditi^DSit  der  alsbald  anszosprechenden  allgemeinen 

Satze,  welche  für  f i  y  vs  gemeint  sind. 

Bei  diesen  i«t  nnr  immer  .^trt  ng  f*  st7nhalteij :  <  die  grosst©  ganze 
Zahl  üut*  rhalb  des  QüGtienteiiwerte?  lwj:2a  (der  selbst  Sl  «ein 
muBfi))  2»  die  gr^  s^-te  gerade  Zahi  unteriialb  de«  Onotieutenv.*  rt<  « 
360:2»  (der  selbst  >  2  sein  moss).  Und  im  übrigen  sind  die  biiher 
gehranchiea  Besekhnaagen  in  dem  faishengen  fiinae  festzabalten. 

Die  besflgUckea  ■Hgfsm<afiiiniriifl  (ftr     ^  fs)  lauten: 

T)  .,Was  die  Ordnungizahlea  der  Grenzbllder  / «  .  /\ '  betrifft, 
„so  ist  entweder  jede  gleich  h-\-'[  ,  oder  jede  gleich     oder  die  eine 


38 


1)  Bio  Angabe  gSlt  sowol  in  jedom  der  FSlle» 

wo  180:2a  eine  gaoxeZabl  ist,  als  in  Jedem  solchen,  wo  die  Bifision 
180:2a  einen  Best  (v+eu)  Itot,  der  sogar  den  grosseren  der  KTinltel 
^,  9>s  übertrifft  (§  11.*,  1,  2,  3,  5). 

2}  Die  Angabe  «  =  «  «  n  gilt  in  Jedem  deijenigen  FiUe,  wo 
die  DiTision  180:2a  einen  Best  (u—m)  Iftsst,  welcber  höchstens  den 
kleineren  der  Winkel  9^,  9^  errdcbt  (§  11,;  9,  11). 

8)  Die  Angabe  ti  ^  v  (mit  u+v  —  ^+1)  gilt  in  jedem  der 

übrigen  Fälle,  wo  üämlich  die  Division  180:2a  einen  Rest  läsf^t, 
welcher  eich  brtindct  auf  dem  Wege  von  dem  grösserem  (mit  eia- 
begnffenen)  der  beiden  Winkel  7  bis  vor  den  kleineren. 

Immer  aber,  wenn  die  Ordnungszahlen  der  Grenzbilder  nngleich 
sind,  ist  die  klmnere  an  den  bei  F  n&heren,  oder  an  den  von  P  ent* 
femteren  Spiegel  geknüpft,  jenachdem  11  nngerade  oder  gerade  ist 

n)  n^as  die  Lage  der  Grenabilder  P«',  gegen  den  todten 
„Ranm  betrifft,  so  bestehen  folgende  Angaben.** 

1)  Igt  M  =  V  n+l',  80  liegt  jedes  der  zwei  Grenzbilder  frei 
innerhalb  des  todten  Kaomes.  (§  11.;  1,  2,  3,  ö|. 

2)  Ist  «  9  —  *»,  nnd  zwar  dadurch  herbeigeführt,  dass  der 
kleinere  der  beiden  Winkel  ^  grösser  ist  als  der  zn  180:2a  gehörige 
Divisionsrest,  so  liegt  ebenfalls  jedes  der  zwei  Grcnzbilder  frei  inner- 
halb des  todten  Raomes.  (§  11.;  9,  12). 

3)  Ist  «  —  9  n,  aber  dadurch  herbeigeführt,  dass  der  kleinere 
der  beiden  Winket  ^  gleich  oben  gedachtem  Divisionsreste  ist,  so 
liegt  das  eine  der  Grenzbilder  frei  innerhalb  des  todten  Banmes,  daa 
andere  in  einer  der  Linien  AOV,  BOH,  und  zwar  in  der  bei  P  nfthe- 
ren,  oder  in  der  von  P  entfernteren,  jenachdem  n  gerade  oder  nn- 
gerade. 

4)  Ist  «  ^  «,  so  ist  immer  das  eine  Grenzbild  frei  innerhalb 

des  todton  RanmcB,  das  andere  frei  ausserhalb;  und  letzterem  ist 
immer  dasjenige  mit  der  kleineren  Orduaugszahl. 

III)  ,,Das  Bogcnstück  Pt/P"  bat  zum  Llalbirongsponkt  immer 
„einen  der  vier  Punkte     ,  'l^y,      lö ;  hicbci  die  Vorstellung  des 

„Halbirtseins  auch  dann  festzuhalten,  wenn  die  Punkte  P«',  Pr"  ver- 
„einigt  liegen;  „welches  letztere  dann  und  nur  dann  (§  11.,  1,  2) 
„zutrifft,  wenn  die  Division  180: 2o  aufgeht.    Genauer  lät  zu  üagcn^* 
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1)    In  jedem  der  Fillic  u  =  v  ist  es  einer  der  l'unkte  %  ^^oi 
welcher  die  gedachte  Rolle  spielt.    Und  zwar,  wenn  w     r  —  u-fl, 
80  ßlUt  diese  Rolle  d  m      oder  dem  %  zu,  jeuaclidcm  «  ungerade 
oder  gerade  ist;  weuu  aber  w     r     /i,  so  füllt  sie  dem  ^  oder 
za,  jenachdem  n  gerade  oder  ungerade.   (§  11.;  1,  2,  3,  5,  9,  11). 

3)  In  jedem  der  Fftlto  u  ^  v  Ist  es  einer  der  Ponkte  tl,  18, 

welcher  den  Bogen  P.,' P,"  halbirt.  Und  zwar  spielt  W  oder  ib  die 
gedachte  Rolle,  jenacbdcm  u  oder  i?  die  grössere  der  zwei  Zahlen  ist 

IV)  „Was  die  gegenseiügo  Lage  der  Bilderreihen  (P'),  (F") 
««betrifft,  80  ergeben  sich  die  Behaoptmigett:'* 

1)  Die  zwei  Keihen  stosscn  in  einem  der  Punkte  $o  za- 
eammen,  wenn  u  —  v^n+l  stattfindet  rait  l.'^ü:2a  -=  n4-l ;  und 
xwar  erfolgt  das  ZusammeastosBen  in  $  oder  in  jenachdem  n 
wigenide  oder  gerade  ist 

2)  Die  zwei  Reiben  greifen  in  einander  ein,  wenn  n--r=^?i-f-l 
stattfindet,  ohne  daas  180:2«  «=  n-j-l;  und  zwar  greifen  beide  gleich 
weil  über  ^  oder  über  ^4^0  hinaas,  jooachdom  n  ungerade  oder  ge- 
rade. 

3)  Beide  Reiben  hören  von  einem  und  demselben  der  Ponkte 
9,  Th%  ^li^T  gleichem  Abstand  von  ihm  anf,  wenn  u^v^  n\  und 
zwar  spielt  9  <ider  ^ßg  die  bezfigliche  Bolle,  jenachdem  n  gerade  oder 
ungerade. 

4)  Beide  Rcüh  n  hören  vor  einem  und  demfielbcii  der  Punkte  il, 
nnter  gleichem  Abstand  von  ihm  auf,  wenn  u  und  v  uui;leich  sind ; 

und  zwar  spielt  fi  oder  die  bezügliche  HoUc,  jouachdum  u  oder  v 
die  grösse  Zahl  ist 

V)  „Was  die  Bogenlänge  P„'P."  betrifft,  so  ist  sie  von  den 
„Grössen  (p„  ip^  ganz  unabhängig  in  all*  n  deujcnig«'n  Fällen,  wo  einer 
„der  Punkte  ^.  es  ist,  der  den  Bogen  P<(  P n  '  halbirt.''  In  jedem 
derartigen  Falle  ist  P,,' P"  entweder  0  oder  —  2{n  —  ea)\  der 
Wert  Noll  nur  vorkommeud,  wenn  180; 2o  eine  ganze  Zahl. 

„Dagegen  ist  die  BogenUnge  PuPb*  tob  (pi  oder  gp^  abhängig 
^  aQen  denjenigen  Fftllen',  wo  einer  der  Punkte  t,  0  es  ist,  der 
,^11  Bogen  Pm'Pz*  halbirt**  In  jedem  solchen  Falle  ist  PuP"  eotp 
weder  —  «— oder  ^,  oder  —  a — «1—9;  unter  9 

doB  Ueimeren  der  ber  beiden  Winkel  92,  g>a  verstanden. 

Dass  durch  den  Uebergang  von  einem  der  zwölf  Filll(»  des  §  U. 
eine  ichroffe  Aendenmg  der  firscheinnngen  bewirkt  werde,  ist  ans 
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jenem  §  nnniittfilbftr  zo  enefaen,  and  es  bedarf  dan  kdner  weiteron 
AusfabroDg.  Dareh  vorstehende  Angaben  ist  man  aber  darauf  hin- 
gewiesen, gewisse  Aondemngen  und  mit  ihnen  verbundene  Behar- 
rnngen  hervorzuheben,  welche  innerhalb  jedes  eiaselnen  jener  zwölf 
Fälle  sich  zeigen,  während  doch  die  Bedingungen  seines  Zutreffe u 3 
streng  festgehalten  werden.  Oemäss  vorigen  Angaben  HI)  ...  Y;  ist 
zu  behaupten: 

VI)  „Wenn  bei  gegebener  Oeffiiung  des  Winkelspiegels  und  ge- 

! gleiche  ) 
ungleiche  1  ^'«^i^i'Qgmliieii 

,,fl&r  die  zwei  Grenzbilder  vorhanden  sind,  so  ist  innerhalb  eines 
,,zwi8chcn  (immer  nach  §  11.  zu  bestimmenden)  Spielraums  derPunl^t 
80  zu  bewegen,  dass  zwar  die  Grenzbilder  ihre  Lage  ändern,  und 

^  do.  sie  vertandande«  B,«- j^i^;;^  ^»"«^^ 

„sich  stetig  ändert,  dagegen  unverändert  bleiben  joae  beiden  Ord- 

Idie  Länge  \ 
die  Lage  dM  H«lMn.Dgspaiikt»i)J<»«*  B*«*^** 


§13. 

Wenn  man  die  Fälle  mit  9^     9^  denjenigen  gegen- 

ttberstellt,  wo  ^p,  ^g>,,  so  ist  ans  den  §§  10.  ...  12.  ersieht- 

lieh,  <i:iss  jodor  Fall  der  einen  Art  sohr  wesontlichc  Eigentümlich- 
keiten hcrvürkebrt  gogonübcr  jedem  Falle  der  andern.  Nur  die- 
jenigen Fälle  der  zweiten  Art,  wo  die  Ordnungszahlen  u  und  v  der 
beiden  Grenzbüder  einander  L'loich  werden,  zeigen  eine  merkliche 
Verwaudtschaft  mit  solcLen  der  ersten  Art;  was  eben  damit  zusam- 
meuhftugt,  dass  je  ler  der  Fälle  mit  qp^  =  (p^  als  ein  solcher  anzu- 
seben  ist,  wo  die  Punkte  in  ä)i  sicli  vereinigt  haben,  wie  ja 

r  und      in  AI  es  getan. 

Mit  Rücksicht  anf  die  Grösse  der  angedeutenden  Unterschiede 
und  bei  lern  übersichtiiciieu  Charakter,  welchen  welchen  man  den 
Darstellungen  der  §§  10  und  11.  zu  geben  suchte,  wird  man  darauf 
ver/iebten  wollen,  dass  weiterhin  Vergicichungen  und  Zusammen- 
fassungen der  beiderseitigen  Kesultate  aasgeführt  werden. 

Nur  mit  Bezug  auf  die  Zahl  auf  deren  Ermittlung  gewöhnlich 
das  gnishf."  (if  wicht  gelegt  wird,  mag  das  geschehen;  es  nag  also 
noch  ausgesprochen  werden  folgende 
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ttlM}r  dlo  Gesammtxalil  «  der  dem  Aufe  unteneheidbaren 

BUder  von  P. 

nWcDD  i*  irgoDdwio  frei  zwischoD  den  beiden  Spiegeln  des  Win- 

< 

„kelspiegole  liegt,  so  dass  jede  der  drei  Mögliehkeiten  9,  <=-  zw 

> 

,4[ela8ten  ist,  so  hat  man  bezüglich  der  Zahl  «  za  bohanpten: 

1)  Ist  18U:2o  eluc  gai\zo  Zahl  {d.  h  auch  3GO:2a  voü  der 
Form  2«-j-2j,  so  ist  s  =•  (3Gü;2a)  — 1. 

Die  hio"  gemachte  Voranssetzung,  and  nnr  diese  ist  es,  bei  wel- 
cher zw^  Bilder  des  P,  nämlich  die  Grenzbilder,  sich  vereinigen. 

2)  Lässt  die  Division  180:2a  einen  Kcst  a-^ea  {d  h  ist 
3G0:2«  Ton  der  Form  (2fi4-l)+0K  so  ist  •  entweder 

oder       [^^Jl'  ^^^^^  ^  dvan^  wenn  jeder 

der  Wiukel  g?,,  <p^  kleiner  ist  als  jener  Best;  es  trifft  also  nament- 
lich ancb  zn,  wenn  9|  »  9,  «•  a. 

3)  Liast  die  Division  180: 9«  den  Best  u  |d.  h.  üt  360:2«- Sii-|-1), 
so  ist  «  entweder  -«360:2«  oder  «=  (360:2«)— 1.  Letsteree  trifit 
za  dann  nnd  nnr  dann,  wenn  «p,  —  9,  —  «. 

4)  Lftsftt  die  Division  160:2«  einen  Rest  «—0«  fd.  h.  ist 

2^  1+1 


TTT  |.    Letzteres  trifft  immer  /.u  bei  vorhaudcner  Gicich- 


36()-J 
2a  J 


heit  der  Winkel  g>,  nnd  vorhandeniT  Ungloichheit  aber 

dann  und  nur  dann,  wenn  selbst  der  kleinere  mindestens  jenem  Reste 
gleich  ist 

Man  bemerke  wol.  dass  vorateheudo  Angaben  über  «  gau/  un- 
abhängig davon  sind,  ub  die  ililiszabl  n  eine  ungerade  oder  eine  gc« 
rade  ist. 

§  14. 

Die  Rolle,  welcbo  der  Punkt  Wl  in  den  Sätzen  des  §  10.  spielt, 
ist  ganz  unmittelbar  an  den  Umstand  anzuknüpfen,  dass  die  dortige 
Voraussetzung  qo,  =  97^  eine  durcbgängige  Symmetrie  der  Erscbci- 
nnngen  bewirken  muss. 
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„Sofern  aber  in  den  Sätzen  der  §«i  iJ  und  12.  auch  die  Pankto 
„^1^  ^^0,  ja  sogar  die  Punkte  '.'1,  eine  bis  zu  gewißsem  Grad  ähn- 
„lichc  lUilIc  spielen  wie  '^l^  so  ist  angezeigt,  darüber  noch  weiteren 
„AufschiusB  zu  suchen''.  Solcher  ist  in  der  Tat  aus  den  Sätzen  V) 
und  Va)  des  §  9.  zu  gewinnen,  denn  durch  diese  wird  mau  auf  Linien 
aufmerksam  gemacht,  deren  jede  als  Symmctralaxo  für  gewisse  Bilder 
l"  und  oaUprechende  P''  erscheiaeu  muss.  Sie  oi^ebea  sidi  wie 
folgt: 

1)  Die  Gerade  halbirt  immer  den  Winkel  PtOP{\  dexu  es 
ist  (vgl.  §  3.) 

eineBteib  Winkel  POP^^  POA-\-AOP^^  9i+(2«+«ii)  —  4«, 
anderntoils  Wkl.  W/',"-  -P0ir+Ä0i»"=s9»,+(2«+9,)  =r  4a. 

Sofort  gemäss  §  10.,  Y)  and  Va)  erkennt  man,  dass  dio  Bilder 
^V.  ^V,  ^e'  •  Reihe  nach  mit  Pt%  'V»  ^i'  —  aymmetrisch 
liegen  bezüglich  der  Axe  P0% 

Dcmgcmääs,  wenn  die  Ordnungszahlen  %  v  der  Grenzbilder 
P**  gldch  grorae  gerade  Zahlen  sind,  mnsa  fttr  den  Bogen  PhP" 
sein  Halbimngspnnkt  in  9R  sich  ergeben ,  und  auch  die  Unabhängig- 
ksoit  seiner  Länge  von  9>,  und  tp^  ist  zu  begreifen. 

2)  Die  Gerade  OP^  halbirt  immer  den  Winkel  PtOP^'i  denn 
CS  ist 

einesteils  Wkl.  PoOP/ PqOA-\-AOP^'  ^  <P?  +  «ri  ■=  2«, 
audernteils  Wkl.  Po^'i"=  i^QOß+ jaop^" ^  Vi+n  -  2«. 

Sefort  erkennt  man,  dass  die  Bilder  Pj',  P/,  P^'  ...  der  Beihe 
nach  mit  Pi\  P^'\  Pj*  ...  symmetrisch  liegen  beaaglich  der  Axe 

Demgemäss,  wenn  tc,  v  gleich  grosse  ungoradc  Zahlen  sind, 
mnsB  fttr  den  Bogen  P./P/'  sein  Halbimngspunkt  in  üß^  sich  er- 
geben, und  auch  die  Unabhängigkeit  seiner  LÜge  von  f  |  and  9*^  ist 
zn  begreifen. 

3)  Die  Ücrudc  OA  halbirt  immer  dcu  Winkel  P,'QPi"j  denn 
CS  ist 

einesteils  Wkl  ACP^' 

ahdemtdls  Wkl.  AOP^"^  AOB+BOP^"^  2tt+9r 

Sofort  erkennt  man,  dass  die  Bilder  P/,  P/,  P^'  ...  der  Beihe 
nach  mit  den  Bildern  P/',  P«",  Ps"  symmetrisch  Uegen  becOgliGh 
der  Axe  A<>fL 
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Demgcmäss,  wenn  u  gerade  ist  und  um  Eins  grösser  als  v,  ist 
ersichtlich,  dass  der  Bogen  l*u  l\"  seineu  Ilalbirungspuukt  in  VI  haben 
mass;  und  auch  die  Abhängigiieit  seiner  Lüugo  von  (p^  wird  be- 
greiflich. 

4)  Die  Gerade  Oa  halbirt  immer  auch  den  Winkel  I\'Op^'-^ 
denn  es  ist 

einesteils  Wkl.  ^0/y-4a-fg), 

andemteils  Wkl.  AOP^'  =  aob  + BOP^'  ^  2a+{2ct-\-(p^). 

Sofort  erkennt  man,  dass  die  Bilder  /g',  'V,  i\'  ...  der  Reihe 
nach  mit  ^V'  •  •  •  symmetrisch  liegen  bezüglich  der  Axe 

Wenn  also  u  angerade  ist  und  um  Eins  grösser  als  niuss  der 
Bogen  Pn  Pv"  seinen  Ualbirungspuukt  in  VI  haben;  und  auch  die  Ab- 
hängigkeit seiner  Länge  von  cp,  ist  begreiflich. 

Bezüglich  der  Geraden  ob  findet  man  ebenso  gerechtfertigt  die 
Angaben: 

5)  Die  OB  hnlbirt  immer  den  Winkel  P^'OP^'  und  ist  dessen 
Hälfte  gleich  2o-f  .p,.  Hituach  die  Bilder  Z'/,  'V,  ••  sind  der 
Reihe  nach  zu  'V'«  ^^ü"  •  •  symmetrisch  bezüglich  der  Axe  B(f'iS. 
Ist  also  u  ungcrado  und  um  Eins  kleiner  als  so  muss  der  Bogen 
Pm  ^t"  in  halbirt  sein;  und  die  Abhängigkeit  seiner  Länge  von 
9>i  ist  ersichtlich. 

6)  Die  OB  halbirt  auch  den  Winkel  P^'OP^\  and  ist  dessen 
Hälfte  gleich  4o-f  Ts-  Hionach  die  Bilder  E^'  ...  sind  der 
Reihe  nach  symmi  trisch  mit  P/,  P/'  ...  bezüglich  der  Axe 
BO"^.  Ist  also  M  gerade  und  ums  Eins  kleiner  als  so  muss  der 
Bogen  PuP"  in  ^  halbirt  sein,  und  auch  die  Abhängigkeit  seiner 
Länge  von  tp^  ist  begreiflich. 

Von  vorstehenden  Angaben  fällt  immerhin  ein  neues  und  wesent- 
liches Licht  auf  sehr  wiehtige  Bestandteile  der  in  den  §§  11.  und  12. 
gewonnenen  Sätze;  ja  diese  könnten  sogar  vollständig  von  jenem  her- 
geleitet werden.  Doch  dürfte  die  hiemit  angedeutete  üerleitung  in 
wesentlichen  Stücken  der  im  §  11.  durchgeführten  Methode  nach- 
stehen, welche  dort  jedenfalls  als  die  nächst  liegende  und  ihres  Et 
folges  vollkommiu  sichere  sich  empfehlen  niüsste. 
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i  15. 

„WoDii  die  Ocffimi^  2a^  des  Winkelspiegele  fest  gegeben  ist, 
,iiiiid  man  ]9Mt  den  Pnnkt  P  in  einer  zu  der  Axe  UV  lenkrecbten 
«fEbene  AOb  stetig  sich  bewegen*^  so  zwar,  dass  seine  Entferanng 
op  von  der  Axe  sich  nicht  Ändert,  und  dass  er  von  einer  Lage  ans 
dicht  bei  der  Spur  Oa  des  ersten  Spiegels  bis  dicht  vor  der  Spur 
OB  hingeht;  so  ist  ans  den  hier  Torgetragenen  Lehren  immer  der 
Gang  der  zngehdrigen  Bilder  P\  P"  anschanlich  zn  entnehmen,  ins- 
besondere das  die  Gronzbilder  P«',  P/  Angehende,  ihre  Zahl  and 
Lage  Botreffende  genan  zn  verstehen. 

Das  ist  ,  wie  man  sofort  ork<  nut ,  Lochst  einfat  h  in  den  Falken, 
wo  300: 'Ja  liir  Form  *2n-|-2  mit  uu^'crader  oder  mit  gerader  n  hat« 
weniger  iinfai  li  in  ih'ii  übiiv^cii.  von  welchen  wenigstens  ein  beson- 
ders vorsiciltig  za  behaudolnder  durch  ein  Bdspiel  erläutert  werden 
mag. 

Sei 

2«<i-.78>,  «=39. 

Aus  der  Angabe 

180-2.78+24 

man,  die  bisherigen  Bezeichnungen  beibehaltend,  dass 

n  «B  2,  fls  ««  « — ea  «24,   0a  «  15,   a+ta  »  54. 

Das  Beispiel  umfasst  dio  Fälle  12)  und  11)  des  §  11.  nebst  ihren 
durch  VcrtanschuiiL:  vun  tpj  und  cp.,  sich  ergcbtudcn  Modihcatiuncu 
es  suiil  bicuach  diu  fulgeuden  Angaben  zu  machen,  welche  auch  mit 
üilfe  des  §  3.  zu  coutrolireii  sind. 

1)  Während  der  Winkel  AOP^on  einem  dicht  bei  Null  liegen- 
den Werte  an  stetig  wächst  bis  tot  24^  hat  man  beständig  »  —  3, 
0^2.  Die  Grenzbilder  P/,  P/'  bewegen  sich  beide  stetig  gegen 
den  festen  Pnnkt  11  hin,  P^'  innerhalb  des  todton  Banmes,  Pf" 
ausserhalb,  beide  immer  gleich  weit  von  9  entfernt;  diese  Entfernung 
allmählich  alle  Werte  zwischen  Null  und  24®  annehmend. 

2)  Während  AOP  von  24"  an  stetig  wächst  bis  zn  54''  (=  78^ 
— 24"),  ist  immer  u  v  ~  2.  Der  Bogen  zwischeT?  den  Grcnzbildern 
P^',  P./'  ist  üUYcränderlich  gleich  48^  sein  Halbirungspunkt  immer 
der  mit  P  sich  bcwr  grnde  Püiikt  Die  Bewegung  des  Bogona 
P,"?JP/  ist  eine  KurtFchicbung  in  dir  Kichtuüg  CS^^^,  80  dass  an- 
fänglich Pf  iu  81  ist,  und  zulcut  P,'  in  35. 

3)  Während  AOP  stetig  wächst  ibor  W  hinans  Us  dicht  ror 
ist  immer  u  —  2,  «  —  3.  Die  Grenzbilder  P/,  P^  bewegen  dch 
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beide  stetig  von  dem  festen  Ponkte  8  weg,  P^'  onsierhalb  des  todten 
Raomes,  P^"  iiraerfaalh ;  beide  immer  gleich  weit  tob  19  entfernt,  diese 
Estfeninng  allmftUicli  alle  Werte  »wischen  24^  nnd  Nnll  an- 
nehmend. 

S  16. 

Nachdem  alles  Wesentliche  dargelegt  ist,  was  anf  die  Abbildungen 
des  dozelnen  Punktes  P  sich  bezieht,  wollen  wir  irgend  ein  starres 
Sjystem  £  von  Pnnkten  C\  E  betrachten,  welches  in  die  Oeff- 
irang  (2a)  des  WinkelspiegelB  eingeführt  sei;  nnd  es  soll  ftr  die 
Ponkte  C;  i>,  £  .;.  der  Figur  £  dahin  gestellt  bleiben,  ob  sie  in 
Bner  sn  der  Axe  ÜV  normalen  Ebene  sich  befinden  oder  nicht. 

Wahreiul  v.ir  uuu  bie  bisherigen  Bezeichouugen  festhaltou  odor 
ihurn  gauz  analoge  gebraucLon ,  Tnaehen  wir  znoilchst  die  besondere 
Anuahme,  dass  der  Quotient  lHU:2n  cme  ganze  Zahl  n-\-i  sei.  Daun 
^m(\  gemäss  den  Sätzen  der  $§  6.,  7.  sofort  die  folgenden  Angaben 
zn  machen. 

I)  Als  zn  dem  orsten  Spiegel  gehörige  Abbildnagen  der  Fignr 
£  ergeben  sich  der  Beihe  nach  Figuren  Z/,  2^',  i:,'  ...  £n\  £n^i\ 
jene  eine  in  einem  der  n+l  Hillsfächer  des  ersten  Spiegels,  welche 
der  Reihe  nach  sich  darbieten  als  Fl&chenwinkol ,  jeder  zwischen 
zwei  nächst  aufeinander  folgeodon  der  n-}-2  EbeueustQcke  UVA^ 
!7F£j,  UVL^  ...  lIVLn^t  UVU.  —  Und  mit  analogen  Bestimmungen 
erscheinen  als  zum  zweiten  Spiegel  gebürigo  Abbildungen  der  Figur 
£  die  mit  2^,",  ...  £n'\  ^ni-i"  zu  bezeichnenden. 

n)  Je  zwei  nächst  benachbarte  AbbUdangon  £t\  sind 
tjmaieltnatk  mit  Bezng  anf  die  sie  trennende  Ebene  (Sch^piegel) 
ITFXa,  so  «war,  dass  den  Pnaktbildem  Ck\  Jh\  Et  ...  der  Keahb 
aadi  entsprechen  CkH\  -^'M-i'i  —  In  gleicher  Weise  sind 

2»",  £^^1"  symmetrisch  mit  Besag  anf  die  Ebene  (Scheinspiegel) 
ÜFÄ». 

III)  Jede  Abbildung  £'  oder  £"  von  ungerader  Ordnung  ist  sym- 
metrisch gleieh  dem  Urbild  £,  so  zwar,  dass  den  Pnnkten  C,  D, 
E  ...  des  letzteren  entsprechen  die  in  £'  enthaltenen  Punktbilder 
C,  D\  E\..  nnd  ebensogut  die  in  £'  enthaltenen  C",  iy\  E"  ... 

Daher:  alle  Abbildangen  Z'  und  2?"  von  ungerader  Ordnung 
sind  unter  sich  cmignipnt,  so  zwar,  dass  in  jedem  Paare  derselben 
die  dann  einen  Partner  angebOrigen  Bilder  der  Punkte  C\  K  ... 
der  Reihe  nacb  entsprechen  den  im  andern  Partner  befindlichen 
Bildern  derselben  Punkte. 
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IV)  Jede  Abbildnng  S'  oder  Z"  von  ungerade  Orduntig  ist 
coDgroont  mit  dem  Urbild  so  zwar,  dftfls  mit  den  Punkten  c;  /}, 
B  ...  des  letzteren  beziehungsweise  znr  Deckung  zn  briogen  sind, 
sowol  die  in      entbaltenen  Pnnktbilder  C,  iV,      ...  als  die  in 

enthaltenen  C*\  ET,  B"  ... 

Daher  auch:  alle  Abbildungen  und  Z**  Ton  gerader  Ordnung 
sind  (in  selbstverst&ndlicbem  Sinne)  unter  sich  congruent. 

Den  Sätzen  der  $  10.,  II)  und  §  12.,  II)  gemiss  knttpit  sieh 
hieran: 

V)  Die  Abbilduugcu  Z^+i',  Zu\ \  \  buide  in  dem  Winkel  zwischen 
deu  EbenenstttckcD  üV%^  UV^  eingeschlossen,  mOssen  immer  toU- 
stftndig  vereinigt  i^cin,  so  zwar,  dass  die  Punkte  0^4.1',  2V|.t'» 
£;.fi'  ...  der  Beihe  nach  in  CWfi",  Aifi",  JS^^t"  ...  lieb  finden. 

Indes  ist  hiebci  der  Unterschied  za  beriloksichtigcQ,  welcher 
sich  ergibt,  jeuacbdem  die  Zabl  n~{-l  uugerado  ist  oder  gerade. 

Wird  iiufülicb  diejenige  Ebene  beigczogon,  welche  durch  die  Axe 
J/T  gehend,  hinter  den  beiden  Spiegelflächen  UVA^  UVii  befind- 
lich, gleiche  Winkel  mit  denselben  macht,  so  ist  in  dem  Falle  der 
ungeraden  n-\-\  zu  bemerken:  das  ßild  (oder  das  mit  ihnen 

identische  ^n\\")  liegt  bezüglich  genannter  Ebene  zu  dem  Urbild^ 
symmetrisch,  so  dass  jccie  der  Strecken  CC»+i',  />/)„4.i',  EEn\~\  ... 
durch  genannte  Ebene  senkrecht  halbirt  ist.  —  Ist  aber  n-f-1  eine 
gerade  Zahl,  so  sind  Z  und  2^ti  +  r'  in  solcher  gegenseitigen  Lage, 
dass  jede  der  Strecken  CCu-^\\  DDn-^i  EE^^i'  ...  durch  die  Gerade 
UV  senkrecht  halbirt  ist 

Die  Bedeutung  dieser  Angabo  zeigt  sich  an  folgenden  Bei- 
spielen: 

Ist  die  Oellnuug  2a<*      GÜ"}  {l8C):2a      3  —  80  wird  als 

mittleres  Bild  eines  in  deu  Winkelspiegel  mit  beiden  Angen  gleich- 
ra&ssig  hineinschauenden  Menschen  ein  solches  Menschenbild  erschei- 
nen, dessen  rechtes  Auge  die  Abbildung  von  dem  linken  Auge  des 
wirklichen  Menschen  ist 

Hat  mau  aber  2«''  —  yO^*{lbO;2«  =  2  «-fl|,  so  wird  als 
mittleres  Bild  eines  in  den  Winkelspiegel  mit  beigen  Augen  gleich- 
mässig  bineinschauenden  Menschen  ein  solches  Mensclienbild  erschei- 
nen, dessen  rechtos  Auge  die  Abbildung  von  dorn  rechten  Auge  des 
Urbildes  ist. 
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§  17. 

Sei  jetzt  augenoiiiinea,  dass  die  Division  180:2«  einen  Rest  w 
lasse  {180  =  /i .  2ct-f-Q)| ,  und  sei  eine  in  die  Oeffuuug  des  Winkel- 
Spiegels  eiAgeftthrte  Figur  £  gedacht,  wie  im  vorigen  §. 

Du  (n4-l)te  HilMach  zum  ersten  Spiegel  wie  das  (n-|-l)te 
zum  zweiten  Ist  ntm  ein  Flichenwinkel  -»  «,  and  sofort  ist  in  sagen: 

Es  ersdidnen  Jeden&Us  AlibilduDgon  ...  nnd  S^'  ... 
£n\  jede  als  ttne  vollständige  Abbildung  von  nnd  es  dnd  fllr 
Mlcbe  gani  dieselben  Bestimmungen  zu  geben  wie  im  vorigen  $. 

Was  aber  indem  (n4-l)ten  üilfsfach  (dem  Scblussfach),  zu  dem 
einen  oder  andern  Spiogel  ge&Orig,  zn  snchen  sei,  dass  ist  jetzt  nfther 
zu  erOrtem. 

Nach  den  |§  10.  und  12.  kann  irgend  ein  Punkt  P  der  Fignr  £ 
90  liegen,  dass  entweder  keines  der  Bilder  Pi.+i',  Ph-i-i"  zn  Stande 
konmit,  oder  nur  ein  einziges ,  oder  beide.  Daher  ist  bei  jedem  der 
zwei  Schlnssfächer  an  die  drei  Möglichkeiten  zn  denken,  dass  ent- 
weder gar  kein  Punkt  der  Figur  £  in  demselben  zur  Abbildung  ge- 
lange, oder  nur  ein  Teil  von  27,  oder  £  in  ganzer  Ausdehnung. 

Indes  ist  eine  Construction  anzugeben,  welche  geeignet  ist,  ftUr 
jeden  Fall  eine  vollständige  Aufklärung  in  anschaulicher  Weise  zn 
gewähren. 

Aus  Axe  UV  werde  zunächst  innerhalb  des  nten  Ililfsfaches  des 
ersten  Spiegels  ein  Ebenenstück  UFS  so  geführt,  dass  seine  Ab- 
weichung von  dem  Kbeuenstück  UVLn  -=  cd  sei.  Dann  ist  aus  §  6.» 
V)  zu  entnehmen :  was  von  der  Figur  £n  zwischen  den  Ebenen- 
Stücken  LTKfi  und  UVLn  sich  befindet,  das  und  nur  das  erscheint 
auch  in  dem  Schlussfacho  zwischen  UVLn  und  UV'Ü^  so  zwar,  das 
jedem  Punkte  C»  ein  Punkt  Cn^i  entspricht,  und  die  zwei  Punkte 
Cn\  Cm^i'  zu  der  Ebene  UVLn  symmetriseb  liegen. 

Desgleichen  werde  aus  UV  innerhalb  des  ntGu  Hilfsfaches  des 
zweiten  Spiegels  ein  Ebenenstück  UV^  so  geführt,  dass  seine  Ab- 
weichung von  dem  Ebenenstück  UVRn  ==  w  sei.  Was  dann  von  der 
Figur  £n"  zwischen  den  Ebenenstückcn  UViR  und  VTRn  sich  be- 
findet, das  und  nur  das  erscheint  auch  in  dem  Schlussfache  zwischen 
UVRn  und  UVi\  so  zwar,  dass  jedem  Punkt  CV  ein  Punkt  C'h+i" 
entspricht,  und  die  zwei  Punkte  Cn",  CW^-i"  zu  der  Ebene  symme- 
trisch liegen. 


4S 


Mach:  Ihr  Wi$üceUpieyei, 


Mau  sieht  hieraus,  dass  unter  Unistaudcu  die  ganze  Leistuni; 
des  Wiukolfipiegüls  mit  Hen^orbriagaag  der  Bilder  £n\  erschopll 
ist,  dass  aber  unter  anderu  Umstüudcii  Flüren  2^h+i',  ^»fi"  ont- 
stebcu,  welchea  so  und  so  viel  dazu  fohlte,  vollständige  Bilder  von 
£  zü  sein. 

Um  lAr  solche  ihra  Beziehung  zu  £  genauer  zn  erkennen,  kann 
man  zwei  weitere  Hilfaebenen  einfahren,  beide  ans  UV  gebend«  in* 
nerhalb  dea  Winkelapiegels  seibat:  die  eine  üVfli  von  ÜVA  ab- 
weichend nm  »,  die  andere  ÜV9ti  von  UVB  abweichend  vm  «.  — 
Sofort  sind  folgende  Augabon  zn  verstehen: 

I)  Ueber  die  etwa  zu  Stande  kommende  Figur  £n^i'. 

Ist  «4-1  gerade  Zahl,  so  wird  ^n-i-i'  congruent  sein  mit 
derjenigen  Fignr,  welche  von  S  abgegeben  wird  in  den  Flächen- 
Winkel  zwischen  den  Eboncnstücken  UVB,  I/rjRj.  Genauer:  bleibt 
2?H+i'  in  fester  Verbindung  mit  den  zwei  Ebenctistü(  koTi  UV%  UVLn^ 
,und  dreht  man  dieses  System  um  die  Axe  UV  (in  der  einen  oder 
andern  Richtung,  ohuc  Gleitung)  bis  t/FL«  mit  UVB  sich  vereinigt» 
so  wird  jeder  Punkt  Cnf  i'  der  Figur  £h+\'  mit  dem  ihm  entspre« 
chenden  C  der  Figur  £  vereinigt  sein. 

Ist  aber  n  +  1  eine  ungerade  Zahl ,  so  wird  £n+i'  symmetrisch 
•'~V~.gl^ich  sein  mit  derjenigen  Figur,  welche  von  £  abgegeben  wird  itt 
den  Flächenwinlvol  zwischen  den  EbenenstOcken  ÜVA^  UVSi^^  nnd 
CS  existirt  eine  die  t/T  enthaltende  Ebene,  mit  Bezug  auf  welche  jo 
zwei  einander  entsprechende  Punkte  Ch+i'  und  C  symmetrisch  liegen. 


II)  Ueber  die  etwa  zu  Stande  kommende  Figur  ^Sn^t". 

Ist  n-\-l  eine  gerade  Zahl,  so  wird  -^,112"  congruent  sein  iiiit 
derjenigen  Figur,  welche  von  £  abgegeben  wird  in  den  Fläcbeu- 
winkel  zwischen  den  Ebenenstücken  UVA,  UV2y  Genauer:  bleibt 
£n-{-i*  in  fester  Verbindung  mit  den  zwei  Ebenensttlcken  UV^^ 
UVR„,  und  dreht  man  dieses  System  um  die  Axe  UV  (in  der  einen 
oder  anderii  Richtnng,  ohne  Gleitung)  bis  üVJi„  mit  LVA  sich  ver- 
einigt, 60  wird  jeder  Punkt  C'r4^i"  mit  dem  ihm  entsprechenden  C 
der  Figur  £  vereinigt  sein. 

Ist  aber  n+l  räe  UDgerade  Zahl,  so  wird  ^^.i*  symmetrisch 
gleich  sein  mit  deijenigon  Figur,  welcbB  von  £  abgegeben  wird  in 
den  Flttehenwinkd  zwischen  den  Ebenenstttcfcen  UVß^  UV9t^  und  es 
ezistirt  eine  die  Aze  UV  enthaltende  Ebene,  mit  Bezug  auf  welche 
Je  zwei  eutander  entsprechende  Punkte  Cnf  1''  und  C  symmetrisch 


liegen, 
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§  18. 

Ist  ein  Punktsystem  Z  (so  wie  in  den  zwei  vorhergehenden  §§ 
eingeführt,  und  hat  man  180:2a  =  «-f-l,  so  ist  klar,  dass  von  den 
Bildern  ...  £n  und  21"  ...  Zn'  keines  einen  Punkt  mit  dem 
andern  gemein  bat;  von  diesen  Bildern  kann  also  keines  irgendwie 
das  andere  stören.  Aber  auch  bei  den  Bildern  Z^^x  und  Zn-^i" 
trifft  letztere  Behauptung  zu.  Da  nämlich  jeder  Punkt  Ph\\  des 
einen  mit  demjenigen  Pniikt  Pu\\"  des  andern  vereinigt  ist,  welcher 
denselben  Punkt  P  dos  Systems  Z  abbildet  wie  jener,  so  wird  durch 
die  Vereinigung  der  Bilder  Zn^x  Zn^\"  (innerhalb  dos  todten  llau- 
mes)  eben  dafür  gesorgt,  dass  in  diesem  ein  einziges,  nicht  bloss 
ganz  eines,  sondern  sogar  in  Betroif  der  Helligkeit  begünstigtes  Bild 
von  Z  sich  zeigt. 

Sehen  wir  dagegen  auf  irgend  einen  derjenigen  Fülle,  wo  (wie 
io  §  17.)  18(>  =  H.2a-|- "i  so  ist  nur  von  den  Bildern  Z^' ...  Zn—\ 
and  Z"  . . .  Zn-\"  unbedingt  zu  sagen ,  dass  keine  zwei  einander 
stören.  Was  dagegen  Zn  und  Z„"  betrifft,  so  sind  diese  zwar  ge- 
wiss vollständige  Bilder  von  Z^  aber  bei  jedem  von  ihnen  ist  die 
Möglichkeit  zu  berücksichtigen,  dass  es  wenigstens  t(^'ilweise  in  den 
todten  Räume  falle,  auf  welche  vollends  2^m|i'  und  Zn\\"  in  ihrer 
ganzen  etwa  ergebenden  Ausdehnung  angewiesen  sind.  —  Ist  nun  % 
irgend  ein  Punkt  innerhalb  des  todten  Raumes,  und  fällt  nach  %  ein 
Bild  /*'  von  einem  dem  Z  angehörigen  Punkt  /*,  so  sieht  man  leicht, 
dass  X  kein  Ort  ist,  sei  es  für  ein  anderes  Bild  noch  für  ein 
Bild  namentlich  auch  kein  Ort  für  ein  Bild  Q',  welches  ein  von 
/'  versrhiedener  Punkt  U  des  Z  geben  möchte.  Dagegen  ist  immer 
die  Aufgabe  zu  lösen:  man  soll  innerhalb  der  Oeffnuug  des  Winkel- 
spiegels einen  Punkt  Q  suchen  von  solcher  Lage,  dass  er  ein  Bild  (/' 
au  der  beliebig  gegebenen  Stelle  liefere,  wo  bereits  das  Bild  sich 
befindet. 

Um  die  Auflösbarkeit  dieser  Aufgabe  und  die  Einzigkeit  der  Auf- 
lösung streng  und  allgemein  zu  erweisen,  kann  man  die  folgende  Be- 
trachtung anstellen,  welche  wesentlich  an  den  Satz  IV a)  des  §  C. 
anknüpft 

Man  stelle  sich  der  Reihe  nach  vor  die  aus  Axc  UV  entsprin- 
genden Ebenenstücke  UVJi^^  LVH^  ...bis  zu  demjenigen  UVHxy 
welches  als  letztes  vor  UV\  sich  darbieten  wird.  Nun  ist  zu  Punkt 
X  der  ihm  symmetrische  mit  Bezug  auf  Ebene  ÜVRm  zu  nehmen, 
zu  diesem  abgeleiteten  Punkt  wieder  <ler  ihm  symmetrische  mit  Bezug 
auf  Ebene  UVlix—u  zu  diesem  abgeleiteten  wieder  der  ihm  symmetrische 
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mit  ■Rp/'ug  auf  Kbcne  UVjRx-2  n.  s.  w.  Durrh  diusc  Veranstaltung 
wird  üti'cnbar  jenseits  der  schliesslich  zu  benutzonden  Ebene 
innerhalb  der  Oeffnung  des  Winkelspiegels  ein  solcher  von  X  abge- 
leiteter Punkt  gewonnen ,  an  dessen  Stelle  ein  leuchtender  Pankt  Q 
gebracht  —  genau  au  der  vorgcschriobeuen  Stelle  %  des  todteii  Ban- 
mes  ein  Bild      lieforu  wird. 

Aus  dieser  Darstellnog  erbellt ,  dass  und  wie  immer  diejenigeu 
StAmngen  zu  ermitteln  sein  werden,  welche  bezQglicb  der  Reinheit 
der  in  den  todten  Baum  fallenden  Abbildungen  eines  Systems  £  gidi 
ergeben  mögen. 

Im  ttbrigcu  ist  gemäss  dem  zuletzt  Vorgetragenen  lierzorzubeben, 
daas  freilich  die  besten  Leistangen  des  WinkclspiegeU  im  Sinne  der 
Hervorbriugang  schöner  Bilder  eines  beliebig  ausgedehnten,  in  seine 
Oeifhung  eiogeffthrton  Gegcnstandcg  dann  sich  ergeben  werden,  wenn 
der  OeffnnngBwinkel  ein  absoluter  Teil  von  180^  ist. 
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Ueborsicht  des  Inhalts. 

Vorwort. 
§    1.    Erste  Definitionen. 

$  2.  Erste  Orientirung  bezüglich  der  Bilder  eines  einzelnen  Punktes 
/*;  Bezeichnungen ;  zwei  Keiheu  der  Bilder. 

§  3.  Zu  jeder  Reihe  zwei  Formeln  gegeben,  wonach  die  T.age  jedes 
Bildes  (gerader  oder  ungerader)  Ordnung  sich  bestimmt.  — 
Zwei  Reiben  von  Gleichungen  entsprechend  den  zwei  Bilder- 
reihen.   An  sie  geknüpft  die  Frage  der  Bilderzahl. 

§    4.    Lehrsätze,  die  ihre  Lösong  vorbereiten;  todtcr  Raum. 

§  5.  Beweis  der  Begrenztheit  der  Bilderzahl  für  alle  Fülle.  Ent- 
sprechende Lehrsätze  und  Aufgabe. 

§  6.  Lehrsätze  über  Zahl  und  Lage  der  Bilder  in  jeder  Reihe  für 
sich. 

§  7.  Optische  Bedeutung  gewisser  im  vorigen  §  eingegangenen 
Hilfslinien.  Durch  sie  die  Abbildungen  der  zwei  Einzelspiegel 
in  einander  bestimmt. 

§  8.  Genaueres  über  diese  Abbildungen  und  ihre  Bedeutung  für  die 
Ilauptuntersuchuug. 

§    9.    Reguliruug  des  Fortgangs  der  letzteren. 

§  10.  Genauere  Untersuchung  der  Bilder  eines  in  der  Medianebene 
liegenden  Punktes;  vier  Fälle. 

§  11.  Desgleichen  der  Bilder  eines  seitlich  von  der  Medianebeno 
liegenden;  zwölf  Fälle. 

§  12.  Zu-samraenfassung  der  Ergebnisse  des  vorigen  §  in  sechs  IIaui)t- 
sätzeu. 
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§  13.  Gegensatz  und  YerwauUtschaft  der  Angaben  der  §§11-  und 
12.  Generalrcgcl  über  die  nestimmung  der  Gesamtzalil  aller 
Bilder  eiues  beliebig  wo  innerhalb  der  Oefiuuug  eingeführten 
Lichtpunkts. 


§  14.  Weitere  Atifldftniiig  Aber  den  Unpniiig  einiger  Sätze  des 
§  12. 


f  16.  Die  möglichen  Aenderungen  der  Bilderzahl  eines  Punktes, 
wenn  er  inuerlialb  der  unverändf  rlich  bleibeudeu  Ocffnunp  des 
Wiukelspiegels  sich  bewegt,  durch  ein  charakteriatisches  Bei- 
spiel erläutert. 

I  16.  Einffthning  eines  Systems  von  Pnnkten  in  der  Oeffbong  des 
^nkelspiegels.  Znnächst  d i  i j  l  u igen  Ersdieinnni'en  betrachtet, 
welcbe  sich  ergeben,  wenn  die  Oeihinng  ein  atiqneter  Teil 
von  180<*  ist. 

§  17.  Aufklärang  der  Erscheinungen  in  den  Abrigen  Fällen. 

§  18.  Die  unter  Umätüuden  sich  ergebenden  Störungen  der  Bilder 
durcheinander. 
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Zur  Integration  der  Gleichung 

cht  dhi 


Von 

Herrn  Otto  Ohnetorgs. 


Das  Problem,  welcbos  in  der  vorliegenden  Abhandlmig  bobandett 
wird,  ist  folgendes: 

£8  dnd  lämtlicbe  reelle  Functionen  u  zn  bestimmen,  Yon  der 

Beschaflfcnheit,  dass  sie  der  Gleichung      ~^  ^  genügen  und 

lof  einer  gegebenen  algebraiscben  Cnrve  Torgeschriebene  Werte  aa- 


Die  aügcoieiuc  Lösung  der  obigtu  GlcichuDg  ist: 

wo  ^  =»  ar-f-'V  nnd  x~iy  gesetzt  ist.  Im  allgemeinsten  Falle 
bind  X\  8OW0I  wie  vollständig  willkürliche  Füin  tionen ,  soll  ihro 
Sammc  jedoch  eine  reelle  Function  von  x  uud  y  iiarstoilon,  so  müssen 
sie  einander  conjugirt  sein. 


i  1. 

Ich  bestimme  zunächst  u  so^  dass  es  coustant  ist  auf  einer  ge- 
gebenen Cnrve.  Ist  dies  der  Fall,  so  lautet  die  Gleichung  der  Gnrve 
ZtU)+Xt<9)  ^  «•  I>ie  Cnrve  soll  jedocb  eine  algebraische  sein,  nüt- 
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h!n  mii8B  durch  diese  Gleicbnug  doe  algebniisclie  BelaSion  zwischen 
I  ond  fi  anflgedrttckt  sein.  Hieraus  folgt  sofort  die  Form  der  Func- 
tion wenn  die  obige  Gleichung  durch  eine  älgebraische  Besiehong 
zwischen  |  und  ^  für  jeden  Wert  von  «  erlftllt  ist;  es  lamn  dies 
nftmlicb  nur  dann  stattfinden,  wenn  %  entweder  selbst  eine  algebrai- 
sche Function  oder  aber  höchstens  ein  eUiptisches  Integral  erster 
Gattung  von  einer  algebraischen  Function  ist  Besteht  aber  eine 
algebraische  Gleichung  zwischen  |  und  ^  nur  fftr  einen  bestimmten 
Wert  von  er,  so  kdnnen  auch  transcendente  Functionen  höherer  Ord- 
nung auftreten. 

Nach  dieser  Betrachtung  kann  man  das  obige  Problem  auch  auf- 
fassen als  folgendes: 

Es  ist  eins  Function  su  bestimmen,  deren  Additionstheorem  ge- 
geben ist 

Ist  die  algebraische  Gleichung,  die  das  AdditioDStbeorcm  der 
bcideu  Fnuctioncn  Xi  urd  Xi  herstellt,  so  beschatfeu,  dass  dieses  Pro* 
blem  Uberhaupt  eine  Lösung  besitzt,  so  ist  diese  Lösmg  leicht  zu 
linden,  da  der  Weg  hierzu  schon  von  Euler  gegeben  ist 

In  der  Tat,  es  sei  9(1,  y)  =0  die  Gleichung  der  Corve,  so  ist : 

drp  dcp 

Bestimmt  mau  nun  mit  iiiilc  der  Gleichung  9)(^,  ij)  ^  i)  |  aii»  Fuuc- 
tion  von  n  und  11  als  Function  von  i  und  ersetzt  ia  ^  die  17  durch 

die  I  und  in  die  {  durch  die  ff,  oder  auch  umgekehrt,  so  ist 
entweder 


oder 


J  h  J  H 


oder  allgemeiner: 


und 


J 

M^^dn  oder  -  /  ..in 
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wo  natOitich  weh  in  Jf,  welches  eine  wiflkOrliche,  jedocb  symme- 
triscfae  Fonction  von  |  nnd  if  sein  mau,  entweder  die  i  dttrcli  die 
II  oder  die  fi  dnrch  die  i,  ?ennOge  der  Gleichung  i})  ss  0  zn 
sind. 


Die  Gleichnng  der  Ciunre  i»t  in  Beng  anf  heide  Tariahle  vom 
n  ten  Grede,  et  fragt  sich,  welche  von  den  n  Wntmln  m  nehmen  sind. 
Die  Frage  erledigt  sich  dabnrch,  daas,  wenn  S  =  m(ff)  nnd 
iaU  daas  alsdann  «(t(|))  —  C  sein  ransa.  Derartige  Wnrseln  existiren 
wie  später  bewiesen  werden  wird,  stets. 

Hat  man  die  Fonctiooen  %  so  bestimmt,  so  wird  der  Gleichung 
t^^il}  —  0  durch  die  Beiiehnng  =s  «t  Genüge  geleistet, 

bei  passender  Bestimmung  der  Constanten  a,  es  bleibt  nun  noch  an 
beweisen,  dass  auch  die  erhaltenen  Functionen  xi  nnd  |t  einander 
Goqjngirt  sind« 

Die  Gleichnng  ^(1,  rj)  =  0  ist  entstanden  ans  der  algebraischen 
Gleichnng         ==0  dadurch,  dasa  man  an  Stelle  tou  m  Kl-hif), 

and  anstelle  von  y  ^{i^v)  gesetzt  bat.  Da  nun  %f{st^tf)  eine  ratio- 
nale Fionction  tou  s  und  y  ist,  so  ergiebt  sich  sofort,  dass,  wenn 
Wl)  ^)  ^®  retHiB  Function  von  |  und  17  ist,  sie  auch  symmetrisch 
ist  in  Bezog  anf  t  und  H',  es  ist  demnach,  wenn  |  —  m(fi)  eine  Wurzel 

der  Gleichung  ist,  auch  n  —  »(i)  eine,  ferner  ist  ^|  dieselbe  Func- 

tion  von  l  und     wie  ^  von  ij  und     hieraas  folgt,  dass  Xi  and 
dieselben  Functionen  sind. 

Ist  jedoch  9(1,  i|>  sine  complexe  Function,  so  lisst  sie  sich  stets 
auf  die  Form  brtogen  — ^)-^)       <^  nnd  ^  rationale  nnd 

itymmetrische  Functionen  sind.  Dieser  Ausdruck  gleich  null  gesetzt 
und  die  so  entstandene  Gleichung  nach  |  auQselOst,  gebe  |  —  «<^) 
+«r(i|),  es  folgt  hierans,  dasa  fi  —  ^«(i?)  ebenfidls  eine  Wurzel 
sein  muss. 

^an  ist: 

snbstitairt  aiaii  iiieriu  für  |  and  für  ij  die  entsprechondcn  Functionen 
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and  trennt  zu  gleicher  Zeit  die  reellen  von  den  imaginären  Teilen, 
(immer  berücksichtigend,  dass,  wenn  i?(ö>+iT)  =  F-|~*^  B{m—ix) 
—    — iG)y  80  erhÄlt  man: 

(alles  Fonctionen  von  |) 

Sa 

^-  =  C--»7>— i(/'-i(?)+»(i»  +  tT— i|)(y— iJT) 
(alles  FimcUonon  von  ij),  oder 


—  c— (?— J»— i:(t— «»)+»l-D+J— tÄ+(4— «VI 


^  -  Jt  +  ii:(» - 17)  -!{/>+ xK-\- {yi -  ») 

Mitbin  sind  ^  conjngirte  Fonctionen,  alw  auch 

M  und    X«  -^^^ 

da  anch  M  durch  die  Sobstitotion  t  ^  «>('?)  + ^^(^/)  ni^^l  ^  ^ 
—       in  zwei  coujugirte  Fnnctioneii  verwandeit  wird. 

Diese  Methode  lässt  sich  leicht  ausdehnen  auf  den  Fall ,  wo  u 
auf  der  gegebenen  Carre  nicht  constant,  sondern  einer  bcUobigen 
Function  gleich  wird. 

Es  sei  t(|.  t?)  die  gegel)enc  Function,  so  wird  die  Gleichung  der 
Cnrve  enthalten  sein  in  der  Uleichung: 

)b(l)+Z»(^)-*(fei?), 
es  werden  also  die  beiden  Gleichungen: 

OBd 

(z.'(£)  -  J|)  'tf  +    (9)  -  a^)    -  ü 

identisch  sein  müssen,  also 


vX  Ccp 
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mitbin  wird 


Auch  hier  ist  eine  symmutriachG  Functiüu,  und  auch  hier  sind 
CDtweder  die  I  durch  die  //,  oder  die  ^  durch  die  §  vermogu  der 
Gleichung  ^(S,  rj)  ^  0  m  ersetzen. 

Ist  V  ebenftUs  eine  gyminetriflclid  Fanction  oder  von  der  Form 
A-i-Hi—ii)B^  80  wird  aad)«  eine  reelle  Function  von  c  und  jr  sein. 

Uebrigens  kann  man  stets  eine  symmotrisrho  Function  herstellen, 
die  auf  der  gegebenen  Curve  mit  r  ttbereiustimmt. 

lo  der  Tat,  es  sei  A  Irgend  eine  symmetrische  Fanction  von  £ 
und  i|,  ersetzt  man  nnn  In  t}) ,  {  und  fi  dorch  t  und  9  vermöge 
der  Glmcbnsgen  t  t  (I,  fi)  nnd  ^  —  ^(1, 17),  so  wird  r(£,  fi)^'^i{hf)f 
auf  der  gebenen  Cnnre  aber  inrd  9»  ^  0,  also  t  nur  eine  Function 
TOD  I,  mitbin  symmetrisch  in  Bezug  anf  £  nnd  iy. 

Die  gefundene  Function  ist  insofern  noch  willkürlich  als  M  will- 
kürlich ist,  Af  müsste  demnach  durch  vorgeschriebene  Stetigkeits- 
bedingungen bestimmt  werden.  Diese  Aufgabe  würde  ohne  Zweifei 
iosserst  schwieriger  Natur  sein ,  doch  kann  man  dieselbe  teilweise 
nnigeben,  dadurch  dass  man  zu  dorn  oben  bestimmten  n  diejenige  all- 
moinste  Function  n^  addirt,  die  auf  der  gegebenen  Curve  gleich  null 
ist.  Diese  Function  kann  man,  wie  in  dem  nächsten  Abschnitte  gc* 
zeigt  werden  wird,  stets  ohne  Integrale  in  endlicher  Form  darstellen. 
Die  Erfüllung  der  Stetigkeitsbedinguugen  bietet  alsdann,  wenn  sie 
andi  allgemein  niaht  ausführbar  ist.  in  den  meisten  Fälleu  keine 
grossen  Schwierigkeiten  mehr  dar.  Nur,  wenn  endliche  Unstetig- 
keiten,  die  anf  bestimmten  Linien  stattfinden,  zn  beseitigen  sind, 
könnte  man  anf  wesentliche  Schwierigkeiten  stossen. 


Die  Metbode,  die  wir  soeben  entwickelt  haben,  führt  nur  dann 
zum  Ziel ,  wenn  die  Gleichung  der  gegebenen  Gnrve  irredncübol  ist, 
wenn  also  nur  eine  einzige  algebraische  Cnrve  gegeben  ist,  anf  der 
die  Fanction  constant  sein  soll«  In  diesem  Abschnitte  werde  ich  mno 
Methode  geben,  die  sich  Koch  anf  Cnrven  anwenden  Iftsst,  deren 
Gleichung  reductibel  ist  Sie  ist  jedoch  insofern  beschrankte,  als  u 
stets  constant  sein  mnss. 


§.  2. 
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Die  gos lichte  Fuuctiou  u  kanu  in  doppelter  Form  dargestellt 
werdeu,  uaaiiicb  durch 

oder  durch 

Ich  behandle  zuerst  den  Fall,  dass  u  in  der  zweiten  Form  dar- 
gestellt wird.  In  diesem  Falle  ist  u  =  «  auf  der  Curvc  Zi(*)  =  Z«(*i)> 
auf  der  gegebeneu  Curve  jedoch  sei  6  =»  ^(t/,  /)  und  1/  =  <f  (^,— 0»  dem- 
nach muss  sein  x^{^)  =-  '/2^<P(*))-  Ist  y  eine  reelle  Function,  so  ist 
%t  —  Xs.  also  - 

Zwischen  |  und  i|  jedoch  besteht  eine  symmetrische  Gleichangl 
es  ist  mithin,  wenn  1}  —  q?(|)  auch  |  «  <;p(>7)«  demnach  wird  stets 
eine  Wurzel  existiren,  so  dass  1^(^(1))  —  I  ist 

Ist  nun  symmetrische  Function  von  I  und 

und  bezeichne  ich  dieselbe  mit        so  ist  x(i)  xivi^))* 

Wir  haben  also  erreicht,  dass  alle  die  constant  sind  anf  der 
gegebenen  Gorre,  sich  darstellen  hassen  in  der  Form; 

wo  <p(l))  eine  willkOrliche ,  jedoch  symmetrische  Function  von  I 
nnd  tp(^)  sein  mnss. 

Ist  (p{i)  keine  reelle  Function  von  so  ist,  wie  wir  schon  im 
ersten  Abschnitte  geschon  h«bcn,  an  Stelle  von  <jp(|)  zu  setzen 
oi(|)^<tU)  nnd  an  Stelle  von  ^(f)  «»(i})+>v(^)y  demnach  wird; 

wu  */  wiederuiTi  ein«'  reelle  und  symmetrische  Function  dor  beiden 
Argumente  sein  muss. 

2)  «  habe  die  Form:  a  »  2i(l)+3Et(?7)*  ^  erhslt  man  leicht 
dnrch  ähnliche  Betrachtangen  wie  oben,  dass  sn  setzen  ist: 

Es  sind  hierin  die  und  %  stets  reelle ,  doch  wülkilrliclie 
Functionen. 

Bass  tibrigens,  wenn  an  Stelle  von  £  gesetzt  wird,  die 
rechte  Seite  versshwindet,  erkennt  man  leicht,  nnr  mnss  die  Bedin» 
gungsgleichnng  stattfinden 

9Wm)  =  l 
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Derartige  Functionen  sind  aber  immer  vorhanden.  Es  ist 
»(t'j))  bestimmt  als  die  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung,  deren 
linke  Seite  eine  symmetrische  Function  ist  in  Bezug  auf  (p{<p{l))  und 
9(1):  setzt  mau  nun  au  Stelle  von  (p(<F(^))  l  ein,  so  erhält  man  eino 
symmetrische  Gleichung  I  und  ffd),  die  identisch  ist  mit  derjenigen, 
durch  welche  'f(^)  als  Function  von  c  bestimmt  wird,  diese  ist  also 
immer  erfüllt,  und  mithin  ist  tp{(p{i)  »|  ciuo  Wurzel  der  Gleichung. 

Diese  soeben  aufgestellten  Functionen  u  besitzen  sämtlich  auf 
der  gegebenen  Curve  den  constanstcn  Wert  a;  im  allgemeinen  werden 
sie  nicht  nur  auf  dieser  einen  Curve,  sondern  noch  auf  verschiedeneu 
andern  gleich  a  sein,  es  bietet  sich  uns  jetzt  das  Problem  dar,  von 
diesen  Functionen  diejenigen  heraus  zusucheu,  diu  auf  mehreren  ge- 
gebenen algebraischen  Curven  constant  sind.  Zuuächst  ist  klar,  dass 
je  mehr  Curvcu  gegeben  sind ,  desto  geringer  die  Willkürlichkeit  der 
Function  i  sein  wird. 

Es  sei  nun  vorgeschrieben,  eino  Function  zu  bestimmen,  die  auf 
den  beiden  algebraischen  Curven  l  =-  <;p,(»/)  und  $  9sj(»/)  gleich  o 
wird. 

Diese  Function  muss  sich  darstellen  durch  die  boideu  Formen: 

tt — o 

uud 

**       =  Ij(5,Tx(0)  — X4('7i<Pj»(»?)) 

diese  Gleichungen  gehen  dann  und  nur  dann  in  einander  über,  wenn 
X  eine  symmetrische  Function  ist  nicht  unr  von  ^  uud  <3Pi(0,  sondern 
aach  von  «(O  und  (a(<Pi(0)i  wo  o)  so  beschaffen  ist,  dass  (0(91(5)) 
CS  wird  also  sein: 

M  et 

—7—  ^  Q)(<iF,(5))  )  — Xs(Q>(';)i  w(f 

Dass  die  rechte  Seite  verschwindet,  wenn  man  an  Stolle  von  5 
fiir])  oder  <fi(r]),  sieht  man  sofort. 

Hätten  wir  u  dargestellt  durch  die  erste  Form,  also  durch  dio 
Summe  zweier  Functionen  so  würden  wir  zu  derselben  Function 
(a(5)  gelaugt  sein. 

Soll  u  auf  den  n  vorgeschriebenen  Curven  i  =  9)1(0  oder  gleich 
f}i{l)  (wo  A  »  1  ..  n)  =  a  sein,  so  muss  die  Fanctiou  a  dou  Du- 
diugungen  genügen : 

«(qPi(?))  =  a>(»2(5))  =•  • .  ■  o>(y*(5)). 
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Es  fragt  sich  uou,  wie  »iad  derartige  Fuoctioiien  zu  bestimnieii? 
Die  Fnnctonalgleichang  für  m  ist 

also  auch 
wenn 

gesetzt  wird. 

Ich  bilde  folgende  Functionenreihe : 

wo         bestimmt  ist  durch  die  Gleichung: 

t(t-H5))  =  5  und   T—(5)  r-»(f-*+H5)). 

Es  flind  min  zwei  Ffille  zn  unterscheiden ,  entweder  ist  die  An- 
zahl der  80  gebildeten  nnd  von  einander  verscbiedonon  Functionen 
eine  oodliehe  oder  nicht  Damit  der  erste  Fall  eintrete  .  muss  irgend 
eine  Gleichung  besteben  von  der  Form 

ist  dies  der  Fall,  so  ist  ersichtlich,  dass  irgend  eine  symmetrische 
Function  sämtlicher  von  einander  anterschiodenen  FnnctkmoB  t 
eine  der  gesuchton  Functionen  o»  ist,  man  wird  aber  unendliche  viele 
algebraische  Functionen  herstellen  können,  die  der  Functionalgleiehiing 

gL'uügcn. 

Ist  dies  jedoch  nicht  der  Fall,  existiren  aber  unendlich  viele  von 
einander  verschiedene  Functionen  r,  so  wird  man  auch  hier,  nm  <o 
zu  erhalten,  ans  diesen  nnendlich  vielen  Elementen  eine  symmetri- 
sche nnd  convergento  Function  bilden  müssen.  Es  werden  aber  nur 
trauscendente  Functionen  bestehen,  die  der  Fnnctionalgleichung  g6> 
nllgen. 

Ahgcschcu  davon,  dass  man  diese  Reihe  nur  auwendcu  kium, 
wenn  nur  eiuer  Functioualglcichuug  zu  güuüguu  ist,  wird  die  Auf- 
stellung derselben  schon  im  allgemeinen  unüborwiiulliche  Schwierig- 
keiten darbieten,  da  es  bei  einer  wonig  complicirtcu  Function  schwer, 
oft  unmöglich  sein  wird,  das  nto  Glied  der  Reihe  in  iudepondenter 
Form  darzustellen. 

Wir  verlassott  mithin  diese  Reihe  vollständig  und  sachen  aas 
schon  bekannten  Functionen  die  m  darzustellen. 
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Das  Problem  ist,  eine  Function  w  so  zu  bestimmen,  dass  cö(?)™ 
ö(i|)  ist,  wenn  zwischen  ^  und  ?/  eine  algebraische,  jedoch  nicht  sym- 
metrische Gleichung  besteht.  Ein  Mittel  hierzu  bieten  die  periodi- 
schen Functionen.  In  der  Tat,  es  ist  z.  B,  sin 5  =»  sini^,  wenn  die 
nicht  symmetrische  Gleichung  besteht  ^—  i^  =  27r. 

Ist  aber  2  eine  periodische  Function  mit  der  Periode  a,  so  ist: 

Z(^(^))  =  wenn    t(^)  — T(»^)  =  a  ist. 

Soll  nun  diese  Gleichung  eine  algebraische  Relation  zwischen  5 
und  7]  darstellen,  so  muss  xiS)  entweder  selbst  eine  algebraische 
Function  sein  oder  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  von  einer 
algebraischen  Fumlion  von  5 ;  in  diesem  Falle  würde  mau  für  jeden 
Wert  von  o  eine  algebraische  Beziehung  erhalten.  Es  kann  jedoch 
auch  hier  t  eine  transcendente  Function  höherer  Gattung  sein,  doch 
wird  man  alsdann  nur  für  einen  bestimmten  Wert  von  a  eine  alge- 
braische Gleichung  erhalten.  Ist  die  algebraische  Gleichung  zwischen 
\  und  t/  so  beschalTen,  dass  man  mit  Hülfe  dieser  Methode  zum  Ziel 
kommt,  so  kann  mau  die  im  ersten  Paragraphen  gegebene  Methode 
benutzen. 

Diese  Functionen  sind  die  einzigen,  die  man  mit  Hülfe  der  einfach 
periodischen  Functionen  bilden  kann.  Benutzt  man  mehrfach  perio- 
dische Functionen,  so  wird  man  auch  Functionen  erhalten,  die  durch 
mehrere  Substitutionen  ungcändert  bleiben. 

Als  specielles  Beispiel  behandele  ich  den  Fall,  bei  dem  zwischen 
\  und  f]  eine  lineare  Gleichung  besteht.  Es  ist  aber  eine  Function 
u  aufzustellen,  so  dass 

Ich  nehme  an,  u  sei  eine  Function  von 


Qod  yersnchc,  ob  sich  nicht  die  Constanten  a,  6,  r,  d  so  bestimmen 
lassen,  dass  ^ 

Es  muss  demnach  sein: 

also 


1^ 

C'oogle 
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Ans  den  beiden  ersten  6ieichiin||Een  folgt  znr  Bestimmung  tob 
m  die  quadratische  Gleichung: 

(« — — m)  —  /Sy  «»  0 

ferner  ist: 

«            y  d —  m     («  —  m)a  -f-  y'^> 

<l         « — m  P        ^a~p(d — 

hieraus  folgt  zur  Bestimmttug  von  a  und  6: 
oder  da 

ßy  ^  (et  —  m)  (d  —  m) 


a 


Da  nun  -  nicht  gleich     sein  darf,  so  mnss 

«4-d  — 2w  —  0 

sein,  also 

m  —  — 

Dieser  Wert  in  die  Bestimmungsgieichung  fQr  m  eingesetzt,  giebt: 

Besteht  also  zwischen  den  Goef&denten  der  Snbstitution  die 
Gleichung: 

(«- V+4/?y  -  0, 

(d.  h.  sind  die  beiden  Wurzeln  der  Gleicliung 

(«r  — m)(d  -m)  — /fy  «•  0 

einauder  gleich,  so  lässt  sich  stets  eine  Function  r(^)  aufstelieu,  so 
dass 


ist;  also  ist  a  eine  Function  von  t(^)  mit  der  Periode  il.  Diese 
Periode  wird  aus  deu  beiden  noch  vollständig  willkürlichen  Grössen 
a  und  Ii  bestimmt 

2)  Diese  Bedingongsgleichnng  finde  nicht  statt,  die  Gleichung 
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habe  also  zwei  verschiedene  Wurzeln  m,  und  m,,,  so  Iftsst  sich  stets 
eine  Function 

aofst^'Uen,  so  dass 


In  der  Tat,  man  erhält  zur  Bestimmung  von  a,  die  Glei- 

chungen : 

(o  —  m.^)a-\-yb  —  0  {a^  —  mS) e-\-ytl  =^  0 

denen  immer  genügt  werden  kann. 

In  diesem  Falle  ist  also  ta  eine  Function  von  logT(^)  mit  der 
Periode  log''*^- 

Sind  f»,  und  w»,  reelle  Grössen,  ist  also  («  — ^)*-|-4/5y!>0,  so 
ist  auch  T{1)  stets  eine  reelle  Function;  sind  sie  jedoch  complex,  so 
muss  man  das  Additioustheorem  des  Arcus tangens  anwenden,  um 
reelle  Functionen  zu  erhalten. 

Es  ist 

T  -}-m 

arctgr-j- arctgm  =>  arctgj_^. 

wiederum  sei 
also 

arctgT|^y^:pj  ^  arctg^^^^-^^^^^^^^^^^ 

und 

arct«r(E)+arct«m  =  arctg^^-:::^^^^^, 
demnach  setze  ich: 

tta-\-yb  =  X{a-^mc) 

oder  geordnet: 

{ct—X)a-\-yb^mXc         {a  —  k)c -\- yd  =  —  mia 
ßa-\~{6—k)b=  mXtl         ßc-\-{6  —  l)d=  —mXb, 

hieraas  folgt: 

((«  —  A)«4-  yß 4-     A«)r  +  («  +      2A)yf/  =  0 
{{a-^kY  +  yß-\'mn'')a-\-{a-{'i-2X)yb  -  0. 
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Wäreu  die  CoefticicQten  dieser  Gleichuugeu  von  nall  verschie- 

fl  c 

den,  80  wflrde  man  erhalten  1==^     ^(Q  wflrde  sich  also  anf  eine 

Constaute  reducircu,  es  ist  mithiu: 

(«-.i)S-|.j^+inU*-0  und  i  - 
also   

also  reell. 

Sind  w  und  A  so  bestimmt,  so  lassen  sich  zwei  Gleichunj^eQ  des 
Systems  aus  den  beiden  anderen  ableiten,  es  bleiben  mitbin  noch  2 
übrig,  und  aus  dicscu  folgt: 

mithin: 

=V-««- «)''+4^  ^„  --4,«  +  2^'i5+äfS."-i-(d- 
Ist  t(0  so  bestimiDt^  so  ist 

/«^-{-/?\  ^  , 

arc  tg  T  =  arctg  T(^)  -f  arc  tg  i». 

Nimmt  man  nun  irgend  eine  periodische  Function  von  arctgT(S) 
mit  der  Periode  arctgm,  so  ist  diese  Function  das  gesuchte  w. 

Wir  haben  für  r(5)  stets  eine  linear(^  gebroclieiie  Function  m^- 
setzt,  es  liegt  die  Frage  nahe,  ob  es  nicht  noch  gebrochene  Func- 
tionen höherer  Geraden  giebt,  die  den  obigen  Ucdingungeu  genügen? 

Stellt  man  die  r»cflin'!;un}^sglcirlni!if^'  für  die  Cocffirirnten  einer 
solchen  Function  auf,  so  erkennt  man  dass  allen  Bedingungen  stets 
genügt  werden  kann;  eine  eingehendere  Untersuchung  jedoch  ergiebt, 
dass  Zähler  und  Nenner  so  vieh^  gemeinsame  Factoren  Ixtsitzeu ,  um 
auch  in  diesem  Falle  t(^)  auf  eine  lineare  gebrochene  Function  zu 
reducircu. 

Teil  II.    A  n  w  e  n  d  u  n  g e  u. 

Die  soeben  entwickelte  Theorie  lässt  sich  direct  und  ohne  grosse 
Schwierigkeiten  anwenden  auf  viele  Probleme  der  Analysis  und  der 
mathematischen  Physik,  da  bei  allen  diesen  Anwendungen  nur  darauf 
zu  achten  ist,  dass  auch  den  Stetigkeitsbedingongen  genügt  wird. 
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Sind  z.  B.  FoBCtioDeD  zu  bezümmen,  die  stetig  sind  in  der  ganzen 
aoendlichen  Ebene  mit  Ansnahme  des  Unendlichkeitspanktes  und  der 
Ton  einer  oder  mehreren  Cnrvcn  umgebenen  Hftche ,  so  gcnflgt  man 
den  Stetigkeitsbedingnngen  meistenstenteUs  sehen  dadurch,  dass  man 
TOD  aUen  Functionen,  die  conslant  sind  auf  den  Begronznngacunren 
nod  die  die  gegebene  Unstetigkeit  in  der  Unendlichkeit  besitzen,  die- 
jenige ausw&hlt,  die  den  bestimmten  oonstanten  Wert  nur  anf  diesen 
Grenzearven  besitzt. 

Anders  jedocli  stellt  sich  die  Sache,  wenn  Functionen  zu  be- 
stimmen sind,  die  deu  bostinimtcn  coiistantuu  Wert  auf  einer  Curve 
besitzen,  in  derem  Innern  sie  in  bestimmten  Punkten  unstetig  werden 
sollen.  Die  P'uuctioncn  <p(;)  uml  gr  j;  .  die  wir  durch  Auflösung 
einer  Gleichung  ntvn  Grades  gefunden -haben,  sind  hier,  direct  wenig- 
stens ,  meistenteils  nicht  anzuwenden ,  da  sie  gewöhnlich  im  Innern 
der  Flüche  in  gewissen  Linien  oder  Funkten  endliche  Unatetigkeiten 
besitzen  werden,  oder  vielmehr,  da  sie  im  Innern  der  Fläche  gewisse 
Linien  nicht  überschreiten  dürfen,  wenn  sie  am  Rande  der  Fläche 
mit  dem  vorgeschriebenen  Werte  ankommen  sollen.  Mau  wird  in 
diesem  Falle  zurückgeben  müssen  auf  die  im  ersten  Paragraphen  ge- 
gebene Methode  and  versuchen,  die  Gleichung  der  Begrenzung  dar- 
zostelleQ  in  der  Form: 

bei  weiteren  Tiecüuaogeu  sind  alsdann  nur  die  Functionen  i{Ji)  und 
anzuwenden. 

Als  spedelle'  Anwendungen  werde  ich,  um  den  Umfiing  dieser 
Abhandlung  nicht  zu  sehr  anwachsen  zu  lassen,  nur  zwei  Beispiele 
geben. 


S.  1. 

Die  61eichgcwichts?erteilang  der  Elektricität  anf 
zwei  unendlich  grossen  Cylindern  mit  kreisförmiger 

Basis. 

Diese  Verteilung  ist  durch  die  Potentialfnnction  vollständig  be- 
stimmt. Diese  Function  muss  den  bekannten  Stetigkeitsbedingungou 
genügen  und  constant  sein  auf  <ier  Peripherie  beider  Kreise. 

Die  Gleichungen  der  beiden  Kreise  seien: 

«s+yS-r^   und  («— a)«+y«-p* 

oder  in  5  und  rj  ausgedrückt : 
Aldi.  4.  Mftth.  «.  rkys.  2.  Beib«,  X«U  IL  ^ 
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^.ri  =  r*   und   ^.ri  —  "  P*  — 

also  ist  auf  der  Peripherie 

rj^j    und    ri  5— „— 

Demnach  ist  zunächst  eine  Function  zu  bcstimracn,  die  ungeändert 


bleibt  durch  die  Substitution: 


5, 


EntWickelungen  anzuwenden,  ist  zu  setzen: 


Um  unsere  früheren 


die  in  m  quadratische  Gleichung  wird  mithin: 

—  (r-  -f     —  a2)m  +         =  0 


also 


m 
;/4 


Diese  Gleichung  besitzt  zwei  gleiche  Wurzeln,  wenn  a-  =  (rxp)" 
ist,  wenn  sich  also  die  beiden  Kreise  berühren,  schneiden  sich  die 
beiden  Kreise,  so  wird  die  Quadratwurzel  imaginär,  liegen  sie  völlig 
von  einander  getrennt,  so  sind  die  Wurzeln  reell. 

1)   Die  beiden  Kreise  berühren  sich,  und  es  sei  o  ■=  r-f-p- 

Ks  ist  zunächst  die  Function  t(^)  aufzustellen,  diese  möge  in  der 
Unendlichkeit  gleich  null  werden  und  sich  durch  die  Substitution  am 
91  vermehren,  ich  setze  also: 


r(5) 


r.Q.n  1 

i-  +  p    \  —  r 


ferner  wende  ich,  um  u  aufzustellen,  die  Form  an: 

und  setze,  da  n  in  der  Unendlichkeit  unendlich  werden  soll  wie  der 
Logarithmus  der  Entfernung: 


also  ist: 


u  —  a  =  /; .  log 


X(ö)(5))  =  ^logsiuTCS), 

sinT(5),  siurfiy) 


Nun  ist  aber 


u  wird  also  gleich  a  auf  den  Curvcn: 


«>a  WO + ff)  8in(T(i?)  +^  »)  -  sin  T«) .  8inr(ij)  =  0. 
Es  besteht  aber  folgendo  Gleichoog: 
flm(»+«}siii(y+c)~Bte«.smy  iln««i]i(0+y+«X 

mitbin  ist  w  »  a  aaf  dem  Corveosystem : 

oder  sc  und  y  eiogefubrt  auf  dem  Cnrvenqrstem: 

V"    «(r+     -  Wr  +  ' 

Da  •  Jede  beliebige  Zahl  sein  darf,  so  stellt  diese  Gleichang 
nnendlidi'  neie  Kreise  dar.  Die  Entfernnng  der  Mittelpunkte  vom 
KnUpiiiikte  sd  em  und  die  Badien  seien  iZ;,  so  ist 

^  =  0  Ro^r 

and 

diese  beiden  Kreise  siüd  die  gegebenen. 
Fmer  ist,  wenn  n  jiositiT: 

also 

c»  — Ä»  =  r. 

Da,  wenn  »  Jln<^  q  ist,  so  liegen  diese  Kreise  sämtlich 
im  Innern  des  zweiten  Kreise,  und  ihre  Peripherien  gehen  durch 
den  Berfibmugspunkt 

Ist  «  segatiy,  so  ist 

die  Mittelpunkte  liegen  also  in  den  ersten  Kreise  und  ihre  Peri- 
pherien gehen  ebenfalis  durch  den  Berührungspunkt  FOr 

n  SS  ±00   ist  e  =  r    uud   Ä  =  0. 

Alle  diese  Kreise  sind  also  eingeschlossen  von  den  beiden  ge- 
gebenen; wenn  wir  mithin  die  beiden  gegebenen  Kreise  als  Grenze 
des  lasseren  Raumes  auffassen,  so  ist  u  im  äusseren  Baume  uur  auf 
dsr  Grenze  gleich  «. 
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lu  der  Unendlichkeit  winl  unendlich  wie  der  Logarithmus  der 
Entfernung,  die  übrigen  Unstotigkcitspunktc  liegen  im  Inneru  der 
Kreise,  wenn  mau  den  Berühruu^'Rpunkt,  wie  es  in  diesem  Falle  auch 
sein  muss,  zu  den  inneren  Punkten  rechnet  Uebrigeus  kann  u  in 
dem  Ber&hrungspiiiikt  keinen  anderen  Wert  besitzen  als  cx,  dies  er- 
kennt man  leicbt,  wenn  u  durch  x  und  y  augedrttckt  wird. 

£s  ist 

coe(ytf )  +  T(  fj))  -  co8(ttf )  ~  tin)) 


u— a  «ib. log 


also 

x  —  r         i^M.  ^tl 

coifL—  i'e*+s  •) 

u  -  klag    W~Z^ 

ÜOB^l^— -         +«     •  ) 

wo 

Diese  Function  ist,  wie  mau  leicht  erkennt,  vollständig  eiudeutig 
bestimmt  bis  auf  den  Bcrühruugspunkt,  hier  kann  u  joden  beliebigen 
Wert  annehmen  und  dieser  Wert  wird  abhangen  von  dem  Wege  auf 
dem  man  zu  dem  Bertthrnngspunkto  gelangt  Da  man  aber  von 
einem  hinreichend  nahen  Punkte  des  äusseren  Baumes  zu  dem  Be- 
rührungspunkte nur  auf  der  geraden  Linie  x^r  gelangen  kann, 
80  wird  in  ihm  die  Exponentialgrösse  unendlich  gross»  das  Aignmeat 
des  Logarithmus  also  gleich  1  und  mithin  « •»  a. 

2)  Die  beiden  Kreise  liegen  von  einander  getrennt  und  es  sei 

Die  beiden  Wumlu  m,  und      sind  reell,  nitUtt  ist  su  setaen« 

da  für  ^  =(x,  logT(£)  =  0  werden  seil: 

flg— -(r*— 1%)        ,      fflj — Wf 

es  wird 


sin  (v log  t(|))  sin  ( v  log  t(i?)) 


u —  o  il'log 


Bin  {V  log  {ht{i) »  sin  (y  log  {ht{n) )) 
wo 

»-«:log-;  i-ffZZ^ 
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Zunächst  crkeiinl  mau,  ilass  a  iti  der  Unendlichkeit  uucmllich 
wird  wie  der  Logarithmus  der  is^atferuaog,  es  wird  gleich  o  auf  den 
Carven: 

es  sei 

10  stellt  diese  Gleichung  die  uueudlich  vielen  Kreise  dar: 

(1  —  J^)ar* 


und 

£8  ist  also 
ferner 


=  0  nod 
«j  —  a  QDd  Ri  =  Q. 

Dieses  niid  die  beiden  gegebenen  Kreise,  diese  s^hlieBsen  ebenso 
wie  im  vorigen  Falle  slmtiiche  übrigen  «n. 

Diese  soeben  auf^fcstellte  t  imction  u  hat  denselben  constanten 
Wert  anf  der  Pcni)hcric  beider  Kreise,  das  ist  offenbar  nicht  dor 
allgemeinste  Fall,  es  kann  auch  u  auf  den  Peripherien  einen  ver- 
schiedenen Wert  besitzen.  Um  eine  solche  Function  zu  erhalten,  ist 
zu  u  noch  der  Ausdroch  ^logv(C).f(i|)  m  addiren  oder 

^  •      (o* — (r»  —  m,))* + a*y* 

IKeser  Ansdnick  ist  onstetiig  nur  in  den  Punkten 

Hin  Ulf  „ 

4B  —  ^,   y  =  0  und   x  ä  — ,   y  —  0, 

also  in  Punkten,  die  innerhalb  der  beiden  Kreise  liegen.  Ferner 
wird  derselbe  auf    der  Peripherie    des  ersten  Kreises  gleich 

^^^r*^^  ^  anf  der  des  zweiten,  also  wenn 

gesetst  wird,  gleich  ^«log^^^^^^^y  anf  beiden  also  oonstant 
ik  der  Unendlichkeit  wird  er  nnll. 
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Um  nun  u  im  aUgemeinsten  Falle  aofzoBtellen,  setze  ich: 

und 

SO  ist 

^1       1,1       C0B(  V  log  t)  —  iie^i  -f  e-^'^O 

WO 

V  — »:logj^;    ^  —  yi^^i  «i  — arctgo» 

Die  3  noch  willkttrlichen  Constanton,  die  in  dieser  Formel  aof- 
treteiif  werden  bo5;timmt  darch  die  Werte  die  u  auf  den  beiden  Kreisen 
und  in  der  Unendlichkeit  annehmen  solL  Ist  die  GesamtmaBse  der 
£lektricität  gleidi  nnll,  so  ist  auch    *  0,  also 

u — a  =  illogT. 

Der  Ansdmck  fBr  »  enthalt  noch  zwei  vieldeutige  Fnnctionen 
den  Logarithmus  nnd  den  Arcus  tangons.    Der  Logarithmus  moss, 

da  u  reell  ist,  ebenfalls  reell  sein,  also  ist  er  eindeotig  bestimmt 
Anders  der  Arcus tangens.  Zunächst  ist  klar,  daus  man  au  SloUe 
Yon  arctg»  setzen  kann 

wenn  gf  der  Winkel  ist,  den  die  beiden  Verbindungslinien  der  Punkte 

f>S—  ffi^  ipS^. 
X  —  — y  —  0  und  »  —  — y  —  0 

mit  dein  Punkte  xy  bilden.  Da  h  in  der  Unendlichkeit  logarithmisch 
unendlich  worden  soll,  so  muss  arctgo)  0  für  ?  ==or  sein,  liierans 
folgt,  dass  n  0  sein  muss,  mithin  ist  auch  der  Arcus  tangens  ein- 
deutig bestimmt. 

Streng  genommen,  müsste  (p  in  der  für  y  positiven  TIalbaxc  das 
entgegengesetzte  Vorzeichen  annehmen,  wie  iii  der  für  >/  uegativeu, 
wir  können  aber,  da  der  Wert  von  u  hierdurch  nicht  geändert  wird« 
festsetzen,  dass  9  stets  das  positive  Vorzeichen  besitze^ 
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Ebenso  wie  o  hat  auch  t  eine  leicht  /u  uborsohoiuie  gcomotri- 
Bcbe  Bedeutung.  £s  seicQ  und  die  Entfcrnungcu  dos  Puuktcs 
sxy  von  den  beiden  Punkten 


s  Ä  y  «=•  0   und  «  =  — —-5,  ^  —  0, 

BO  ist 

also  läwt  8ich  i*  scbliesalicb  schreiben: 

^  co8^2v  log  ^)  -  Kc^*^^  + 

tt— a==2-41og^+^log   j.  V   — 

^  C08^2v  log  ^  j  -  J(<^^^  + 

Dio  ünttetigkeitspunkto  der  Function  u  liegen  sämtlich  auf  der 
X  Achse  und  innerhalb  der  beiden  Kreise  mit  Ausnahme  des  Unend- 
lichkeitspiuikteB.  Wird  a     r-|-^,  also  wo  geht  die  Fnne- 

tioB,  wie  man  sieh  idcht  flbemngen  kann,  ftber  in  die  flir  zwei  sich 
herlUirende  Kreise  entwickelte  Potentialfimction. 

liegen  die  hdden  Kreise  in  einander,  so  Iftsst  sich  dio  Poten* 
tiallvnction  leicht  ans  der  obigen  ableiten. 

3)  Die  beiden  Kreise  mögen  meh  sdraddeU)  also 

Es  ist  mithin  4r*^*— (r*+p*— a*)«  eine  positive  Qrdsse,  sie 
sei  gleich  IK  femer  sei 

X 


80  aetie  ich,  damit  für  \  =qd  «(Q  =  0  wird: 

X 

^^^^     2aC— (««4-r»— V)  • 

atoo 

ü — B—i-log-—  

smi 


Km  ist 


Digitized  by  Go 


arctg  t  (jj  -  arctg 
and 

A(2<>a+i?)-2(a^  +  r'-p^))  


arctg 


a 

Ferner  ist 
•wiS  y({) — arctgf(^) 


[(-  -  ^^T+'--»] 


—  arctg 


Es  sei  nnn 


05  — 


k  -  2« 

a 


und 


— 27—; +1^-2;.; 

V*  2^--)  +  V+'2a) 


90  wird 


wo 


*    "  ~       C08(2y,(arctgt +2-4))  —  J(«»iiog«-}- a-».i«««^) 


Vj  —  «:2arctgiii;       — *n;tg^^^  , 


In  der  Unendlichkeit  wird  t  mithin  mnss,  da  der  Cosinus 
gleich  1  werden  soll,  arctg  =  0  fOr  t  =  0  sein.  Der  Arctg  wird 
sich  also,  da  t  erst  nneadlich  wird  auf  der  Peripherie  des  Kreises 
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«  ~ — J'^^'^io*'  KröwB,  der  sich  nicht  im 

äusseren  Räume  befindet,  stets  in  dem  Intervall  —  ^  und  4~  ^ 
finden.  Hiermu  ergeben  sich  auch  sofort  die  Werte,  die  arctgm  nnd 

arctg^^^j^^  anzonehmcn  haben. 

lü  der  Tat ,  u  soll  =  a  sein  auf  den  beiden  gegebenen  Kreisen ; 
seist  man  r*+y'  «r*,  so  wird  t  —  —  ,  y-^  ^\  die  beiden  Co- 
sinose  mdssen  aber  einander  gleich  werden,  dies  kann  nur  dann  ge- 
schehen, wenn  auch  arctg^,_|^^;_;^p  sich  in  dem  Intervalle  —  ^ 

und  -J-  2  befindet. 

Setzt  man 
10  wud 

X 


linn  ist  aber 

«=•  —  arctgm 

deoBnach  mnes  damit  in  diesem  Falle  die  beiden  Gosinnse  einander 
gleieh  werden  arctgm  dnrch  die  obige  OMdiung  bestimmt  sein,  also 

ist  auch  arctgm  eindeutig  bestimmt 

Ich  gehe  non  ttbmr  zu  der  geometrischen  Bedentimg  der  in 
Torkommenden  Fnaetioiien. 

Es  ist  -  die  gemeinschaftliche  Sehne  der  beiden  Kreise,  die 

a 

i:)ntfernnng  des  Schnittpunktes  dieser  Sehne  mit  der  Centralen  vom 

Nollpuukte  ist  ,  und  seine  Eutferuuug  vom  MittelpuükLu 

des  zweiten  Kreises  —  . 

Verbindet  man  den  Pnnkt  xy  mit  den  beiden  Schnittponkten  der 
bsiden  Kreise,  so  ist  der  Winkel,  den  diese  beiden  Vcrbindongslinien 
nHeuander  bilden  arctgT,  wo  9  positiv  oder  negativ  zn  nehmen 
ist,  je  nachdem  t  positiv  oder  negativ  ist 
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Feroer  aei 

so  sind  «  uud  ß  die  Winkel  den  die  Centrale  mit  den  beiden  [.inien 
bildet,  die  einen  der  Schnittpunkte  mit  den  hoiden  Mittclpniikten 
verbindet;  sie  müssen  immer  spit/c  ^^'iakci  sein  uud  liubca  das  posi- 
tive oder  negative  Vor/'  idicti ,  je  nachdem  das  Argument  ihres  Ar- 
cus taugcus  positiv  oder  uegativ  ist. 

Die  Uostetigkoitspnnkte ,  die  die  Function  besitzt,  können,  wie 

man  leicht  besonders  unter  Zuhülfenahmo  der  geometrischen  An- 
schauung findet,  niemals  ausserhalb  der  beiden  Kreise  liegen,  folglich 
ist  auch  die  Function  u  selbst  in  dem  allein  zu  betrachtenden  Raumo 
eindeutig  und  stetig.  Natürlich  ist  hierbei  der  Uueudlichkeitspunkt 
ausgcuouuueu. 

W&brend  dio  Kiveavcurven,  also  die  Gorren  u  =  Gonat  bei  den 
bisher  betrachteten  Fanctioaen  stets  tranBcendento  Garreii  sind, 

können  bei  dieser  Function  auch  algcbraiscbo  Cupven  auftreten,  die 

eiuzigc  Bedingung  daftir  ist  die,  dass  das  Vcrhältuiss  jt:  arc tgm 
eine  rationale  Zahl  ist.   Der  erste  hierher  gehörende  Fall  ist  der,- 
dass  sich  dio  beiden  Kreise  rechtwinklig  schneiden,  alsdann  ist  näm- 
lich arc  tgm  » 

Zur  weiteren  Berechnung  wende  ich  die  Formel  an  bei  der  « 

und  y  noch  nicht  eingeführt  ist. 

Es  ist  in  diesem  Falle 
ferner  ist 

sin(2arctgT«))  =  j^^,^5^  -  r^^^^^2^.^2ar^^^A 
"  t(«5-r«)C+r«(a-|)|a 

da 

«*  =  r»  +  ,,2  ist 

Demnach  wird 
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Ist  u  =  o,  SO  wird  dio  Gleicbaog  der  Niveaucurvo: 
a»(x'  +  y*)  —  2ar»  a;  +  r*  =  (x»  +  y »)«  -  2a(x»  +  y^)x  +  a^{x^  +  5^») 
also 

((«-«)«  +  y»-(a»-r«))(x»  +  y«-r«)  «  0. 

Diese  Gleicbong  stellt  dio  beiden  Kreise  dar. 

Man  bätte  Qbrigens  auf  diese  Function  dircct  auf  einem  äusserst 
leichten  Wege  gelangen  können,  wenn  man  sieb  dio  Aufgabe  gesti'llt 
hätte,  diejenige  Potentialfuuctiou  zu  bestimmen ,  deren  Nivcaucurven 
Conen  yicrten  Grades  sind ,  die  sieb  jedoch  für  einen  bestimmten 
Wert  ?on  u  in  zwoi  Kreise  zerlegen. 


§.  2. 

Die  stationäre  elektrische  Strömung  iu  leitenden 

Platten. 

Es  seien  u  «=  a  die  Curven  gleichen  Potentials  und  v  =  ß  die 
Strömangslinien ,  so  ist  das  Problem  analytisch  ausgedrückt  folgeu- 
des: 

Es  sind  diese  Functionen  derartig  zu  bestimmen,  dass  sie 

1)  der  Gleichung 

gentigen,  dass 

2)  die  Gleichung 

du  dv  .du  dv  ^ 
dx  Bx'  dl/  By 

Stattfindet,  dass 

3)  V  constant  ist  auf  der  Grenze  der  Platte,  und  dass 

4)  tt  im  Innern  der  Platte  mit  Ausnahme  der  Ein-  und  Aus- 
Btrömungspunkto  eindeutig  und  stetig  ist,  in  diesen  Punkten  jedoch 
unendiich  wird  wie  der  Logarithmus  der  Entfernung. 

Es  sei 

5  «  tp(r})    oder  i?  =  9(0 
die  Gleichung  der  Begrenzung,  so  setze  ich: 

u~a=  x(0  +  x(g)(5))  +  x(i?)  +  x(gD(»?)) 
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BO  sind  die  Bodioguugen  1),  2)j  3)  erfüllt. 

Um  der  Bedingung  4)  Bechnungzu  tragen,  dnd  zan&chst 
Functionen  <p{^)  nnd  9(17)  zn  nntersnchen.  Diese  FnnctiooeB  nnd 
Wurzeln  einer  Gleichung  nten  Grades  die  auf  der  Grenze  der  Platte 
übergehen  müssen  in     oder      D.  h.  wenn 

ist,  so  muss  auf  der  Grenze  der  Platte  A  x  und  B  ^  —y  werden. 
Im  all;,'LiiieiTioTi  wird  aber  dieses  nur  stattfinden,  weuu  A  und  B  im 
luucrn  der  Platte  gewisse  Linien  nicht  überschreiten.  Bleiben  A  und 
B  stetig,  so  werden  sie,  wenn  diese  Linien  von  ihnen  überschritten  sind, 
im  allgemeinen  mit  einem  andern  Werte  als  dem  verlangton  an  der 
Grenze  ankommen,  oder  aber  sie  müssteu  anf  diesen  Linien  einen 
Spmng  machen,  dessen  GrOssa  abliängig  ist  von  dem  Orte. 

Bei  der  Ellipse  z.  B.  ist  die  Brennlime,  oder  die  Verbindung- 
linie  der  beiden  Brennpunkte  eine  solche  Unstetigkeitslinie. 

Ist  dies  der  Fall,  so  kamt  man  die  Fnnction  ^(E)  und  also  auch 

die  obigen  Formeln  direct  nicht  anwenden.    Lässt  sich  jedodi  die 

Glcichnug  der  Begrenzung  schreiben  in  der  Form : 

wo  10  eine  rationale  Function  bedeutet,  so  kann  mau  setzen: 
u  —  a^£x     log  ( »(5)  —  a^)  ( w  (17) — «a) 

nnd: 


Man  erkennt  leicht,  dass  diese  Fanct^onon  allen  Bedingungen 
genügen,  auch  die  Lage  der  Einströmung^ punkte  ist  leicht  zu  finden. 
Zn  bemerken  ist  noch,  dass,  wenn  die  Fnnctionen  in  dieser  Form 
an^^teHt  werden,  die  Einstrdmnngspnnkte  sich  stets  anf  der  JT  Achse 
befinden  müssen.  Sind  nnr  zwei  Unstetigkeitspankte  vorbanden,  so 
kann  man  diets  stes  erreichen  dadurch,  dass  man  die  X  Achse  dorcb 
sie  hindnrchlegt,  sind  jedoch  mehrere  vorhanden,  so  muss  man  das 
Problem  teilen,  immer  zwei  Einströmungspunkte  nehmen  nnd  die  dazu 
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gehörigen  Functionen  aufsuchen,  die  Summe  der  so  erhaltenen  Func- 
tionen giebt  dann  schliesslich  die  verlangte. 

Lüsst  sich  die  Gleichung  der  Begrenzung  jedoch  nicht  in  der 
obigen  Form  darstellen,  so  kann  man  die  Functionen  <p{^)  auch  dann 
noch  benutzen,  wenn  die  endlichen  Unstetigkeitcn  constant  sind,  d.  h. 
wenn  die  Differenz  der  beiden  Werte,  die  A  oder  B  anf  beiden  Seiten 
der  Unstetigkcitslinie  in  gegenüberliegenden  Punkten  besitzt,  stets 
ünabhängig  vom  Orte  ist.  Die  Einführung  einer  periodischen  Func- 
tion von  <97(0,  deren  Periode  gleich  dieser  Differenz  ist,  genügt,  um 
diese  Unstetigkeitcn  zu  vernichten. 

Sind  diese  Unstetigkeitcn  jedoch  abhängig  vom  Orte,  so  müsste 
man,  um  sie  fortzuschaffen,  eine  Function  zu  bestimmen  suchen,  die 
sich  nicht  ändert,  wenn  man  zu  ihrem  Argument  die  Differenz  der 
beiden  Unstetigkeitswerte  addirt 

Dieses  Problem  greifen  wir  nicht  direct  an ,  sondern  wir  ver- 
suchen, die  Unstetigkeit  constant  zu  machen.  Hierzu  dient  die  im  ersten 
Paragraphen  entwickelte  Methode.  Die  mit  Hülfe  dieser  Methode 
gefundenen  Functionen  sind  durch  Integration  bestimmt,  und  in  der 
Gleichung 

+  Tain)  = 

die  die  Gleichung  der  Begrenzung  darstellen  soll,  tritt  a  als  Integra- 
tioDSconstante  auf,  die  für  einen  bestimmten  Wert  die  Gleichung 
der  Begrenzung  giebt 

Sind  nun  Xi  uu^  tä  eindeutige  Functionen  in  der  Art,  dass  sie 
keine  Wurzelgrösscn  enthalten,  so  wird  auch  «  eindeutig  sein.  Ist 
dies  jedoch  nicht  der  Fall ,  so  wird  a  im  allgemeinen  ebensoviele 
verschiedene  Werte  annehmen,  als  diese  Functionen  vermöge  der  in 
ihnen  auftretenden  Wurzelgrösscn  besitzen,  so  dass  zu  jedem  Wurzel- 
werte auch  ein  bestimmter  von  a  gehört.  Die  Functionen  %  jedoch 
werden  im  allgemeinen  beim  Durchlaufen  der  Platte  in  einander  über- 
gehen, es  wird  alsdann  auch  aus  dem  einen  et  ein  anderes  geworden 
sein  müssen,  dies  ist  jedoch,  da  a  constant  ist,  unmöglich,  wenn  es 
nicht  selbst  den  Sprung  ax  —  oti  gemacht  hat.  Diese  Unstetigkeitcn 
sind  aber  constant,  und  lassen  sich  stets  fortschaffen,  dadurch,  dass 
mau  an  Stelle  von  %  eine  periodische  Function  von  %  einführt  mit 
den  Perioden  ax  —  o^  (A  =  1  ...  n) ,  wenn  ...  die  verschiedenen 
Werte  sind,  die  a  annehmen  kann.  Es  sei  oo  eine  solche  Function, 
so  wird  man  zu  setzen  haben: 

tt— «=.  2:Aw»AlogjQ)A(x(5)).  wA(z(i?)).«A(a  — x(0)- w/(a  — 

und 
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X(^)) 


t 


Berücksiclitigt  mau  jeduch,  dass  die  Functionen  %  im  allgemeinen 
Abcische  Integrale  sein  werden,  also  auch  die  Vieldeutigkeiten  der- 
selben ])csitzen,  die.  <!a  ca  im  Innern  der  Platte  eindeutig  sein  muss, 
aucb  turtzuscbaüen  sind,  so  muss  man  dem  a  auch  noch  diejenigen 
Perioden  erteilen«  die  hierzu  nötig  Bind. 

Din  tö/.  iu  ileji  oljigon  Formeln  unterscheiden  sich  voa  einander 
nur  durch  ihre  >4ullpuukte,  es  soll  t»x  in  dem  Pnukte  ßx  gleich  null 
werden. 

Das  elnfochste  Beispiel,  welches  dazn  dienen  kann,  das  oben  Ge- 
sagte zu  oriäuteru,  ist  die  Strömung  durch  eino  elliptische  Plütte. 

Die  Gleichang  der  Ellipse  sei 


hieraus  folgt: 

niin  aber  ist 

(Ä«— -  ±2tt6  y««— (a«— i>5 

eingesetzt,  ergiebt: 

y  t^"" — (a- — ö')ä^ + y  — — =  0, 

demnaeh  ist: 


oder 


also 


^  ^  9(0  =  J^t  '\{a'+l^')l±2ab  V^* - (a« - b*) | 


Die  Gleichang  der  Begrenzung  ist  also  entweder: 


oder 


(5  -y5«-(ä«-A»))(ij-y^-(a»-Ä»))-«,. 


Es  ist  »1  und     zn  bestimmen. 
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Beide  Gidichangen  mit  eiuandor  moltiidieirt»  giebt: 
beide  Gleiehnngen  zu  einander  addirt: 

TOB  dllander  subtrabirt: 

«Vif« -  (a«- i«)  +^      -  (a» - 6«)  -       -  «,), 
diese  qnadrirt: 

2e*.i3«-(a«— V^^^*^^.  Vn'^-i^'-^^) 

die  Worael  eUminirt: 

(6«-.a*)(5^+i|*)  +  (a,+i4)€.,,  -  K«, 

Ans  dieser  Gleichung  folgt  uutu 

»  2(a»+Ä«) 

and 

also  ist  eotweder: 
oder  gleich  (a — 5)* 
und 

oder  gleich  (a-j-^)^- 

Im  Innern  der  Platte  kann  jedoch  auch  f  in  zwei  TerBcbiedenen 

Punkten  den  entgegengesetzten  Wert  erhalten  and  man  kann  von  dem 

einen  Punkte  zu  dem  anderen  immer  auf  einem  Wege  gelangen,  auf 
dem  die  Quadratwurz*  1  iiiclit  null  wird,  auf  dem  sie  also  ihr  Vor- 
zeichen behält,  mithin  geht  alsdann  die  erste  Form  in  die  zweite 

llber,  und  mau  moM  von  iog(C4' eine  Function  bilden, 

die  die  Periode  2  log         besitzt,  ferner  muss  diese  Function  aber 

a  —  o 

auch  noch,  da  der  Logarithmus  unendlich  vicldenlig  ist,  die  Periode 
2ji»  erhalten,  sie  wird  also  eine  elliptische  Fnnetion  sein  mit  den 

Perioden  21og  — — r  nnd  2»». 

Bei  der  Aufstellung  derartiger  Functionen  muss  man  aber  Stets 
die  einfachsten  nehmen,  ich  setze  demnach,  wenn 

-  log  (H-VP'— 


Digitized  by  Gc)  ^ 


80  Ohnttorge:  Zur  JtUegratiM  der  GtmdwMg  JhKssO» 

Die  beiden  coustanton  Grössen  m  und  k  sind  aus  den  beiden  Perioden 
zu  bestimmen. 

Der  Madul  h  ist  dndcutig  bestimmt  darcb  die  Jacobi'sche  Grösae 


da  aber 

und 

Ist,  80  ist 
und 


2K' «  2m7t 


n 


Auch  K  und  A'^  sind  durch     eindeutig  bestimmt. 

Es  werde  nun  0  unstetig  in  den  Paukten  i    tii,  i|  —    und  ei 

sei 

-  log(5+y5«-(a«-&«))-logffA+l/^»  -(«"-Ä«)), 

so  wird  die  Gleichung  der  Begrenzung 

-  log  «+log .  (K  4-  V5A>-(«*-4«))te+yi?A*-(«^^)) «  /»A 
demnach  selse  Ich: 

tt— «  =  .SAmAlogldnam— ;       .  sin  am  — X 

sin  am  —  ÜJA-'«il(5))siüam  ~-  (^A— 
und  also: 

A"'  A' 
^  sin  am  —  za(5)  .  sin  am  —{ßk  — 3a(H)) 

— T-^  = -SimAiog  ^   ■ 

sin  am-—  »A(fl) .  sin  am — (|J A  -  «aC«?)) 

Mit  Hfllfe  der  soeben  entwickelten  Methode  ist  aber  das  Problem 
der  elektrischen  StrOmnng  ToUrtändjg  gelOst,  wenn  die  Begrensimg 
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der  Platte  durch  eine  einzige  algebniscbe  Oldehnng  dargeetellt  wer- 
den kmn. 

Besteht  die  Bcgrenzang  der  Platte  ans  mehreren  algebraischen 
Curen,  lo  hftngt  das  Problem  nb  von  der  Beatinunnng  einer  im  In* 
Hern  der  Platte  stetigen  nnd  eindentigen  Fnnetion,  die  sieb  nieht 
ftnderl»  wenn  man  an  Stelle  des  Arguments  eine  dnrob  die  spedelleren 
Bediagnngen  des  Problems  bestimmte  Fnnetiott  seilt 
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Die  ümkehrung  des  Grundgedankens 
von  Hindenbiirg's  combinatorischer  Analysifi. 


b)  Bte  weBinrer  gewviuilieheii  CttmbiiiAtioneii  shiI  VarlAttoiifla» 

(Comb,  wid  Yar.  mit  eingeschrftnkter  Wiedorholnng  und  Var.  zu  be- 

stimmtcu  Sammen.) 

In  dem  mteii  Abtcbnitte  dieier  Abbtndluig,  der  mI  8.  487— 
434  abgediuekt  worden  iit«  batten  wir  diejenigen  T^e  der  Com* 
binationBlebre  bebandelt»  anf  die  man  sieb  in  der  Regel  bei  dem 
Scbnlnnterricbt  bescbrftnkt  Es  bliebe  nodi  abrig,  den  Gmndgedaaken 
nnaerer  Arbeit;  der  aicb  anf  dem  bliher  betracbtetcn  Gebiete  lo 
fruchtbar  gexeigt  bat,  auch  anf  diejenigen  ZuBammensteHungen  ge- 
gebener Elemente  sDzawenden,  welche  in  unserer  Zeit,  wo  die  Zwecke 
der  Schale  mehr  in  den  Vordergrund  getreten  sind ,  in  den  meisten 
Lehrbuchern  —  (Beckers  Aritlimutik  bildet  eine  niir  bekannte  Aus. 
nähme)  —  keine  Beachtang  gefunden  haben,  während  sie  im  vorigen 
Jahrhundert  wegen  ihrer  Anwendbarkeit  auf  die  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung von  den  l)ideutendsten  Mathemütjkeni  der  wiederholten 
Erörterung  und  UaUjrsuchung  für  wert  gehalten  wurden.  Dass  der 
angebeno  Grund  wirklich  der  entscheindcndo  war,  erkennt  man  so- 
forty  wenn  man  das  allgemeine  fOr  die  Gombinatorik  als  grundlegend 
geltende  Werk,  die  ars  coojectandi,  etwas  genauer  ansieht  Nicht 
allein,  daas  in  der  Yonrede  Mikolaaa  Bemoulli  ^on  sich  sagt,  dam 


Von 


Friedricli  Roth. 


■f 
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ar  nr  Henuugabe  des  Werkes  eoiucs  Obeims  aufgefordert  worden 
sei,  weflmiiivon  ihm  eine  Schrift  kannte,  in  welcher  er  die  von  dem 
letstenn  ausgebildete  Wissenschaft  auf  Rechtsfragen  angewandt  hatte, 
es  ist  auch  der  erste  Abscbuitt  des  Buches  der  Berechnuiig  der  Wahr- 
seheinficbkeit  beim  Würfelspiel  gewidmet,-  wftbrend  der  zweite  Teil, 
der  die  eigontliche  Gombinatorik  enthftlt,  nur  als  blosse  Zatat  er- 
scheiat,  (^eiehsam  als  anvermeidlicho  Beigabe,  welche  die  HOlfsmittel 
bringt,  die  mau  in  dem  fftr  praktische  Bedttrfhisso  entworfenen 
ersten  Abschnitte  gebrauchen  solL  Ausserdem  wissen  wir  von  Pascal, 
dsss  er  durch  Aufgaben  aus  der  Wahrscheinlicbkeitareehnuug  auf  die 
Betrachtung  der  Combinationen  geführt  worden  ist.  Nun  wird  nie- 
mand die  Wichtigkeit  bestreiteu,  welche  die  Variationen  zu  be- 
stimmten Summen,  sowie  die  Combinationen  und  Variationen  mit  be- 
grenzter Wiederholung  für  die  WahrsclHfinlichkcitsrechuung  besitzen, 
nod  es  erklärt  sich  daher,  warum  die  Mathematiker  früherer  Zeit 
ihre  geistige  Kraft  mit  Vorliebe  an  diesem  Gegenstande  übteu.  Da- 
gegen ist  wol  der  Mangel  an  Durchbildung  und  wissenschaftlicher 
Strenge  der  einschlägigen  Beweise  und  Formeln  daran  schuld,  dass 
gerade  diesea  Gebiet  bei  dem  Unterrichte  wenig  Beachtung  findet. 
Um  so  mehr  scheint  es  geboten,  gerade  hier  den  Versuch  zu  wagen, 
durch  neue  Auffassung  bessere  Ableitungen  zu  schaffen  und  allge- 
aaino  Gesichtspnnkte  für  solche  Aufgaben  anzustellen,  die  bis  jetzt 
nur  durch  robea  Probiren  und  durch  Auiftthrung  in  bestimmten 
Zshlen  geUtot  worden  sind. 

Belraditflii  wir  snnichst  die  Combinationen  mit  eingeschränkten 
Wiederholungen.  Hier  giebt  es  schon  dne  allgemeine  Formel ,  aber 
aidit  für  eine  bestimmte  Classe,  sondern  fhr  die  Ansabl  der  Com- 
plexionen  durch  alle  Glassen  susammengenommen,  von  der  ersten 
safiiteigend  Iiis  zu  derjenigen,  welche  durch  die  Summe  allen  Wieder- 
bohingsozponenten  bezeichnet  wird.  Weingärtner*)  leitet  merkwür- 
diger Weise  diese  Formel  gar  nicht  ab,  sondern  teilt  sie  ohne  Be- 
weis mit.  Er  entwickelt  nur  das  Gesotz  für  die  Anzahl  der  einzelnen 
Ordnungen,  d.  b.  derjenigen  Gruppen  der  Formen,  die  dann,  wenn 
die  Elemente  alphabetisch  oder  umgekehrt  sich  folgen ,  mit  je  einem 
gleichen  Buchstaben  beginnen.  Im  Uebri-^en  verweist  er  auf  Jac. 
Beruoulli.  Dieser  selbst  aber  rechnet  in  der  ars  coujectandi  eigcnt- 
Uch  nur  ein  Beispiel  aus,  indem  er  vier  Elemente  d  annimmt 

«od  als  Dimensionen  —  wie  er  treffend  die  höchtmöglichsto  Anzahl 


Johana  Christoph  Weingirtner,  Coiiraelor  in 
der  eoBibiiiatorifflheii  Amaljtit  ueb  der  Theo 
Wrf.  Leipeig,  bei  OerharJ  Fleiicher  dem  Ji 
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der  WiederTioliiii^eii  nennt  —  nnr  bestimmte  und  zwar  kleine  Zahlen 
wählt.  Daraus  folgert  er  ohne  weiteres  die  allgemeine  Regel.  Da- 
gegen findet  sich  in  dem  Exemplar  seiner  Schrift ,  das  ich  aus  der 
GOttiDger  Universitätsbibliothek  erhalten  habe,  eine  lateinische  Rand- 
bemerkung, in  der,  allerdings  anch  nur  für  Tier  Elemente,  ein  Be* 
ireSs  aufgesteUt  wird,  der  es  mir  wert  za  sein  scheint,  dass  er  der 
Oeffentiichkeit  Qbergeben  werde.  Nach  einer  andern  Bemerknug  von 
gleicher  Tinte  und  gleicher  Handschrift  stammt  er  Yom  Jalire  173€» 
kdnnte  also  nicht  von  Kästner  herrftbren,  da  dieser  erst  swanzlg 
Jahre  sp&tcr  nach  GOttiugen  kam.  Der  Beweis  lautet  unter  Bei- 
behaltung der  Interpnnction  und  der  mathematischen  Schreibweise 
seines  Urhebers: 

Sint  inveniendae  coniunctiones  iitUurar.  a*^b^c*di,  Patot  soUus 
a  dari  coniunctiones  m-|*l  quarum  prima  est  ifi  altima  a«*.  Hamm 
euivis  si  aocedat  dantnr  novae  coniunctiones  «t-t-l,  et  bis  novis 
si  addatur  aliud  6,  rursus  novae  m+ 1,  et  cum  haec  additio  propter 

äeri  possit  r  vicibus,  patet  acccdere  novas  coniunctiones  rX««+l- 

Quare  numerus  coniuuctionum  o*»&'  est  w+l  +  rXm-hl  =  m+1 

Xr-fl.  Uis  accodere  possnut  ob  o'  coniunctiones  m+l  Xr+l 
X  t  in  (luibus  est  c.   Quaro  fit  numerus  coniuuctionum  ä^b^t^  « 

X  *^ +ir4l^  X 

sie  progrediendo  patet  acccdouto      summam  coniunct.   osse  m-f-l 

XHPixt+ixa+i. 

Ein  ganz  allgemdner  und  strenger  Beweis  ist  meines  Wiaseos 
noch  nicht  gefanden;  und  doch  giebt  es  nichts  Leichteres  als  das, 

wenn  man  nur  die  Httlfsmittol  benutzt,  die  wir  im  ersten  Teile  dieser 
Abhandlung  augegcbcu  habcu, 

Es  seien  gegeben  die  n  Elemente  a,  c  ...  m,  die  höchste  Zahl 
der  erlaubten  Wiederholungen  sei  bzhw.  «,p,  y...  Daun  würde  die 
Aufgabe  nach  Hindenbnrg'ä  Ausdrucksweise  heissen;  Suche  die  An. 
zahl  der  Combinationcn  für  den  Zeiger  a^bßcy  ..:  mP.  Nnn  haben 
wir,  wenn  wir  die  Kullioncu  mit  rechnen  und  die  einzelnen  Com- 
piexionen  durch  ein  Plusaeichen  verbinden, 

als  Arten,  die  nur  a  enthalten: 
als  Arten,  die  nur  b  enthalten: 
als  Arten,  die  nur  e  enthalten: 
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endlich  al8  Arten,  die  aar  m  outhalton: 


Mit  AusDahme  der  1  soll  jedes  Glied  aus  einer  dieser  n  wag- 
rechten  Reihen  mit  einem  jeden  beliebigen  Glicdc  der  anderen  Reihen 
zasammengestellt  werden ,  doch  so ,  dass  niemals  mehr  als  ein  Sum- 
mand aas  derselben  Zeile  vorkommt.  £s  gicbt  unter  den  durch  solche 
Zusammenstellung  entstehenden  Productcn  anch  solche,  die  weniger 
denn  n  Potenzen  als  Factorcn  haben.  Diese  multiplicire  ich  so  oft 
mal  mit  1,  dass  die  Auzahl  der  Factoren  überall  n  beträgt.  Ordne 
ich  dabei  die  Buchstaben  nach  dem  91^(£  und  füge  die  Einsern  au 
der  Stelle  der  fehlenden  Elemente  ein,  schreibe  also  z.  B.  für  ae^m*^ 
das  Product  a.l.c*.l.l  ...  l.m*,  so  leuchtet  jedem ,  der  sich  die 
Regeln  der  Multiplication  vergegenwärtigt ,  sofort  ein ,  dass  die  in 
der  Aufgabe  goforderten  Combinationen  weiter  nichts  sind  als  die 
Glieder  desjenigen  Polynoms,  dass  ich  bekomme,  wenn  ich  die  oben 
stehenden  n  wagerechten  Reihen  mit  einander  multiplicire  und  dabei 
den  Einzelmultiplicator  immer  hinter  seinen  Multiplicaudon  schreibe. 
Sollen  jedoch  die  Nullionen  nicht  mit  gezählt  werden ,  so  muss  ich 
das  1**  wegnehmen,  das  durch  Multiplication  der  n  ersten  unter  ein- 
ander stehenden  Summanden  entsteht.  Wie  früher  verwandeln  wir 
die  Summe  des  polynomischen  Hauptproductos  in  die  Anzahl  der 
Glieder,  indem  wir  jede  Potenz  der  Elemente  gleich  eins  setzen.  Da- 
durch aber  wird  die  erste  wagerechte  Reihe  zu  l-f-«,  die  zweite  zu 
l-^-ß  u.  8.  f.,  mithin  die  gesuchte  Anzahl  der  Formen 


wo  fi-i  den  im  Alphabet  vor  ^  vorhergehenden  Buchstaben  be- 
zeichnet 

Ist  bei  den  Combinationen,  am  die  es  sich  hier  handelt,  und  bei  den 
entsprechenden  Variationen  die  einzelne  Classe  vorgeschrieben,  so 
hat  man,  so  viel  mir  bekannt,  bisjetzt  zur  Auffindung  der  Auzahl 
der  Arten  weder  eine  allgemeine  Regel  noch  eine  Formel.  Sind  die 
Wiederholungsgrenzen  in  bestimmten  Zahlen  gegeben,  so  lehrt  uns 
Jac.  Bernoulli  Tabellen  entwerfen,  mit  deren  Hülfe  man  die  gesuchte 
Grösse  ableiten  kann.  Doch  ist  dieses  Vcrfalireu  mühselig,  weil  mau 
die  niedrigeren  und  meistens  auch  die  nächst  höheren  Classen  mit 
berechnen  muss.  Betrachtet  mau  dagegen  die  Elemente  einer  jeden 
Complexion  als  Factoren,  so  ist  nach  dem  oben  Ges^^^folgendos 
unmittelbar  klar.  — - 


(l  +  a)(l+/J)(l  +  y) 


•y  Googli 
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Sollen  die  n  Elemente  e  ...  t  in  der  angegebenen  Weise 
zur  f/»ter  Classe  zusammengestellt  werden,  so  ist  die  Anzahl  aller 
Arten  der  botreffenden  Variationen  aasgcdrUckt  durch  die  Samme  der 
Cocf&cicnteu  der  polynomischen  Beihe,  die  durch  Aasrechnang  Ton 


entsteht,  unter  Weglassung  aller  derjenigen  Glieder,  welche  eine 
solche  Potenz  der  ursprünglichen  Summanden  a,  b  u.  s.  f.  enthalten, 
deren  Expoueu'  die  zugehörige  Grenze  der  Wiiiierholungen  über- 
schreitet Die  Anzahl  der  übrig  bleibenden  Glieder  giebt  uns  zu- 
gleich die  Menge  der  ciitsjjrf  c  bLiiden  Combiuationen.  Ist  keine  der 
Dimensionen,  die  für  die  Wiederholungen  gestattes  sind,  kleiner  als 

80  bleibt  die  Potenz  der  nglicdrigen  Summe  a-f-&+  <  voll- 
ständig, und  man  erhält  die  bekannten  Formeln  likr  die  gemeioea 
Variationen  und  Combinationen  m.  W.  Man  kann  also  die  snletzt 
gegebene  Begel  als  den  allgemeinen  Sats  ansefaeo,  unter  der  die  un» 
beschränkte  Wiederholung  als  besonderer  Fall  gc*hört 

Diese  Regel,  welche  die  hier  zu  betrachtenden  Zusammenstel- 
lungen anf  den  polynomischen  Lehrsatz  znrflckführt«  bietot  znnächst 
eine  Erlelchtorung  des  Verständnisses  bei  der  Berechnnng  der  Anzahl 

der  Combinationen,  wenn  nur  für  ein  Element  die  Wiederholung  be- 
schränkt lät. 

Suiil  7.  n.  unter  den  n  Elciueiiteii  für  t  allein  ?r,  für  alle  an- 
deren dagegen  m  Wiederholungen  zulässig,  wobei  to  kleiner  als  m  ist, 
so  fallen  in  der  Reihe  für  (a-|-6  +  c+  . . .  H-O"*  alle  diejenigen 
Glieder  wog,  welche  Potcii/cn  von  ("'^^  aufsteigend  bis  tv*  enthalten. 
Von  diesen  Gliedern  sind  aber  so  viele  vorbanden,  als  sich  die  übrigen 

»— 1  Buchstaben  zu  denjenigen  Classen  mit  Wiederholungen  com- 
biniren  lassen,  deren  Dimensionen  mit  den  Jedesmaligen  zwischen 
10  +  1  und  m  liegenden  Exponenten  von  i  zusammen  m  ausmachen, 
ihre  Anzahl  ist  also  unter  Benutzung  Ton  4) :  *) 


*)  Anmerkung.  Liider  iit  in  dem  ersten  Toilo  meiner  Abhandlang  auf 
der  linken  Seite  dieser  Gleiehimg  ein  Dmekfehler  äbefiehea  wofdea.  Es  steht 
dort  ^C(r),  wolUr  •elbitverstladlieh  *0(n)  sii  tetien  ist   Wilt  man  fibrigeos 


Qldchung  4)  mit  dem  von  Bernh.  Eoler  gefandenen  Satze,  fftr  die  ich  an 
jener  Stelle  aof  Baltaer'e  Elemente  Tcrwicscn  habe»  in  Vergleichnng  bringen, 
io  Mise  man  n-|-«— r  -Issp,  dann  lantel  sie: 


ia+b+e+  ... 


m 
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Fftr  ÖM  in  der  Ao^be  Gesuclite  eigiebt  sich  mithin 

Der  Torieil,  den  diese  Fennel  gewflfart,  tritt  besondeft  dann> 
hervor,  wenn  die  Claseennlil  sehr  gross  ist  Man  Tersnehe  2.  B.  die 
AanU  der  Gombinatioaen  zur  100.  Glasse  fikr  die  Zeiger  a^oa^iM^M 
Bit  HflUe  der  Benioiilli'schen  Tabelle  sn  berechnen ,  nnd  man  wird 

hald  ermfidet  den  Ann  sinken  lassen,  während  sie  nach  unserer  Vor- 
schrift eiulacli  wird 

.aa)--C(3)  =  Q)  -  Q  -  8161  -M  -  613a 

Sollen  die  Combinationen  so  ausgeführt  werdeu ,  Jass  hei  einem 
Teile  der  Elemente  die  'Wiederholungen  anbeschränkt,  hei  den 
andern  dagogen  vorgeschrieben  sind,  dergestalt,  dass  bei  diesen 
nur  eine  bestimmte  Menge  gleicher  Elemente  vorkommen  darf,  nicht 
mehr  und  nicht  weniger,  so  haben  wir  eine  leichte  Aufgabe  vor  uns. 
Sollen  z.  B.  in  der  mten  Classe  \ou  den  /.tcii  Elementen  «,  h  ...  e 
das  erste,  a  nur  amal,  h  nur  ^mal  u.  s.  f.  zuletzt  e  nur  «mal  ge- 
setzt werden,  w&hreud  die  andern  von  den  gegebenen  n  Elementen 
beliebig  oft  mal  wiedwholt  werden  darfen,  so  sind  so  viel  Arten  vor- 

baadeD,  als  diese  Qfarigeii  n^h  Elemente  sur  «— «— .0— tten 
Oasse  m.      combinirl  werden  kftimeii. 

Bei  den  entsprechenden  Variationen  entwickele  man  die  mte  Po- 
tSDs  der  ngliedrigen  Summe  a-\-b-\'C'\- +1  in  der  Weise,  dass 
man  diejenigen  Momente,  deren  Wiederholung  Torgeschrieben  ist, 

ciaidn  nimmt,  w&hrend  man  die  flbrigen  «— *  aber  an  einem  ein- 
Ilten  Svmmandeo  sosammenlust.  D.  b.  man  reehne  (a'\-b+...+e+ 

/•f^-|-...+*4-i)"*  nach  dem  polynomischen  Satze  für  die  Glieder  a, 
&  ...  «  nnd  'i'O  aus.   Daun  enth&lt  dasjenige  Glied  der 


(*)-ö+(L:0(;)+&i5)r.')+- 

+(!::yrr')++er')c::r) 
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entstehenden  Roihe,  in  welchem  die  Potenzen  a^'bß  ...  «'  vorkommen, 
die  gesuchten  VariationcD.  Ihre  Anzahl  wird  gefooden',  indem  man 
unter  Beibebaltnng  des  Coefficienten  für  jeden  BacbBtabea  1  aetzi^ 
DiM  giebt»  d»  dMm  f+g+  gi^cfa  n—k  wird 

 m\(n — Jb)*—  

Eioe  Groppe  Ton  Elementen,  die  in  jeder  Art  larliMdoi  leia 
loU,  beidehnete  man  frtUier  als  den  Kopf  der  ComUnntlon  (capat 
oombinalionls),  ei  würde  daher  nadi  dieser  Amdmclnweiie  die  vem 

uns  geieste  Aufgabe  boiuen:  Suche  die  Ansah!  der  Formen  fhr  die 

Combin.  und  Var.  ra.  W. ,  die  alle  den  Combinationskopf  a^hß 
enthaltOQ.    Für  die  Combinationen  ohne  W.  hat  schon  Weingärtner 
in  dem  obe»  .angeführten  Bache  eine  LOsnng  dieier  Aufgabe  auf 
8.  264-5  mitgeteilt. 

Mit  Httlfe  der  Formel  (8)  lind  wir  nnn  im  Stande,  anf  heqneme 
Weise  die  Aniahl  der  Variationen  mit  eingeschrftnirtett  Wiederholvngen 
zn  bereehnen,  wenn,  wie  wir  bei  den  enfapreehenden  CombinatioBen 
angenommen  hatten,  nur  fOr  ein  Element  eine  Ton  der  Classensahl 

verschiedene  Dimension  der  Wiederholungen  gegeben  ist.  Wenn 
nämlich,  wie  oben,  die  n  Elemente  a,  fc,  c  ...  i  in  der  mteii  Ciasso 
jedes  mmal,  t  allein  aber  our  u  mal  vorkommen  darf,  so  hätten  wir 
in  der  Potenz  {a-\-b-\-c-{-  ...  4-0'",  da  wir  nach  dem  binomischen 

Lehrsatze  für  die  beiden  Summanden  a-|-&4~  t  entwickeln, 

nnr  diejenigen  Glieder  wegzunehmen,  welche  (  in  einer  hohem  als 
ttften  Potenz  enthalten,  nnd  dann  nnter  Beibebaltnng  der  Coeffici- 
enten für  jeden  der  Bachstaben  a,  b  ...  t  eins  zn  setzen.  Ist  eine 
solche  Potenz,  r  mithin  eine  ganze  Zahl  awischen  w  nnd  m,  so  giebt 
uns  Formel  (8)  den  dnreh  AaslassQng  von  t  wegeilenden  Sanunan- 
den,  indem  irir  r  Ür  et  oder  ß  n.  s.  f.  schreiben  und  die  flbrigen 
der  k  Grossen  «,  ß    t  nnU  werden  lassen.  Das  Qesttchte  ist  danach 

Die  Anzahl  der  Variationen  für  den  Zeiger  a^^'^b^^^  (in  der  hun- 
dersten  Classe  würde  sich  demnach  bestimmen  als 

—      -(1+200+19800+1293600)  -  3^<><>— 1313601, 

ein  Aasdmck,  der  mit  Hülfe  der  Logarithmen  weiter  anscnreehnen 
wäre. 


von  üindtnburg' s  combinatorischer  Analjfsi».  gQ 

Ist  dagegen  m  gleich  6  nnd  der  Zeiger  a^b^c^d^  so  erhielten  wir 
fflr  die  Anzahl  der  Complcxionon 

3Ti.-[,+G>.  +  g>+ß>.+  C)3.] 

=.  4096 -(1  +  18+135  +  540+1215) 

4096  -  1909     2187  =  3^ 

Bleibt  die  Classe  dieselbe,  aber  der  Zeigor  wird  a^b^d^  so  ändert 
Bich  in  der  letzten  Gleichung  nur  u,  und  mau  bekunimt 

-  729  -  (1  +  12  +  60+160  +  240)      729-473  =>  256  =  2«. 


Wie  wir  schon  in  der  Einleitung  zu  diesem  Abschnitte  ange- 
deutet haben,  war  eine  dor  bekanntesten  Aufgaben,  an  der  manche 
bedeutende  Mathematiker  des  17.  und  18.  Jahrhunderts  iliro  Kriifto 
TersQcht  haben,  die,  zu  bestimmen,  wie  viel  Fülle  möglich  sind,  in 
denen  mit  einer  gewissen  Anzahl  von  Würfeln  eine  vorlaugte  Summe 
von  Augen  geworfen  werden  kann.  Diese  Aufgabe,  die  Jac.  BernouUi 
durch  Entwerfung  einer  Tafel  gelöst  hat,  in  der  er  das  Gesuchte, 
schrittweise  zu  einer  immer  grösseren  Menge  von  Würfeln  fortschrei- 
tend, durch  Zusammenzählen  einer  Heibo  lotrecht  unter  einander 
stehender  Zahlen  berechnet,  führte  zu  der  Behandlung  der  Variationen 
ZQ  gegebenen  Summen.  Die  Anzahl  der  Formen  in  jeder  einzelnen 
Ciasso  hiefür  durch  eine  allgemeine  Formel  auszudrücken,  gelang  erst 
Hindcnbnrg.  Seine  Ableitung  ist  nach  Weingärtner  die,  dass  er  die 
erste  2^hl  der  Complexion  von  1  an  wachsen  lässt  so  hoch  als  mög- 
lich und  jedesmal  die  Möglichkeit  der  Variationen  den  übrig  blei- 
benden Elemente  untersucht.  Indem  er  dieses  Verfahren  für  die  er- 
sten Classen,  von  der  ersten  aufsteigend  bis  zur  vierten  durchführt, 
ergeben  sich  figurirte  Zahlen,  deren  Eigenschaften  er  ohne  weiteres 
versllgeraeincrt,  ohne  den  Euler'schen  Schluss  von  m  auf  m  +  1  zu 
machen.  Abgesehen  von  dem  Mangel  an  wissenschaftlicher  Strenge 
und  von  seiner  Weitläufigkeit  hat  dieser  Beweis  noch  den  Nachteil, 
dass  man  nicht  recht  einsieht,  wo  eigentlich  die  Binomialcoefficienten 
herkommen  bei  einer  Weise  der  Zusj^mmenstellungcn,  die  doch  schein- 
bar mit  den  Combinationen  ohne  W.  nichts  zu  tun  haben.  Sein  Ur- 
heber ahnte  nicht,  dass  in  dem  Grundgedanken  seiner  combiuatori- 
schen  Analjrsis,  nämlich  darin,  dass  man  die  Elemente  in  den  P'ormen 
der  Combinationen  m.  W.  als  Factoron  betrachtet,  eine  viel  ei 
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Roth:  Di*  Umk$kru>^  des  Grundgedatüceiu 


fachuru  und  ganz  allgemeine  Ableitung  des  fraglichen  Satzes  ver- 
borgen ÜQgt 

Aufgabe.  Wie  gross  ist  die  AostU  der  Artea  dar  Yariaftioiieii 
m.  W.  in  der  mten  Closse  snr  Summe  nf 

Aafidsung.  Ich  schreibe  m  Buchstaben:  a,  c  ...  t  immer 
in  derselben  Beihe  hin  nnd  setze  die  ;za  varürenden  Ziffern  «i«  Ex* 
pononten  derselben,  so  erhalte  ich  die  AbkOnsnogen  für  die  Combi- 
nationen  m.  W.  der  m  Elemente  «,  6,  ^  n.  s.  f.  zur  mten  Glaese, 
jedoch  nicht  TotlstAndig,  da  Icein  Bachstabe  verschwinden  darf.  Denn 
dann  wttrde  eine  Jener  Ziffern  nnll  werden,  was  nach  dem  Begriffe 
der  geforderten  Variationen  nicht  i^rlaubt  ist  So  wttrden  wir 
dem  in  Stahl's  *)  Gmndriss  der  Comhinttionslehre  auf  S.  168  aas- 
gcführtcn  Beispiele  schreiben 


Sondcrc  ich  nun  in  dem  allgemeinen  Fall©  ans  jeder  Ck)mplcxion  das 

m  FiiuLuruii  enthaltende  Trüduct  a.h.c  ...  t  als  Coefticieut  ab,  so  ist 

der  übrig  blt  ibciulc  Factor  von  der  u  —mten  Dimension,  und  es  ist 
in  ihm  der  Wiederholung  der  Elemente  nach  keiner  Seite  hin  eine 
Beschränkung  auferlegt.  Er  ist  also  die  Abkürzung  fttr  je  eine  Art 
der  gemeinen  Combinittionen  mit  Wicderholnngen  von  m  Eiemeotaa 

zur  «^mten  Glesse,  mithin  bezeichnet  dnrch  die  Formd 


In  dem  letzten  Bmdie  hrandien  wir  nor  den  Zfthler  rfldnrftrts  zv 
lesen,  um  darin  sofort  den  Hindenbnrg'sGhen  Aasdmek  in  erkemisn 


in  der  ersten  Form  statt  1117  a^b^t^d' 

22.      „           1441  aH^^d\ 

„       43.       „            2311  a^V;»ff*rf>, 

„       64.      „           3611  a^c^cUK 


wt(m  +  l)(m+2) ...  (m+n  — 1) 
1.2<3.4  ...  (n  —  m  -  l)(ii  — m) 


wofür  man  bekanntlich  auch  schreiben  kann 


(n^m+l)(n  —  m+2)  ...  (it  -  2)(w  — 1) 
1.2.3,...  (m-3)(»i^-2)(m  -1) 


9) 
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der  ftr  die  VariAtioneii  m.  W.  in  der  mtea  Classe  mr 
SviDine  •  gftltig  ist  Dabei  haben  wir  nur  die  filtere  Beieiefa- 
mig  der  BtnomialeoelBcienten  in  die  jetst  abUche  mngeladert. 

Unsere  Ableitung  hat  ansier  dem  Vorzöge  der  Kftnse  noch  den, 
dass  wir  dorch  sie  wiederum,  wie  es  oben  bei  den  gemeinen  Combi- 
nationen  mit  nnd  denen  ohne  Wiederholnngen  der  Fall  war,  die  ver- 
tefaiedenen  Teile  des  von  nns  betrachteten  Gebietes  der  Mathematik 
anter  einen  Gesichtspunkt  vereinigen  nnd  so  für  Lehrer  nnd  Ler- 
nende die  Arbeit  bedeutend  verringern.  Die  Variationen  sn  be- 
stiamten  Snnunen  branchen  Jetzt  nicht  mehr  abgesondert  nnd  in 
giddier  Betonung  mit  den  andern  Znsammenstellnngen  behandelt, 
sondern  nor  anhangsweise  als  Beispiet  bei  den  Combinationen  m.  W. 
betrachtet  sn  werden. 

Ausserdem  bietet  der  Gedankengang  unseres  Beweises  von  selbst 
die  LOsong  der  Antrabe,  die  Zahl  der  Variationen  sn  bestimmten 
Sommea  dann  sn  finden,  wenn  der  Wert  der  Elemente  nicht  unter 
dne  gewisse  Ziifer  heruntergehen  sott.  Denn,  ist  diese  nnd  setsen 
vir  wiedflrum  die  ZiHamelemente  als  Exponenten  der  m  Buchstaben 
•i  ^,  c  ...  I,  so  können  wir  jetzt  aus  allen  Prodncten  der  Potensen 
den  Coefficienten  <^i^t^  ...  absondern,  sodass  die  Dimension  der 
Dscb  der  Absonderung  bleibenden  Producte  n-  km  wird.  Es  sind 

deren  also  so  viele  vorhanden,  als  sich  m  Grössen  zur  n  —  ^•mteu 
ClasBO  mit  unbeschränkten  Wiederholungen  combinireu  lassen.  Hua 
iit  nach  dem  schon  vorhin  erwähnten  Satse 


^  *        ^      .     •  /'«I  —  /bn 4-1 4-111  -2\ 

folgUch  nach  vollsogener  Vereinlhchnng 

(lr,l?+l,*+2...)"  V  /' 
eise  Gleichung,  die  sich  bei  1;     1  in  (d)  verwandelL 

Zahlen  wir  in  den  hier  betrachteten  Züsammenstellangen  die- 
jfluigen  CompIexioM,  in  denen  dieselben  Elemente ,  aber  in  an- 
derer Reihenfolge  vorkommen,  immer  nur  einmal,  so  erhalten  wir 
die  Gombinatioaett  au  bestimmtfln  Snaunea.  Setae  ich  wieder  die 
Ziffenielemente  als  Eiponenlen  von  Potensen,  deren  Grundzahlen 
»  Bechstaben  sind,  die  In  gemiser  Anocdnng  hinter  einander  tte- 
hen,  so  wflide  es  jeixt  glelebgütig  sein,  weichen  der  Bnchüabea  bo* 
stfamate  ExponeateA  sukoanen,  wenn  diese  leCsteren  iberhnaiPt  nur 
^  dner  gewiM  AmaU  TuthnadM         8o  «firde  x.  B.  bei 
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Combiuatiüiien  der  4.  ClasBc  zur  Suiumo  10  die  Formen  a^/'crT, 
aH^cd,  ahc-tt^  u.  a.  nur  als  eine  gerechnet  werden.  Setzen  wir  nun 
im  allRPTTipinen  Falle  aus  dor  dur  ch  die  Potenzen  der  Bachstaben  a, 
b  ...  t  hil(l(  tcu  Froductcu ,  die  wir  uns  durch  ciu  Pluszeichen  ver- 
bunden denken,  ahe  ...  t  (im  eben  besprocbeoea  Beispiele  ahcd.) 
heraus,  so  leuchtet  ein,  dass  die  in  der  Klammer  befindlichen  Sum- 
manden weiter  nichts  sind  als  die  Gattungen  der  gemeinen  Combi- 

nationen  m.  W.  von  m  Elementen  zur  % — mtea  Glasse,  and  dass  ihre 
Anzahl  gleich  ist  der  gesncbten  Anzahl  der  GomhimitioBen  zor  Summe 
»  in  der  «ton  Classe.  Denn  die  Gattnng  (genns)  nmfiMSt  Ja  ebeo 
alle  solche  Arten  der  Combinationon,  in  denen  zwar  verschiedene 
Hcmente,  aber  mit  denselben  Vcrhältiiissoii  der  Wiederholungen  ver- 
hommen.  D.  h.  bei  8  Elementen  in  der  4.  Ciasso  worden  a^b^  oV, 
nÄ',  ac',  Ä'c,  bc^  nur  eine  Gattung  der  gemeincE  Conibiuationen  m. 
W.  bilden.  Eine  allgemeine  Formel  ftir  die  Combinationen  zu  be- 
stimmten Summen  crgiebt  sich  hieraus  nicht*,  doch  kann  man  nun 
umgekehrt  die  für  letztere  von  Euler  entworfenen  Tabellen  dazu  be- 
nutzen, um  die  Anzahl  der  Gattungen  einer  jeden  Classe  bei  deu 
Combinationen  mit  unbeschränkter  Wiederholung  zu  finden,  ■wcau  mao 
nur  'lie  oben  dar^v  lciL^ten  Beziebuiii^oii  zwischen  Classe,  Anzahl  der 
Elemente  und  Summen,  wie  sie  unter  den  beiden  Combinationsartcn 
bestchou,  zu  bonutzon  goiemt  hat. 

So  bedeutend  der  Fortschritt  auch  war,  der  durch  die  Anfstol- 
hnig  der  Formel  für  die  Variationen  zu  bestimmten  Summen  gemacht 
wurde,  so  gentigt  er  doch  noch  nicht,  um  die  Aufgabe  vom  Würfoi- 
spiel,  die  ich  oben  als  die  Veranlassung  zu  den  Untersuchungen  Uber 
diese  Art  der  Znsammcnstelluugeu  gemacht  hatte,  vollständig  zu  lösen. 
Denn  dieser  Formel  liegt  die  Annahme  za  Grunde,  dass  die  ZifiTom« 
die  zusammen  gleich  der  verlangten  Snmme  sind,  den  hOchstm<^lichen 
Wert  annehmen  kOnnen,  den  tiberhanpt  die  gegebene  Classe  ge- 
stattet Bei  den  Würfeln  dttrfen  dieselben  aber  nicht  aber  6  hinavs* 
gehen.  Aach  dann,  wenn  man  mehrstellige  Zahlen  sacht,  deren 
Qnersnmme  eine  gewisse  Grösse  haben  soll,  kann  man  den  Hittden- 
bnrg'schen  Ausdruck  nur  dann  brauchen,  wenn  durch  diese  Grösse 
uud  die  Exponenten  der  Classe  die  Möglichkeit  ausgeschlossen  wird, 
dass  eine  Ziffer  Aber  9  hinaus  wachst  Unter  Benetzung  der  Um- 
wandlungen .  welcho  den  wichtig8t<>n  Tef!  unserer  letzten  Eutwickc- 
luugen  ausmachten,  würde  nian  hmgcgpu  die  (  iid;j;ültige  Lösung  dieser 
Aufgaben  erreicht  haben,  wenn  es  gelänge,  eine  Kegel  darüber  auf- 
zufinden, wieviel  Couiplexionen  bei  den  Combinationen  mit 
tHeichmässig  beschräukten  Wiederholungen  in  jeder  be- 
Ik  bigen  Classe  möglich  sind.  Diesem  Ziele  führt  uns  aber  der  unsrcr 
ganzen  Arbeit  zu  gründe  liegende  Gedanke  um  einige  Schritte  n&her. 


Digitized  by  Gon^ 


Wie  im  ersten  Abiohnitte  bebnfe  Ableituug  der  Glttcfamg  5) 

entwickeln  wir  auch  jetzt  die  mte  Potenz  deaielben  n  gliedrigon 
Polponiö  uach  dem  binomischen  Lehrsatze  für  die  beiden  SnmniAn- 
den  a-\-h-\-  und  t.  You  deo  m-\-l  Gliedern  der  entstehenden 
binomischen  Reihe  konneu  wir  nun  aber,  wenn  or  die  Grenze  der 
erlaobien  Wiederholungen  bezeichnet,  nur  diejenigen  brauchen,  die 
lotdie  Potenzen  Yon  t  enthalten,  deren  Exponenten  zwischen  0  und 
r  liflgen.  Die  feilenden  Potenzen  des  ersten  »  — 1  gliedrigen  Snm» 
imden  worden  bei  einer  ToUstftndigen  Reihe  mit  dem  Ezponenten 
II  beginnen,  nach  der  Jetzigen  YoraiUBetznng  können  lie  aber  im 
gtnstigstea  Fille  erst  bei  ...  anfingen,  and  sie 

mttssen,  da  ihre  Exponenten  sieh  mit  denen  von  i  zn  m  ergänzen,  mit  der 
m^rteu  Potenz  abschliesscn.  Ist  daher  m  <^  (n  —  l)r,  su  bostcht  die 
branchbare  Reihe  aus  r+1  Gliedern,  von  («  +  ^»4-  ...  bis 
inJ^h-^-  ...  -f*)**-'.«*"  ist  aber  m  grösser  als  (m  — l)r,  so  hat  sie, 
da  die  ersten  Glieder  wegfallen,  eine  geringere  Ausdehnung  nur  bei 
»«Biir,  endlich  ist  nur  eine  Stelle  branchbar,  nämlich  die  letzte, 
wtil  eile  forhergehenden  solche  Potenzen  dos  n—i  gliedrigen  ersten 
^pmini^iin  enthalten,  deren  Ezponenten  Uber  (n  -  l)r  steigen.  Er- 
laaben  wir  ans  nun,  damit  nnsero  Darstellung  nicht  gar  za  schlep- 
pend wird,  für  die  Anzahl  der  Gombinationen  von  m  Elementen  znr 
ktea  Classe,  wenn  Jedes  der  letzteren  höchstens  r  mal  Torkozunen 
daii;  daas  Zeichen  ^C{x)  einzoflilhren,  so  wflrden  nnsere  Schlttsse  nnter 

Anwendung  der  in  dieser  Abhandlung  zur  Genttge  erörterton  Sätze 
m  der  Folgerang  ftthien: 


Wenn  »  >     1 . r,  ^CM  -  »^an— l)+'6tn-l)+, 

«  r  m-r+1 

(ii-l)r~l  m-r  bii  (i»-l)r 

11)  ! 

m  <  n— l,r,  -  »^6(11— Ij+'CX»— 1)+.., 

•1— r 

m  HH-r  Wa  m 


Dieser  Salz  Itfirt  also  die  an  lösende  Aniisabe  aaf  dieselba  Auf - 
pbe,  aber  mit  einer  nm  eins  geringeren  Zahl  der  Elemente  anrOdL. 
fir  giebt  mm  dadnrdi  den  Fingerzeig,  von  der  niedrigsten  ZaU  der 
letzteren  aoszagehen  und  stufenweise  fortschreitend  tu  den  höhem 
aufzusteigen.  Dass  für  ein  Element  in  jeder  Classe,  wenn  m  gleich 
r,  nur  eine  Complexion  möglich  ist,  bedaxf  keiner  Erwähnung.  Sind 
zwei  zu  combinironde  Grössen  «  uud  6  gegeben,  so  sind  die  brauch- 
Uxm  Arten,  in  i'otenzform  aufigedrUckt,  folgende: 
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Yerfoinden  wir  diese  Compleiioneii  dnreh  das  Plusseichen,  so  kflnaea 
wir  EOS  der  dadurch  entstehenden  algebraischen  Samnie  dcD  Factor 
4iM- r^m-r  bonuissetsen;  der  Exponent  des  ersten,  die  Reibe  in  der 

Klammer  bogiunenden  a  wird  daun  r  — (m — r),  d.  i.  2r — ro,  and  da 
die  Exponenten  der  folgenden  a  immer  um  eins  faileu,  dio  von  b 
dagegen  in  derselben  Weise  steigen  bis  zu  &2«-m^  gQ  leuchtet  ein, 
dass  die  Klammer  diejenigen  Einzel prodnete  enthält,  welche  —  ab- 
gesehen von  den  Coefficienten  die  Glieder  des  durch  Ausrecljnuüg 
von  (a-j-^)"' sich  ergebenden  Polyuomos  bilden.  Die  An2Uibl 
dieser  Glieder  ist  aber  bestimmt  durch  **C\2)^  folglich  haben  wir 

2r—m 

nnter  Anwendnng  der  oben  von  uns  augeuommeoen  BezeicboimgS' 

weise: 

12)  *Ci2)  —  •'0(2)  -  «a2r— m  +  1)  «  2r  -  m+  1. 

m  Sr— «  l 

Ist  r  kleiner  ak  1«,  m  also  grtaer  als  9^,  so  ist  gar  keine  (k»mbi' 
nation  von  der  geforderten  Eigenschaft  möglich. 

Geben  wir  zn  drei  Elementen  über,  so  lehrt  uns  Gleit  huug  11), 
dass  wir  den  Fall,  wo  m  ^  2r ,  unterscheiden  müssen  von  dem ,  wo 
m  unter  diesen  Wert  herabsinkt  Kehmen  wir  snnilchst  den  ersten 
Fall  und  setzen  m  gleich  2r-^2r,  wo  x  eine  ganze  positive  Zahl  be- 
deutet, die  kleiner  als  r  oder  ihm  gleich  ist  Dann  ist  das  Gesuchte 
nach  dem  ersten  Teile  von  11)  eine  Beihe,  welche  anftagt  mit 

uud  aufhört  bei  '^C'(2),  wiihreud  die  Ausdehnung  (dimcnsio)  der  Uasse 

Sr 

immer  nm  eins  steigt  Nnn  Ist  der  erstere  Aasdruck  nach  der  letzten 
Gleichung  gleich  der  Anzahl  der  Gombinatiooen  mit  nnbescbr.  Wie- 
derholung von  2  Elementen  zur  (2r — r+x)ten,  die  zur  r  «teu 
Classe,  und  das  letzte  Glied  der  Reihe  wird  nach  demselben  Satze 
zu  "6X2),  während  fUr  die  dazwischen  li^onden  Stelieu  iu  der  ont- 

0  I 

sprechenden  ebenfalls  ans  (12)  abgeleiteten  Formel  die  Glesse  Immer 
um  eins  niedriger  wird.  Lesen  wir  die  Reihe  umgekehrt,  setzen  für 

r  seinen  Wert  m  —  2r  ein,  wodurch  sich  r  -    in  3r  -  m  verwandelt, 
so  erhalten  wir  unter  Benutzung  von  (i)  oder  (5): 

13a)    Wenn  m  ^  2r,   aX3)  —  1  +  "Ct2)+  -'6X2)-f  »C7(2)+  ... 

Sr  1  S  S 

+*6X2)  +  "C'(2)  =  «qS). 

Sr— l    8r<-M  Sr-M 

Ist  dagegen  der  Ciassenexponent  m  kleiner  als  2r,  so  setze  man 
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flBidiil  m  gleidi  9r— f  und  entiriekele  nteh  dum  bioomlBchen 

Lehnatze  die  rotenz  (rt-j-Ä-f-c)"»  fiir  die  beiden  Suiumauden  a-\~b 
und  c.  Die  für  uns  braachbarou  Glieder  sind  dadnrch  bestimmt, 
dAsa  der  l:«xpoQcut  von  c  nar  bis  r  steigen  k&m,  sie  siud  also 

+  (a'fÄ):^+V-»+(a+*)'-f  <f. 

In  dieser  Reibe  liegt  eioo  Grenzscheide  bei  (a+6)^  Denn,  während 
bei  den  folgenden  niedrigeren  Potenien  von  a-{-6  nur  von  unbe- 
Bchrftokter  Wiederholang  der  Sammanden  a  nnd  c  die  Bede  tein 
kann,  ikUcn  die  vorheigebenden  anter  Formel  (13).  Das  dritte  Ele- 
Mit  e  kann,  weil  aeino  Potenzen  Immer  nor  eine  Stelle  geben,  kei- 
len Einilnai  aaf  die  AniaU  der  Oomplexionen  anaflben ,  die  Jedem 
emaelnea  Gliede  obiger  Binondalreibo  ankommen.  Da  nnn  2»-  q 
gleidi  m  iat,  ao  belrlgt  nach  12) 

bei  (a+6)^~f    die  Ansah!  der  brancharen  Formen  «"€(2), 

Sr-M-M 

•  «  • 

•  •  • 

•  •  « 

raletst  bei 

r 

Bilden  wir  die  Samme  und  zälüen  zu  ihr  £*'C\2)  einmal  positiv  nnd 

0  feto  Sr-M-l 

Munal  negatiT  htnia  nnd  verwandeln  die  dadareh  gebildeten  Belhen 
aach  4),  so  erhalten  wir  Ihr  die  Geaamtsahl  aller  hier  in  Betracht 
kommendea  ComUnationen 

(D  £*C(2)  —  2:«  0(2)  =  -C(3)  -  -as) 

Obiar     0  bi«  Sr-M-l      r  8r-w-l 

Wir  habeu  nun  in  obiger  Biuomialreiiio  noch  diejenigen  Potenzen 
ZQ  betrarhteo,  deren  Kiixjiu  iitou  unter  r  herabgoheii.  Hierbei  ist  die 
Gesamtzahl  der  Complexioueu  leicht  zu  bestimmen  als  liuo  Reihe, 
die  mit  *'CX2)  beginnt  nnd  bei  ''C{2)  abscbliesst  Zu  dieser  z&hle  ich 

r-q  r— l 

wiederum  eine  mit  1  beginnende  und  mit  ^C{2)  aufhörende  gleich- 

r-f-I 

artige  Beihe  einmal  podtiv  nnd  einmal  negativ  hiain,  aetie  für  q 
fsinen  Wert  9r — M  ein,  schreibe  demgemlaa  filr  r  —  g^l  das  gleiche 
n^r^l  nnd  wende  4)  an,  ao  konunt 

au  2>Ü(2)-2>C(2)  —  «6X3)-*6Xa).  , 

Obiar-l      Obwüi-'r-l    r-l  r-l  ^ 
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Bevor  wir  nun  (I)  und  (II)  zasamnion  nehmen,  machen  wir  von 
der  schon  auf  S.  90  zur  Ablfataog  von  9)  bennUton  Umwandhuig 
Gebrauch,  so  «Um  wir  haben: 

Wenn  2r^m>  r,   'C(3}  «  •C(r+l)  +  »^C(r)  -»C(2r-m) 

8 

Die  beiden  ersten  Suraniauiien  lassen  sich  noch  durch  Zusammen- 
ziehen vereinfachen,  indem  man  die  bekannten  Werte  für  sie  ein- 
führt, dann  r-f-l  heraussetzt  und  seine  Coefficienten  2r4-2  dorch 
2  hebt  Dann  gestaltet  sich  das  Gesuchte  zu: 

13b)  Wenn  2r^jii>r,  'C(3)  —  (r-}-l)«-»C(2r -«) 

m  % 

—  •'67»»  —  r). 
8 

Solange  nicht  mehr  als  drei  Elemente  gegeben  sind,  können  wir 
jede  Aufgabe  Uber  die  Combinationen  mit  gleichmässig  beschränkter 
Wicderholnng  Utaen.  WiU  ich  2.  B.  wissen,  wie  oft  mal  mit  3  Wür- 
feln 13  Angen  geworfen  werden  können,  so  betraobte  ich  die  Würfel 
als  Stellen  einer  Tariation  m.  W.  zur  Summe  13.  Denke  ich  mir 
nnn  die  za  snmmirenden  Ziffern  einzeln  als  Exponenten  von  «,  h  vnd 
so  verwandle  icb  durch  Absonderung  des  Factors  die  die  Anlitabe 
in  die  andere:  Wie  oft  mal  lassen  sich  3  3ßlemente  nr  10.  Glaise 
eombiniren,  wenn  Jedes  nur  5  mal  vorkommen  darf?  Gleichung  13  a) 
gibt  nns  darauf  die  Antwort: 

(3)  =  -^(3)  -         -  14  -  2L 

8.0—5  5  8 

£be&ao  uach  13  b}: 

(6+1)« -«C(0)-«C(6)  -  36-0 -  ^- 

8  8    .  ■»••^ 

Wie  man  sieht,  p;clten  beide  Formeln  13a)  und  b).  Es  muss  dies 
auch  so  sein,  da  nach  unsern  Annahmen  nichts  im  Wege  steht,  x 
sowol  ala  g  null  werden  zu  iassen. 

Solleu  mit  derselben  Würfeizahl  12  Angen  geworfen  werden,  so 
erhalte  ich  die  Lösnng: 

.c(8)  _  6>  -•c(i)--c(4)  -  w-  rl-rl-*- 
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Diese  Erpcbuissc  stehen  in  Ucbcreinstiinmuug  mit  der  erwühntca 
BerDonlli'schen  Tabelle,  das  letzte  auch  mit  Beckers  Arithmetik, 
2.  Buch,  §  29  Beispiel  2.  Doch  besitzt  unsere  Fürniel  den  Vorzug 
der  Allgemeinheit,  wührend  jene  Tafel  für  Jude  andere  Wiederholuugs- 
grenze  neu  entworfeu  werden  muss,  und  in  dem  letztern  Buche  dio 
Variationen  wirklich  ausgeführt  werden.  Der  Vorteil,  döo  der  yon 
vns  TOiigeschagene  Weg  bietet,  tritt  besonders  dann  hervor,  wenn  die 
gegebenen  Grossen  sehr  grosse  Zahlen  sind.  Würden  wir  z.  B.  die 
Frage  zn  beantworten  haben,  anf  wieviel  yerschiedene  Weisen  man 
1009  Mark  so  nnter  3  Personen  Terteilen  kdnne ,  dass  jede  nicht 
weniger  als  100,  aber  nicht  mehr  als  600  M.  erhielte,  so  wflrde  fQr 
Entwerfnng  Jener  Tabelle  das  Papier  und  das  Auge  nicht  ausreichen. 
Denn  man  hfttte  501  Einsen  neben  einander  zu  schreiben,  dann  diese 
Reihe,  indem  man  immer  eine  Stelle  nach  rechts  rttckt,  noch  500  mal 
danmter  zu  setzen,  um  die  Snmme  za  bilden.  Wenn  man  dies  nun 
auch  durch  die  ansteigenden  und  niedor  fallenden  natfirlicben  Zahlen 
ersetzen  würde,  so  hätte  man  immer  noch  die  entstehenden  1001 
Ziffern  501  mal  schief  unter  einander  zu  schreiben  und  die  iotrechtea 
Beihcn  zusammenzuzählen.  Wir  dagegen  denken  uns  dio  drei  An- 
teile alb  Exponenten  der  Bachstaben  «,  b  und  c,  sondern  a^^b^^c^^ 
überall  als  Factor  ab  und  können  so  dio  gesuchte  Anzahl  der  mög- 
lichen Fälle  ausdrücken  durch  13  b).  Ks  ist  r  =  500,  m  -»  7Uü,  m  also 
kleiner  als  2r.  Danach  crgiebt  sich  als  LOsang: 

«»C(3)  —  501*— »^(300)— -C(200)  —  251001—45150—20100 
m  9  a 

-  185751. 

Wenn  wir  mm  die  Zahl  der  Elemente  von  3  an  ?mmer  nm  eins 
ite^n  Hessen,  so  wflrde  nns  die  Glelchnng  11)  die  Mittel  an  die 
Hand  geben,  die  betreffende  Formel  fttr  jede  Zahl  der  Elemente  nnd 
bei  Jeder  beliebigen  CUisse  abzuleiten.  Doch  wflrde  nns  das  zn  weit 
fUiren.  Wir  beschränken  uns  darauf  zu  zeigen,  wie  durch  die  An- 
wendnng  des  Grundgedankens  dieser  Abhandlung  noch  eine  einfache 
Beziehung  und  die  Verallgemeinerung  zweier  schon  für  engere  Grenzen 
eflt\sickeiteü  Sätze  duli^eiuudcn  werden  können. 

Man  denke  sich  nftmlich  alle  Formen  der  Gombinationen  der  n 
Boehstaben  a,  £,  «s  . <,  von  denen  ein  jeder  nur  r  mal  gesetzt  wer- 
den darf,  in  der  mten  Glasse  wirklich  ausgefiBhrt,  betrachte  die  Ele- 
mente als  Factoren  nnd  teile  mit  einer  jeden  Gomplezlon  der  Reihe 
nach  in  ..r:  dann  geben  die  Quotienten  dio  yerschiedenen 

Formen  der  gleichartigen  Znsununoustellungen  in  der  nr  —  mten 
Classe.  Und  zwar  sind  diese  letzteren  vollständit?  vorhanden.  Denn 
jeder  s  ten  Dimension  eines  Elementes  in  den  oräprüugUchen  Combi- 

AMk  S.  Ibtk.  «.  Pfcya.  a.  n•ik^  t^a  o.  7 
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nationen  entspricht  immer  eine  r — arte  Dioiension  desseibon  Buch- 
stabens in  den  Quotienten.  Wenn  x  von  0  bis  >■  steigt,  fällt  r—x 
von  r  bis  0.  Nun  entstehen  soviele  Quotienten»  als  Divisoren  da 
sind,  mithin  ist 

M  Mr— Ol 

oder  in  Worten  ausgedrückt:  Es  siud  imintr  gleichviel  Arten 
in  je  zwei  solchen  Classeu  vorhanden,  deren  Dimensionen 
gleich  weit  von  U  und  von  »r  abstehen. 

Ist  nun  m  grösser  als  (n— l)r  oder  ihm  gleich,  so  Ist  nr — m 

kleiner  als  r  oder  ihm  gleich;  die  Combinatiouen  zur  7ir  — mteo 
Classe  haben  also  dann,  auch  wt;nn  jedes  Element  höchstens  r  mal 
vorkoTiimen  darf,  nnheschräukte  Wiederholung,  folglich  nach  der 
letzten  üleichuug: 

14)  Wenn  «>(n  — l)r,   ^C{n)  ^  ^C{n), 

eine  Verallgemeineruug  und  Bestätigung  voii  12)  and  13  a). 

Wenden  frir  dies  anf  die  öfters  erwfthnto  Aufgabe  vom  Wftrfel« 
spiel  an  nnd  fragen:  „Wienel  Fftlle  sind  möglich,  dass  man  mit  6 
Wflrfeln  32  Angen  werfe'%  so  wftre  bei  den  ansprechenden  Combl- 
nationen  mit  gleichmftssig  bescbr.  W.  r-»5,  n  =  6,  nr  «=■  30,  m  = 
32— 6 . 1  SB  26  O  5 . 5),  mitbin  das  Gesuchte 

»C(6)  =  .C(6)  =  -  126. 

Dasselbe  kommt  heraus,  wenn  m  gleich  4  ist,  oder  wenn  6+^  ^*  ^* 
10  Allgen  geworfen  werden  sollen,  Ergebnisse,  die  durch  die  Ber« 
nonlli'sche  Tafel  bestätigt  werden. 

Denke  ich  mir  5  regelmässige  Dodekaeder  und  bei  einem  jeden 
auf  den  12  Seitentiächen  der  Reibe  nach  1,  2,  3  u.  s.  f.  bis  12  Punkte 
eingravirt,  so  finde  ich  für  die  Anzahl  der  FftUe,  in  denen  die  oben 
auf  liegenden  Flächen  zusammen  50  Augen  zeigen,  unter  Berechnung 
der  von  uns  g^beaen  Vorschriften 

"6  (5)  -  ^db)  =  *C(11)  —  1001. 

45  10  4 

Hätten  wir  ferner  die  Frage  zu  beantworten,  wieviel  Zahlen  unter 
einer  Million  zur  Quersumme  37  habeu,  so  lassen  wir  bei  deu  zur 
Summe  ,'i7  zu  variirenden  Ziüern  die  Null  zu.  Solche  Complcxionen, 
bei  denen  vorno  2<iuUen  hinter  einander  stehen,  geben  uus  diejeuigen 
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Zahlen,  die  weniger  als  5  Stellen  haben.  Bei  den  zugehörigen  Com- 
binationen  mit  gleichm.  beschränkten  Wiederh.  ist  jetzt 

w»  —  37,    n  =  5,    r  «=  9,    Tir  —  I»  «a  8, 

das  Gesuchte  also: 

96'(5)  =-  *'C{b)     *C{^)  =  495. 

37  8  4 

Obgleich  es  bis  jetzt  immer  von  Erfolg  begleitet  war,  wenn  wir 
die  Variationen  zu  bestimmten  Summen  auf  die  Combiuationen  mit 
entsprechenden  Wiederholungen  zurückführten ,  so  will  ich  doch  den 
Versuch  machen,  den  bei  der  Ableitung  der  bekanntesten  Combi- 
nationsformeln  von  mir  gebrauchten  Kunstgriß  noch  einmal  zum 
Schlüsse  bei  der  Lösung  der  Aufgabe  anzuwenden:  Wie  gross  ist 
die  Anzahl  aller  Variationen  zu  einer  bestimmten  Summe 
aller  Classcn,  von  der  ersten  aufsteigend  bis  zur  höchst- 
möglichcu? 

Wir  bilden  uns  nun  das  Product  aus  den  n  Factoren 

a(^  +  "i)(<?  +  ««)(<^+ff8)  •••  (r+o„_a)(«4-Oi.-2)(^  +  ffH-i), 

wo  a,,  «,  ...  üfn-i  Grössen  von  der  Eigenschaft  bezeichnen,  dass  sie 
die  Gestalt  desjenigen  Summandeu  des  unmittelbar  vorhergehenden 
Factors  annehmen,  an  welchen  sie  bei  der  Multiplicatiou  augefügt 
werden,  wird  also  dann  zu  a,  au  &  oder  ,  zu  c  oder  oj 
u.  8.  fort.  Führen  wir  nun  die  Multiplication,  wie  im  ersten  Teile 
dieser  Abhandlung  S.  429—31  in  der  Weise  aus,  dass  wir  den  Einzel- 
factor  in  einem  späteren  Binome  immer  hinter  dem  betreft'euden 
Gliede  des  unmittelbar  vorhergehenden  Binoms  anfügen,  so  erhalten 
wir  die  wiederholt  auftretenden  Buchstaben  überall  neben  einander 
stehend,  durch  kein  von  ihnen  verschiedenes  Element  von  einander 
getrennt. 

Denken  wir  uns  zweitens  die  Variationen  m.  W.  zur  Summe  n 
so  entstanden,  dass  wir  eine  Reihe  von  n  Einsen  neben  einander 
hinschreiben,  und  dann  eine  bestimmte  Menge  der  letzteren  zu  den 
Elementen  der  Variation  zusammenfassen ,  so  kann  dies  gar  nicht 
anders  bewerkstelligt  werden,  als  dass  wir  neben  einander  liegende 
Einsen  zusammen  nehmen. 

Schreiben  wir  nun  in  der  angegebenen  Multiplication  die  in  dem 
Gesammtprodacte  vorkommenden  Potenzen  in  ihrer  ursprünglichen 
Gestalt,  d.  h.  als  Producte  gleicher  Factoren,  von  denen  jeder  die 
erste  Potenz  eines  der  Elemente  a,  2»,  <;  u.  s.  w.  i&t^  so  tritt  eben- 
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falls  an  die  Stelle  des  Zahlenexpouonteii  ciucs  einzclneu  BuchsUbcu 
eiuo  Reibe  vou  nobon  eiuauder  sWbouden  Einsen. 

Die  YeTgleiciiiiog  beider  Dantellungsweisen  zeigt  unzweideutig, 
dass  die  Potenzoxponeotcn  in  den  bei  obiger  Moltiplication  ent- 
stehenden Einzelprodncten  die  Elemente  der  Variation  zu  einer  be- 
stimmten Summe  vorsteUon,  dass  folglich  die  Anzahl  dieser  Prodncte 
gleich  ist  der  gesuchten  Menge  der  Oomplexionen  der  fraglichen 
Variationen  dnrch  alle  Glessen.  Die  Einzelprodacte  sind  aber  die 
Glieder  der  polynomischen  Reihe,  welche  durch  Ausiimltipliciren  des 
PruducLcb 

erzeugt  \vird.  Die  Summe  der  ganzen  Reihe  verwandelt  sich  aber  in 
die  Anzahl  ihrer  Summanden,  wenn  wir  einen  jeden  derselben  gleich 
eins  setzen;  und  dies  erreicheu  wir  dadurch,  dass  wir  fiftr  jeden  Buch- 
staben 1  sdireibeu.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  für  die  in  unsrer 
Aufgabe  gesuchte  Grösse; 

15)  1.(1+1)»-! 

^fan  wird  mir  vielleicht  einwenden,  dass  dieses  Ergebnis  ja  viel 
schuellcr  so  herzuleiten  gewesen  wäre,  dass  man,  wie  es  bei  Weiu- 
gärtuer  geschehen  ist,  in  der  für  die  jytte  Chisj^o  geltenden  Fürmel 
9)  die  Menge  im)  der  au  einander  zu  fügeuden  Ziffern  von  1  bis  n 
wachsen  lässt  und  dann  die  Bmouualcocfticienten  zosamnicuMihlt 
Wozu  also,  wird  mau  vielleicht  fragen,  dieser  Aufwand  vou  Arbeit 
nnd  von  Nachdenken,  wenn  die  Sache  doch  einfacher  zu  machen  ist? 
Dagegen  erwidere  ich,  dass  es  mir  in  dieser  Abhandlung  gerade  dar- 
auf ankam  zu  zeigen,  wie  durch  die  Anwendung  der  Regeln  der 
Multiplicatiou  eine  jede  Formel  der  Combinationslebro  selbständig  ge- 
funden werden  kann,  ohne  dass  man  eine  der  andern  zu  kennen 
braucht  £s  ist  ja  allerdings  bequemer,  (Iber  einen  Fluas  mit  dem 
Boote  zu  fisbren,  als  ihn  zu  durchschwimmen,  aber  das  Vergnttgen 
der  KrafÜeistung  geht  dann  verloren.  Ebenso  mögen  di^enigen, 
welche  die  Vorzflge  des  in  dieser  Schrift  angewandten  Beweisver- 
üshrens  nicht  anerkennen  wollen,  meine  Entwickelungen  als  eine  Art 
geistigen  Turnens  betrachten,  meinet\segeu  nur  als  ein  anziehendes 
Spiel,  bei  dem  es  darauf  ankam  zu  zeige  n,  wieviel  Goldkömer  in  dem 
Grundgedanken  der  combinatorischen  Aualysis  llindonburg's  verborgen 
liegen,  wenn  man  dieselbe  tiberliaui)t  als  die  innige  Verwandtschaft 
auffasst,  die  zwisciien  der  Combiuationslchre  und  der  Mulüplication 
mehrstelliger  üruäseu  besteht 

Buxtehude  im  April  1884. 


Digitized  by  Go 


t  % 
•  #  * 


Mtscetlen. 


101 


VL 

Misccllcn. 


1. 

Ein  Beitrug  zur  Scliattenlchrc. 

Werden  die  Tangenten  zur  Selbstschattengrenze  der 
schiefen  Schraubenfläch c  bei  parallelen  Lichtstrahlen  cou- 
struirt,  so  bedient  man  sich  gewöhnlich  des  Dufun'scheu  Theo- 
rems*). Ob  zwar  die  dazu  nötige  Coustruction  genug  einfach  ist, 
kann  man  sie  dennoch  ohne  Benutzung  des  genannten  Theorem^s  da- 
durch vereinfachen,  indem  man  den,  zur  Construction  der  Selbst- 
scbattengrcuzc  nötigen,  Linien  eine  andere  Bedeutung  gibt. 

In  der  Figur  sind  die  horizontalen  Projectioncn  der  Axe  A 
der  schiefen  Schraubentiächc,  und  der,  im  bestimmten  Sinne  sich  be- 
wegenden, Erzeugenden  P  dieser  Fläche  dargestellt.  Die  Erzeugende 
P  schneidet  die  Axe  im  Punkte  a  und  die  Entfernung  ihrer  horizon- 
talen Spur  m  von  der  Axe  gibt  den  Parameter  r  der  horizontalen 
Spur  der  Schraubenfläche  an.  Die  Gerado  Z,  welche  den  Punkt  a 
enthält^  und  ihre  Spur  im  Punkte  m'  hat,  bestimmt  die  Richtung  der 
parallelen  Lichtstrahlen. 

Um  eine  vorteilhafte  Vereinfachung  der  weiteren  Construction 
zu  erreichen,  setzt  man  gewöhnlich  voraus,  dass  die  Projections- 
Ebcne  sich  mit  der  Erzeugenden  P  bewegt.  Wir  werden  uns  aber, 
dieser  Voraussetzung  entgegen,  denken,  dass  sich  die  Erzeugende  in 
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jeder  ihrer  Lagen,  samt  ihrer  Berttbrangsebene  in  der  normalen 
Iiiclituu<;  zur  Projections-Ebcue  so  weit  bewegt,  bis  sie  den  Punkt 
a  enthält.  Dann  bilden  alle  Geraden  P  ...  eine  Kegeltläche  K  (den 
Kicbtnngskegel) ,  und  ihre  Spurpunkte  befinden  mk  in  einem  Kreise 
£f  als  der  Spur  dieaer  FlAche. 

Die  Geraden  P  nnd  L  bestimmen  eine  Ebene  B,  die  zn  dea 
Licbtstrablen  parallel  ist  Um  den  Berühmagspunkt  d  dieser  Ebene 
mit  der  Scbranbenfläebe  sa  bestimmen,  errichten  wir  zn  der  Pro- 
jeetion  der  Erzeugenden  P  eine  Senkrechte,  nnd  tragen  auf  dieae  in 
beatlmmter  Biehtnng  nüttelst  dee  Kreises  K  den  Parameter  r  ttber. 
Vom  so  erhaltenen  Punkte  /  ziehen  wir  eine  zweite  Senkrechte  anf 
die,  durch  die  Punkte  m  und  m'  bestimmte  Spur  M  der  Ebene  B. 
Biese  Senkrechte  ist  die  horizontale  Projection  einer  Geraden  des 
grössten  Falles  F  (in  der  Ebene  B) ,  weldie  die  Gerade  P  ia  dem 
gesuchten  BerOhrangspunfcle  d  schneidet  Ihre  Spur  befindet  sich  im 
Pankte  h. 

Die  Projeetionen  aller  dieser  Geraden  des  grOssten  Falles  F .  . 
schneiden  sich  in  einem  Punkte  # ,  der  auf  einer,  in  der  Projection 
des  Punktes  a  m  der  Projection  der  Geraden  L  errichteten  Senk- 
rechten liegt,  nnd  dessen  Eotfemnng  von  der  Axe  A  der  Entfernung 

der  Spnr  m'  von  derselben  Geraden  gleich  ist.   Darum  bilden  die 

Geradcii  F...  ein  einschaligcs  Hyperboloid  II,  dessen  LeiÜinieu;  die 
Gerado  die  horizontal -projicirende  Gerade  Z  und  der  Kreis  H 
(welcher  die  Spuren  aller  Geraden  F...  enthält),  als  dessen  horizon- 
tale Spur,  sind. 

Die  zu  construirende  Selbstschattengrcnze  S  können  wir  als  die 
Scbnittcurve  dieses  Hyperboloids  nut  der  Kcgelfläche  K  betrachten 
und  auf  Grund  dessen  ihre  Tangenten  als  den  Schnitt  der  beiden, 
im  Punkte  a  zu  beiden  Flächen  construirten  Berübrungsebencn,  be- 
stimmen. Die  Tangente  im  Punkte  m  zu  dem  Kreise  ist  die  hori- 
zontale Spur  der  betreffoBdcn  ]](Tli}irungsebene  der  KegeiHäche.  Die 
Berührungsebene  des  Hyperboioids  im  Punkte  d  ist  durch  die  Ge- 
raden F  des  einen  und  O  des  zweiten  Systems  bestimmt.  Durch  die 
Sporponkte  h  nnd  h'  dieser  Geraden  geht  die  Spnr  dieser  zweiten 
Bertlbmngsebone.  Der  Schnittpunkt  p  der  Spuren  beider  £benen 
bestimmt  mit  dem  Punkte  d  die  gesuchte  Tangente  T.  — 

Diese  Construction  der  SelbstschaUencnrve  so  wie  ihren  Tan* 
geoten  hatToUe  Geltung  auch  für  die  gerade  Schrauhenfl&che 
als  einem  Specialfalle  der  schiefen  Schnutbenfliche. 

Die  KegelMche  K  geht  in  eine  mit  der  Projectionsebene  paral- 
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lele  Ebene  über.  Diese  Ebene  schneidet  das  Hyperboloid  II  in  einem 
Kreise,  in  dessen  Projcction  sich  auch  die  Selbstschattcncurvo 
dieser  Schranbenfläche  projicirt 

F.  Prochdzka. 


2. 

Bemerkung-  zn  einem  Satze  Ton  Cralg*. 

In  Johns  Hopkins  University  Circulars,  Baltimore  1882  p.  178. 
findet  sich  der  folgende  interessante  Satz  ohne  Beweis  aufgestellt 

,^ieht  man  parallel  allen  Hauptnormalon  einer  geschlossenen 
Cunre  vom  Mittelpunkte  einer  Kugel  Radien,  so  teilt  die  Curve  der 
Endpunkte  die  Oberfläche  in  zwei  gleiche  Teile.** 

Da  die  sphärische  Curve  geschlossen  sein  muss  um  einen  Kugel- 
fläcbenteil  zu  begrenzen,  so  setzt  der  Satz  ofifenbar  Stetigkeit  der 
Urcnrve  mindestens  bis  auf  2.  Ordnung  voraus. 

Sei,  zur  Prüfung  des  Satzes,  der  Kugelmittelpunkt  Anfang  der 
zyz,  der  Radius  «=-  c.  Dann  ist,  wenn  (xyz)  einen  Punkt  irgend  einer 
geschlossenen  sphärischen  Curve  bezeichnet,  und 

■ 

gesetzt  wird,  der  Kugelflächenteil  zwischen  der  Curve  und  der  yz 
Ebene  (Aequator) 

0 

wo  k  ganze  Zal,  und  die  Flächen  auf  negativer  Seite  des  Aequators 
negativ  zu  rechnen  sind. 

Bezeichnen  fgh,/'g'h\  Imn  die  Richtungscosinus  der  Tangente, 
Uauptnormale ,  Binormale  der  Urcurvo  «,  dann  verlangt  nach  Sub- 
stitution von  cf\  cg\  ch'  ftlr  xyz  der  Satz,  dass 
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sei.  Ans  der  letztem  Gleicbimg  findet  man,  wenn  9t,  die  Conti- 
genzwinkel  der  Tangente  und  KrQmninngsaxe  bedeuten: 

daber 

/'agj  —  =  ö arc tg  ^  (2) 

uud 

Sic--  =  2Äiß 

wo  die  ganze  Zahl  znn&ehst  unbekannt  bleibt.  Ihr  Wert  hängt 
Ton  der  Anzahl  der  Vorzeichenwechsel  von  /  nnd  I  ab.  Da  i  für 
sich  nnr  eine  gerade  Anzahl  Wcehsol  erfahren  kann,  so  mnss  ge- 
rade sein  und  sei  «  2Ärg.  Bann  zeigt  die  erste  Gl.  (1),  dass  (wofern 
nicht  /'  coustant      1  ist) 

sein  mnss.  Macht  also  die  Hanptnormale  nnr  dnen  Umlauf  nm  die 
«  Axe,  so  dass  k  =  l  wird,  so  ist     =  0  nod  der  Satz  richtig. 

Gehe  femer  14  nnd  mal  l  bei  positivem  /,  fi^  und  mal 
bei  negativem  f  vom  +  znm  —  nnd  vom  »  znm  -f  tlber,  dann  ist 

Es  mnss  aber  sein 

0 -^H—^i+f*!— «'s 

folglich  ist 
oder 

Da  ferner 

d  arctg  j  —  -  öarctg^ 

ist,  so  litsst  sich  bei  Bestimmung  von  A-g  auch  dio  Tangente  mit  der 
Bioormale  vertauscbcu,  währcud  k^  nur  sein  Vorzeii'beu  wechselt 

Ausreichende  nnd  notwendige  Bedinguug  des  Satzes  ist  also,  dass 
der  Winkel  zwischen  der  Binormalo  nnd  einer  beliebigen  Geraden, 
in  Intervallen  wo  der  Winkel  zwischen  der  Tangente  nnd  Jener  Ge- 
raden spit?;  ist,  ebenso  oft  aus  einem  spitzen  in  einen  stumpfen  ttber- 
geht  als  umgekehrt. 

Ist  diese  Bedingung  für  eine  Gerado  erfüllt  so  ist  sie  es  ftr 
jede.  Ueberdies  ist  sie  dann  mit  vertaaschten  Bollen  von  Tangente 
und  Binormale  erfillUt  und  nmgekehrt 
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Mchwol  mochte  dieser  weitesten  Avadehnimg  des  Saties  eine 
flSgeie  BegramiBf  Tomzielien  seio.  Er  vntot  namUch  $msh  FiUe, 
wo  ZB  seiner  Yerification  Flftdienstflcke  anf  der  einen  Seite  depi»eit| 
snf  der  andern  negatiT  gerechnet  mflssea,  nnd  verliert  dnrch  diese 
notwendigen  Interprotationca  seine  Ein&ehheit  Solciie  FiUe  Icönnen 
iades  nnr  stattfinden,  «o  die  spblrisehe  Cnrve  Doppelpunkte  hat 
Sciüf essen  wir  aber  Doppelpunkte  ans,  so  tritt  das  erstgenannte  Kri- 
terium in  Kraft;  denn  dann  kauu  die  sphärische  Curve  einen  Punkt 
der  Kugelfläche  nur  einmal  umlaufen  Mit  deu  Doppelpuakton  wer- 
den dann  zugleich  die  mehrmals  durchlaufenen  Curvon  auscreschlosscu, 
filr  welche  der  Satz  nie  richtig  ist.  Letzterer  würde  nuu  lautou : 

Ein  Kiigclradius  in  gleicher  Richtung  mit  der  Hauptnormalc 
einer  geschlossenen  und  Ms  auf  2.  Ordnung  stetigen  Curve 
geführt  zeichnet  auf  der  Kuprolfläche  eine  gesclilDssoiH^  Cnrvo,  die, 
wenn  sie  keine  Doppcipuukto  hat,  die  KugelUacho  )U  zwei 
gleiche  Teile  toüL 

Das  Vorstehende  lässt  es  un^cwigs  erscheinen,  ob  es  gescbloMcno 
Canren  gibt,  für  welche  die  Bedingungen  des  Satzes  nicht  ^  rfüllt 
sind,  für  welche  also  K  nicht  Jiull  ist.  Den  einfachsten  Beweis  Jin  darcn 
Existenz  geben  aber  die  Ctirven  cykliscbcr  Torsion  ♦).  Denn  (l<'reu 
Hauj)tuormaIe  bat  constauto  Neigung  II  gfgcn  eine  fobtu  Ax«',  no 
dass  die  sphärische  CoTTo  ein  nichtgrüdster  Kreis  wird.  Üiro  spc- 
ofiache  Gleichung  ist 

=  cot^a  («  constant) 

vonas  flieh 

/'«sin«;  Sl^UtRtiau 

erpbt.  Setzt  man  sin«  gleich  eiueni  rationalen  Bruch  und  *  propor- 
tional der  Krümmungsbreite  /,  so  schliesst  sich  die  Urcurve  stete 
nach  einer  Variatiou  von  l  um  ein  Vielfaches  von  41i,  nnd  k  erweist 
sich  als  beliebige,  durch  sina  darstelibore  ZabL  Die  KageiflAche  wird 
beliebig  rational  geteilt 

Da  ein  Beispiel  zum  Beweise  genügt,  sei 

siB«s(;  9*^al 

daan  wird 


*)  Harpe.  ÜMljtMcke  Cwiitii«  f.  iO.    Gfwm.  Arth.  tVf.   A  #1 


106 


Afitfg/fetit 


Diese  Cnrve  schliesst  sich  nach  Variation  von  X  am  4R  und  hit  in 
diesem  luterralle  keinen  Doppelpunkt  Ihre  Haaptnonnale  hat  die 
Richtnngicoainns: 

/'-Ii  ^'--^ain2A;  V=^cos2A 

woraus 

daher  wird  der  sphärischo  Kreis  zweimal  durchlaufen.  Zwischen  ihm 
uud  dem  Aei^uator  liegt  die  Zone 

iA»2Rc2- ~.8R8intt 

daher  ist  ik  ^  2.  Ferner  findet  man : 

/— -g-sini;    I  — -y-cosl 

woraos  man  leicht  erkennt,  dass 

1*1  — I5  n=0;      — 1 

Demnacli  wird  die  Kugdflächc  im  Vcrhältniss  1:3  geteilt,  was  die 
AilgcuiciugUltigkeit  des  Craig'schen  Satzes  augenfällig  widerlegt. 

R.  Hoppe. 


3. 

£lm  fiati  über  Peteminante»« 


Es  soll  folgender  Satz  bewieseii  werden: 

Die  Determinante  von  4  Determinanten,  deren  je  2  in  einer 
Kcihe  stehende  nur  eine  ungleiche  Verticnlrcihe  haben,  ist  f,^lei<  h  dem 
Product  der  2  Dctcrminauteu ,  dio  man  aus  den  erstem  durch  die 
allein  noch  flhrigea  Comhinationen  der  2  angleichen  Reihen  erhält 

Bezeichnen  wir  abkürzend  durch  abcf  ...^  die  Determinante 
oiHcs  Systems,  dessen  Horizontalreihen  aus  der  Reihe  alef durch 
UiuzufOgung  von  Indices  hervorgehen  j  so  behauptet  der  Satz,  dass 


sei. 


I  aet  ...  1 1  ade  ...  | 
\h€e  ...  II  bde  ...  j 


=s  |od«  ...  I  .  I  ede  ,..| 
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Zoent  ist  nämlich  leicht  m  beweisen,  dass  Jeder  der  2  Factoren 
der  Bechten  Factor  der  Linken  ist  Denn  Iftsst  man  den  Factor 
( ahe  ...  I  Yerachwittden)  so  Ist 

etc. 

und  nach  Einsetzung  dieser  Werte  verschwindet  die  Linke.  Das 
gleiche  gilt  vom  Factor  |  ede  ...  j. 

Femer  ersiebt  man  anch  sogleich,  dass  beide  Factoren  der 
Bechten  unter  einander  keinen  Factor  gemein  haben,  wenn  alle  ver- 
sehieden  bezeichnete  Klmuntc  unabhängig  sind.  Denn  betrachtet 
man  den  erstem  und  den  letztem  als  lineare  Function  der  Unab- 
hlQglgen  ttf  bshw.  <?,  c^,       so  wflrde  Jeder  gemeinsame 

Factor  beider  gemeinsamer  Factor  von  allen  Gooffieienten  dieser  Un- 
abhiDfljgen  d.  i.  von  ihren  entsprechenden  Unterdeterminanten  sein 
mtlsseii.  Ein  solcher  mllsste  dann  irgend  welche  Elemente  beider 
Sjsteme  enthalten,  nnd  diese  Elemente  mftssten  in  allen  Unterdeter- 
niiianten vorkommen.  Dies  ist  nicht  der  Fall;  denn  jedes  Element 
fehlt  in  iigend  einer  Untcrdeterminante. 

Ans  beiden  Ergebnissen  folgt  nnn,  dass  die  ganse  Rechte,  d.  i. 

ein  Ausdruck  von  gleichem  Grade  mit  der  Linken,  Factor  der  Linken 
ist,  so  dass  beide  Seiten  der  GieiciiQüg  bis  auf  eineu  iiumeriöchen 
Factor  gleich  sein  müssen. 

üm  letztem  zn  bestimmen,  setze  man  alle  Elemente  der  Rechten 
ansser  den  Diagonalen 

ohie^  ...  und  cde^  ... 
aidl,  dann  wird  die  Linke 


0  orfj<Jj  ... 

—  bice^  ...  0 


a^€S|  ...  cd^tf  ... 


also  der  Rechten  gleich,  und  der  Quotient  «=»  1,  der  Beweis  des  au< 
fiUigUchen  Satzes  folglich  voilständig. 

R.  Hoppe. 
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4. 


Ueber  die  Grenze  der  stabilitut  eines  lonL^iiudinal  comprimirten 


In  oinem  Aufuttze  Uber  Biegung  prismaliscber  Stäbe,  Poggen- 
dorff  Ann.  Cn.  S.  227—245,  1857,  habe  ich  (S.  237)  bewiesen,  daes 
ein  gerader  elastischer  Stab  durch  Longitadinalcompression  erst  dann 

gebogen  werden  kann,  wenn  dieselbe  eine  gewisse  endliche  Grenze 

überschreitet,  und  diese  Grenze  bestimmt  Eine  abweichende  Ansicht 
war  nur  damals  nicht  bekannt.  Später  bin  ich  aber  wiederholt  der 
auf  Rechnung  gestützten  Ansicht,  die  ich  für  die  gewuhuliche  halten 
muss,  begegnet,  dass  ein  gerader  Stab  bei  der  geringsten  Compression 
sich  zu  biegen  anfängt.  Der  Gruuci  der  Abweichung  lietrt  nicht  in 
Principien  und  Voraussetzuugeu ,  sondern  in  der  Kechuuu^i  ihn  zn 
zeigen  ist  der  Zweck  des  Folgenden. 

Unveräaderlichkeit  des  Normalschnitts  ist  gemeinsame  Annahme 
der  bmderseitigen  Beebnnngen;  ihre  Znlflssigkelt  kann  wol  hier,  wo 
es  sich  am  keine  oder  eben  beginnende  Biegung  handelt,  nicht  in 
FrBgß  kommen.  Die  Cnrve  der  Mittellinie  (d.  i.  Ort  des  Querschnitts* 
Schwerpunktes)  war  eben.  Auf  beliebige  einzelne  Punkte  derselben 
wirkten  Krftfite  in  dieser  Ebene.  Ans  der  Gleichung  der  Tirtuellea 
Geschwindigkeiten  ergaben  sich  die  2,  von  den  Grensbedingnngea 
unabhängigen  Differentialgleichungeu: 


wo  ö  den  uugcspanutcn,  *  den  actuelleu  Bogen  der  Mittellinie  bis 
zum  Punkte  (ary),  der  Acccut  die  DüTereutiatiou  nach  Sy  g  den  Krüm- 
mungsradius von  s,  f  den  Querschnitt,  hf  sein  Trägheitsmonieut  für 
die  Biegungsaxe  bezeichnet.  Auch  diese  Gleichungen  finden  sich  noch 
flberall  in  Uebereinstimmnng. 

Hier  setzt  nnn  die  gewrjtiuliclic  Kechnuni",  mit  Vernaohlassiguug 
höherer  Potenzen  der  Transversal  Verschiebungen,  vor  der  Integration 


und  bebandelt  die  Gleichungen  als  lineare.  Lftsst  man  sie  aber,  in- 
dem man  sie  als  genau  geltend  betrachtet,  unTerftudert,  so  sind  sie 
ohne  alle  yernnchlftssigung  in  geschlossener  Form  integrabel.  Das 


geraden  elastischen  btabes. 


(1) 


(wo  die  y  transversal  gerichtet  sind) 


(2) 
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letztere  ist  in  meiner  Rechnung  tjoschehen.  Es  zeigte  sich,  dass  der 
Bogen  zwischen  2  succcssiven  Angriffspunkten  stets  ein  Stück  der 
Carve  eines  freien  Stabes  ist,  auf  dessen  Enden  entgegengesetzte 
Kräfte  in  der  Richtung  der  Sehne  wirken,  einer  Curve  deren  Pfeil 
jede  beliebige  Grösse  haben  kann.  Die  Sehne  zur  x  Axo  genommen, 
ergab  sich  als  Integral  der  Gl.  (1): 


iVb  f  (cos2^-2.8in2y)  I 


s 

0 

/dz 
N 

«  z{l  —z)  (C082/5  -  2sin2y)  {sin^ß  —  (1  —  s)  sin2y) 

wo  z  durch  Gl.  (3)  bestimmt  wird,  und*  |5,  y  Integrationsconstanten 
bedeuten.   Die  Kräfte  sind 


,  sin2^ 
^  ^      C08  2y 


K  Elasticität  des  Stoffes. 


Vermindert  man  />,  bis  der  Stab  gerade  wird,  so  verschwindet 
mit  y  die  Constante  y,  und  man  hat,  wenn  der  Index  1  sich  anf  dio 
Mitte  der  Curve  bezieht: 

sr,  =  j»j  =  R-y/Acot^;   yi  —  0 

^  sin  ß  cos  ß 

j)  =  fKsm^ß 
QDd  uach  Elimination  von  ß: 

Die  Verkürzung 

o/         ^  2R2^ 
2(01—«,)  =  —T 
'i 

nahezu  =  2R2i :     also  unabhängig  vom  MatorL 


«1 
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Die  80  bestimmte  endliche  Comprcssiou  ist  diejenige,  in  dercü 
Grenzen  die  gerade  Gestalt  des  Stabes  stabil,  eine  Biegung  unmüg- 
lieh  ist 

Wendet  man  gegen  die  Geltung  dieses  Resultats  ein,  dass  eine 
Berttcksicbtigong  der  höhern  Potenzen  der  Transversalverschiebuiig 
illusorisch  sei,  soferu  sie  die  Grenzen  der  Elasticitätstheorie  über- 
steige, so  kann  man  aus  diesem  Gesichtspunkt  höchstens  die  Ge- 
nauigkeit des  gefundenen  Stabilitätsintervalls  in  Zweifel  zieheu,  uicht 
aber  folgende  Consequouzon  bestreiten. 

Ist  das  auf  die  lineare  Form  der  Differentialgleicbungen  gestaute 
Ergebnis«;  in  Bezog  auf  TransYcrsalTerscbiebang,  Gestalt  der  Biegnngt- 
corvo,  Spaaoang  a.  8.  w.  das  Aensserstc,  was  die  Elasticitätstheorie 
zu  leisten  vermag,  so  ist  die  weitere  Folgemng  auf  ein  StabilitAts- 
utervall  =  0  eine  Ueberschreitimg  ihrer  Competenz,  weil  sich  das 
Besultat  als  ahhftngig  toq  den  als  unbekannt  Temachlftssigten  Ele- 
menten erwiesen  hat,  nnd  ^n  Rechnangsfehler«  Die  auf  diesem 
Fehler  bcmhonde  gewöhnliche  Ansicht  hat  gegenflber  der  vorstdien- 
den  An&tellang  kdnen  Ansprach  anf  Geltang. 

Das  Yorsteheade  will  ich  noch  InTeigleich  stellen  mit  dem,  was 
Grasshof  in  seinem  Werke:  „Festigkeitslehre         aber  den  ange* 

regten  Punkt  sagt.  Er  nennt  gleichfalls  die  Methode,  welche  za 

einem  Stabilitätsintorvall  0  führt,  die  gewöhnliche  und  erklärt 
ebenso  das  irrige  iUsultat  durch  die  iu  der  Substitutioa  (,2)  begau- 
gcne  Vernachlässigung.  Uebereinstimmend  ist  auch  das  durch  Be- 
rücksichtigung der  Differenz  von  ihm  berechnete  Stabilitätsintenall 
(abgesehen  vou  der  inimorklichen  Abweichung,  dass  in  Gl.  (3) 
statt  ffi  steht).  Seine  Kechnung  selbst  liinti^egeu  ist  ganz  verschie- 
den: eine  genaue  Intet^ration  vollzieht  er  uicht,  sondern  leitet  den 
gesuchten  Wert  approximativ  mit  elementaren  Mitteln  her. 

Die  Vergleichung  liefert  m^r  manche  willkommene  Rechtfertigung. 
Zunächst  kann  ich  mich  auf  Grasshofs  weiter  reichende  Erfahrung 
berufen,  indem  ich  jene  irrige  Ansicht  die  gewöhnliche  genannt  habe. 
Ist  sie  nun  9  Jahre  nach  ihrer  Berichtigung  trotzdem  die  gewöhn- 
liche geblieben,  so  bürgt  nichts  dafftr,  dass  sie  es  nicht  aoch  henta 
noch  ist,  nnd  kann  die  hier  behandelte  Frage  dnrch  ihr  Alter  nicht 
gegenstandslos  geworden  sein. 

R.  Hoppe. 
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5. 


Zar  harmonischen  Teilung^. 


Jakob  Steiner  stellt  (ges.  Werke  I.  400.)  a.  A.  die  Aufgabe :  man 
soll  die  gegenseitige  Lage  der  16  (oder  8)  Punkte  untersuchen,  aus 
welchen  sich  4  harmonische  Punkte  einer  Geraden  durch  ein  ge- 
gebenes harmonisches  Büschel  projiciren  lassen.  Wir  werden  im 
folgenden  versuchen  sie  zu  erledigen. 

Um  zunächst  zu  den  16  Punkten  zu  gelangen,  aus  welchen  eine 
barm.  Punktreiho  ABCD  sich  durch  ein  gegebenes  barm.  Büschel 
projiciren  lässt,  haben  wir  nur  über  den  conjugirten  Strecken  der 
Puuktrcihe  Kreise  zu  beschreiben ,  welche  Winkel  fassen,  die  gleich 
den  Winkeln  a,  ß  der  conjugirten  Strahlen  des  Büschels  sind.  Dies 
gibt  8  Kreise.  Jeder  Punkt  nun,  in  dem  ein  den  Winkel  a  fassen- 
der Kreis  einen  den  Winkel  ß  fasse  nden  trifft,  ist  ein  Punkt,  welcher 
die  erwähnte  Eigenschaft  besitzt.  Dies  gibt  uns  16  Punkte,  welche 
sich  symmetrisch  zur  Geraden  AD  verteilen.  Sind  nun  femer  A/",  N 
die  Halbirungspunkte  zu  den  conjugirten  Strecken  AC^  BD,  und  ist 
MN  in      Q  80  geteilt,  dass 


so  finden  wir  ohne  Schwierigkeit,  dass  wenn  wir  irgend  einen  der 
16  Punkte  mit  irgend  einem  der  4  Punkte  A/,  iV,  I\  Q  verbinden, 
diese  Verbindungslinie  noch  durch  einen  zweiten  der  16  Punkte  geht. 
Das  gleiche  findet  statt  für  den  Punkt  /?,  für  welchen  HA  .  HB  = 
RC .  RD  ist ;  jedoch  liegen  die  Punkteparo  nicht  mehr  auf  derselben 
Seite  von  AD. 

Ferner  finden  wir,  dass  wenn  z.  B.  V  und  W  2  der  16  Punkte 
sind,  welche  auf  einer  Linie  mit  einem  der  5  Punkte  3/,  iV,  Q,  R  . 
sich  befinden,  für  diesen  Punkt,  etwa  Q,  stets  QV .  QW  =>  const  ist. 
Aus  letzterem  Umstände  folgt  aber ,  dass  jeder  durch  V  und  W  und 
einen  dritten  der  16  Punkte  gelegte  Kreis  notwendigerweise  noch 
durch  einen  vierten  gehen  muss.  Berücksichtigen  wir  dies  in  Bezug 
auf  8  auf  einer  Seite  von  AD  gelegene  Punkte,  so  ergibt  sich  hieraus 
mit  Hülfe  der  Punkte  3/,  1\  Q,  dass  alle  8  Punkte  auf  einem 
Kreise  liegen  müssen.  Fasson  wir  diese  Resultate  zusammen,  so 
finden  wir  folgenden  Satz. 

Die  16  Punkte,  aus  welchen  eine  gegebene  harmouischc  Punkt- 
reihe sich  durch  ein  gegebenes  harmonisches  Büschel  projiciren  lässt, 
liegen  zu  je  8  auf  2  Kroi«r;i,.,^-'m»»-t  ?»iuktc  eines  jeden  Kreises 
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üQgen  flberdioB  parweise  mit  jedmn  der  4  barmoniBclien  Punkte  If, 
N,  P,  Q  %vif  AD  In  einer  Geraden,  und  Jeder  der  Ponkte  des  einen 
Kreises  liegt  mit  einem  Ponkte  des  andern  nnd  einem  festen  Pnnkt 
Jl  auf  AD  in  einer  Oeraden. 

Betrachten  wir  ferner  die  8  Paukte  cijics  jeden  der  beiden  Kreise, 
so  finden  wir,  dass  wenn  wir  den  Kreis  in  einem  bestimmten  Sinne 
durchlaufen«  die  Verbindungslinien  des  1.  und  5tcn,  2.  und  Gten, 
3.  und  7ten,  4.  und  8ten  Punktes  sich  in  einem  Puukto,  dem  Pole 
der  Linie  AD  in  Bezug  anf  dem  Kreis,  schneiden.  Der  1.,  3.,  6., 
7te  nnd  ebenso  der  2.,  4.,  6.,  8te  Punkt  bilden  dberdies  anf  den 
Kreisen  harmonische  Wflrfe. 

Weingarten,  im  October  lödi. 


B.  Sporer. 
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V. 

TJober  die  Curven  viertor  Ordnunu: 
mit  drei  Inflexionakiioten. 

Von 

Heim  P.  H.  Schoute, 

Professor  in  Groningen. 


Erster  Abschnitt. 

Einleitende  Sätze. 

1.  ,.Sind  CX  und  CY  (Fig.  1.)  die  Asymptoten  und  P  und  Q 
zwei  Punkte  einer  gleichseitigen  llyj)erbel,  und  construirt  man  auf 
P(l  als  Diagonale  ein  Rechteck,  dessen  Seiten  zu  den  Asymptoten 
parallel  laufen,  so  geht  die  zweite  Diagonale  RS  dieses  Rechtecks 
durch  den  Mittelpunkt  C  der  Hyperbel.  Und  haben  umgekehrt  (iic 
Punkte  r  und  Q  in  Bezug  auf  die  senkrecht  auf  einander  stehenden 
Geraden  CX  und  CT  eine  solche  Lage,  dass  die  zweite  Diagonale 
des  auf  PQ  mittelst  Parallelen  zu  CX  und  CY  b<^schricbenen  Recht- 
ecks durch  C  geht,  so  sind  7'  und  U  Punkte  einer  gleichseitigen 
Hyperbel  mit  den  Asymj)toten  CX  und  CY'^, 

Dieser  Satz,  der  bei  Ersetzung  vom  Rechteck  durch  Paralle- 
logramm ganz  allgemein  für  ungleichseitige  Hyperbeln  gilt,  ist  über- 
bekannt. Man  kann  ihn  geometrisch  beweisen  mittelst  Anwendung 
des  Pascarscbcu  Satzes  auf  das  eingeschriebene  Sechseck  XXPYYQ^ 
wenn  unter  A"  und  Y  die  unendlich  fernen  Pimkj^^|^|||^Asymp toten 
Terstanden  werden. 

Arch.  d«r  Math.  a.  Thyti.  2.  Roiho.  Teil  II. 
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Zur  Abkttnnng  werde  ich  die  gleichseitige  Hyperbel,  welche  CX 
nnd  CY  2a  Asymptoten  hAt  ond  durch  die  Punkte  P,  Q  ...  hindoreh 
gebt,  durch  das  Symbol  H{Cä\  CY-  r,  Q  ...)  andeuten.  Weiter 
mag  das  mittelst  Parallelen  zu  CX  und  CY  aaf  der  Sehne  PQ  als 

Diagonale  beschriebeno  Rechteck  als  „das  Asymptotenrechteck  iQ*' 

der  Hyperbel  bezeichnet  werden.  Und  endlich  werde  ich  zwei  Ge- 
rado, die  wie  die  Diagoualeu  I'Q  und  JIS  dieses  Asymptotenrecht- 
ecks r.acb  verschiedenen  Seiten  mit  jeder  der  Aymptoteu  gleiche 
Winkel  bilden,  in  Bczag  auf  CX  und  CY  „antiparallel''  zu  einander 
nennen 

2.  »Die  Tangente  der  gleichseitigen  Hyperbel  H{CX,  Cl  P) 
im  Punkte  P  ist  antiparaliel  zu  CP  In  Bezug  auf  die  Asymptoten*^. 

Wenn  mau  den  Ponkt  Q  (Fig.  1.)  der  Hyperbel  entlang  dem 
Punkte  P  fortwährend  nfther  treten  lässt,  so  werden  PQ  und  S8 
immer  antiparalloi  zu  einander  bleiben  in  Bezug  auf  die  AsymCoten, 
PQ  in  die  Tangente  der  Hyperbel  in  i',  ns  in  CP  flbergeflahrt  wer- 
den. Es  ist  also  dieser  ebenfalls  sehr  bekannte  Satz  eine  Folge  des 
Vorhergehenden 

3.  ^Wenn  man  <Fig.  2.)  die  Seiten  PiTund  PS  des  Asymptotca- 
rechtecks  PQ  der  gl^chseitigen  Hyperbel  HiCX,  cy\      Q)  um 


1)  Weuu  mau  den  besonderen  Chuvuktcr  der  von  den  conjugirtcn  Durch» 
mcMcrn  der  gleichseitigen  Hyperbel  gebildeten  quadratischen  Imrolntionf  nach 
welchem  die  Asymptoten  die  Teitstmblen  »ind  iroti  den  von  irgend  einem 
Peare  coi\jngirler  DorchmeMer  gebiMeten  SchdtetwiDkdn,  ab  bekannt  an* 
ninwnt,  «o  wird  oben  atebeader  Sata  auch  bewioien  mictelat  der  Bemerkung^ 
daM  die  Gerade,  welche  C  mit  der  Mitte  der  Strecke  PQ  verbindet,  all  an 
der  Sehne  PQ  conjogfarter  DnrohmesBer  antiparallel  an  PQ  ist  in  Beang  aof 
die  Asymptoten  nnd  die  deshalb  mit  der  iweiten  Diagonale  des  Asymptoten- 
rechtecks  PQ  snsammenftUt.  Da  eine  geometrisehe  Behandlnng  des  Lehr- 
stoffes den  Pascal'schen  Sau  nnmitlelbar  an  die  prcgectlvische  Kraengang  dar 
Kegelschnitte  festknüpft,  so  habe  ich  es  vorgeiogen,  den  diesem  Satae  ent* 
nmnmenen  Beweis  aoaudenten* 

Li  seiner  allgemeinen  Form  Ahrt  der  Sats  aar  Constmetion  einer  Hyper- 
bel, von  welcher  drei  Punkte  und  die  Biehtangea  der  Asymptoten  gegeben 
sind  (nLe^ns  de  gdomftrie  anulytiqae**  de  Briot  et  Bouqnet,  dixihme  dditlon, 
livre  3»  chapitre  S,  exercice  4  et  llvre  S,  chap.  3,  exerc.  14). 

2)  Auch  dieser  Satz  folgt  aas  dem  besonderen  Cbaraliter  der  von  den 
conjugirten  Dttrcfameasem  gebildeten  Involntion.  Nach  diesem  wird  andk  die 
VerUndungslinie  der  Mitten  aweier  dnander  unter  einem  gegebenen  Winkel 
sehneidenden  Sehnen  der  gteiehseitigeu  Hyperbel  aus  dem  Mittelpunkte  dieser 
Cnrve  immer  unter  dem  nimlichen  Winkel  gesehen  (nXraild  dt  g<oaiMe  «na* 
lytique*  de  Piquot,  tome  I,  f  167,  eamrdee  S). 
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Ihre  eigene  LSnge  bis  in  T  und  U  verlängert,  die  nenen  Eudpankto 
T  nnd  U  mit  C  verbindet  nnd  die  Schnittpunkte  V  and  W  von  CT 
mit  SQ  und  von  Cü  mit  RQ  bestimmt,  so  hat  man  in  V  und  TT  zwei 
Punkte  der  Tangente  in  P  an  JFf(CJ;  CF;  P,  Q)  erhalten.  Und 
mngekelirt  li^  Q  anf  der  Hyperbel  H{CX^  CY;  P)  und  iüt  PVW 
die  Tangente  dieser  Corve  in  P,  wenn  die  anf  der  angegebenen  Weise 
ans  P,  (2  und  den  senkrecht  auf  einander  stehenden  Oeraden 
md  CY  hervorgehenden  Punkte  V  nnd  TV  auf  einer  durch  P  gefaen-> 
den  Gerade  liegen^S 

Ist  Q  ein  Punkt  der  glcicbseitiseu  Hyperbel  H(CX,  CT;  P),  so 
geht  nach  Artikel  1.  die  wegen  der  Umkehmng  des  Satses  in  der 
Fignr  nicht  angegebene  zweite  Diagonale  RS  des  Asymptotcnrecbt- 
ecks  PQ  dnrch  C.  Wird  nnn  CP  von  den  Seiten  QS  und  QR  in  \\ 
mi  Wf  getroifen,  so  folgt  ans  PR  =  RT  und  PS  ^  SU  unmittelbar 
Fi^  —  ^Fund  W^R  ^  RW,  Und  diese  Relationen  zeigen,  dass  PV 
«ad  PW  nach  Artikel  2.  mit  der  Tangente  der  Hyperbel  in  P  zu- 
taDmenfallen. 

Ist  umgekehrt  wol  bekauut,  dass  die  auf  die  augcgebene  Weise 
aus  J\  Q,  CX,  er  abgeloitetcu  Punkte  v;  U' mit  P  in  einer  Ge- 
rMien  liegen,  nicht  aber  dass  Q  ein  Punkt  der  gleichseitigen  Hyperbel 
H{CX,  CY\  P)  und  PFIT  die  Tangente  dieser  Gurve  iu  P  ist,  so 
kann  man  wie  folgt  verfiethren.  Die  Geraden  VU  und  TW  sind  parallel, 
da  sie  wegen  der  Relationen  PS  ^  SÜ  und  PR  »  /f7*autiparaHel  zu 
PVWüad  in  Bezug  auf  die  Asymptoten.  Deshalb  ist  CU:CWs= 
aViCT  und  da  auch  CV:CT=  CV^iCP  ist,  so  ergiebt  sich 
CUiCW^  CV\  :  d\  d.  h.  die  Oeraden  UV\  und  WP  sind  parallel. 
Also  ist  das  Viereck  PVIIV^  und  ebenso  das  Viereck  ][\TWP  eine 
Raute;  ausserdem  sind  diese  Vierecke  ähulich  und  ühulicl»  liegend 
mit  dem  Punkte  C  als  Arhidichkeitspuukt  und  liegen  deshalb  ihre 
einander  entspreciieDdcu  MiUulpuukte  Jt  und  S  mit  C  iu  einer  Ge- 
raden, d.  h.  es  t;eht  die  gleichseitige  Hyperbel  //(6'A',  CT;  r)  nach 
Artikel  1.  durch  Q.  Offenbar  sind  dann  endlich  anch  die  Geraden 
CP  nnd  Pl'W  autipara'lel  in  Bezug  auf  die  Asymptoten  und  ist 
VVW  also  die  Xangeuto  der  gleichsoitigeu  Hyperbel  i/(C'^,  CT;  P, 
Q)  in  P. 

Hit  dem  Auge  auf  Artikel  2.  brauche  ich  kaum  hervorzuheben, 
dtss  ich  mit  dem  Satze  dieses  Artikels  nicht  die  Anweisung  einer 
CoDstruction  der  Tangente  in  einem  Punkte  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel beabBicbtige.  Vielmehr  wird  er  uns  im  Folgenden  die  Er> 
kennung  einer  bestimmten  Geraden  als  Tangente  einer  bestimmten 
gleichseitigeu  Hyperbel  in  einem  bestimmten  Punkte  erleichtern 


S)  Mm  ?«fglticiie  den  dritten  Abtchmtt^  Artikel  31. 
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4.  „Eine  gleicbseitige  Hyperbel  ist  fftr  irgend  eins  ihrer  Fasn 
von  einander  gegenflberUegenden  Punkten  i^,  (Fi?*  3-)  ^  Ort 
der  Pankte  P,  für  welche  die  Geraden  PP,  und  PPf  antiparaUel  sind 
in  Beasng  anf  die  Abjmptoten^'. 

Da  die  Büsckcl  der  iu  Bezug  auf  die  zwei  cinauder  senkrecht 
schneidenden  Geraden  CX  und  CY  untiparaJlel  zu  einander  durch 
Pf  nnd  1\  gelegten  Geraden  1\P  und  I\P  projecUvisch  sind,  so  ist 
der  Ort  der  Punkte  P  ein  durch  J\  und  l\  gehender  Kegelflchnitt. 
Ist  PjP  zu  CA",  rcsp.  CY  parallel,  so  ist  P,P  es  auch;  also  ist  der 
erzengte  Kegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  za  CX  nnd  CY 
parallelen  Asymptoten.  Endlich  sind  die  Tangenten  dieser  Curve  u 
den  Pnnkten  P,  nnd  Pf  beide  antiparallel  zn  PjP^,  also  zn  einander 
parallel,  d.  h.  der  Mittelpunkt  C  der  Strecke  PtP,  ist  Mittelpunkt 
der  Gnrve,  nnd  diese  Curve  also  auch  die  gleichseitige  Hyperbel 
H{CX,  CY,  P„  P,)  *). 

5.  „Bewegen  die  Geraden  PQ  und  RS  si<'}»  autii)arallel  zu  ein- 
ander iu  Bezug  auf  irgend  eine  feste  Gerade  CT,  und  ist  dies  mit 
den  Geraden  PQ  und  TU  in  Bezug  auf  irgend  eine  andere  feste  Ge- 
rade CW  der  Fall,  so  ist  der  von  RS  nnd  TU  gebUdete  Winkel  von 
unverftuderlicher  Grösse. 

Sind  PQ,  und  BS  antiparaUel  iu  Bezug  anf  die  Asymptoten,  PQ 
nnd  TU  antiparallel  in  Bezug  auf  die  Achsen  einer  gleichseitigen 
Hyperbel,  so  stehen  RS  nnd  TU  anf  einander  senkrechtes 

Lassen  wir  im  ersten  Teil  des  Sattes  an  die  Stelle  der  ge- 
gebenen Geraden  PQ,  TU  ihre  durch  den  Schnittpunkt  C  von 
CK  nnd  CW  (Fig.  4)  geffthrte  Parallelen  CL,  Cüf,  CN  treten,  so 
ist  WU.  MCL  —  2  Wkl.  YCL  und  Wkl.  NCL      2  Wkl.  WCL^ 


4)  Die  Bemerknng,  das«  die  Verbiodangslinien  P,  P  und  P^P  tob  P, 
und  P,  mit  irgend  einen  Punkte  P  der  Cnm  U{CX,  CY\  P|,  P,)  supple- 
neDttce  Sehnen  dieier  Cnrve  sind»  wenn  P|  nnd  P,  einander  diametral  gegen* 
Aberliegea,  fUhrt  in  Verbindung  mit  dem  besonderen  Charakter  der  Involntion 
der  eofliingirteo  Darehmesser  ebenfalls  snm  Beweise  des  Satiee,  welcher  in  den 
bekannten  mechanisehen  Probleme  der  Laterne,  die  mittelsl  eines*  ttber  tvei 
nieht  eben  hoch  liegende  Funkte  gespannten  Seils  gehoben  wird,  eine  illu« 
strirte  Einkleidung  gefanden  hat.  Da  der  geometrische  Weg  eher  snm  oben 
g^benen  Beweise  lUhrt,  habe  ich  diesen  Yorgesogen. 

Man  vergleiche  „Jacob  Steiner's  gesammelte  Werke**,  erster  Baaii  flWI^ 
441*  Sats  IS,  links  b)  1B 
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a!so  nach  Subtraction  auch  Wkl.  MCN  2  Wkl.  l'Cir*).  Und  im 
zweiten  Teile  des  Satzes  ist  Wkl.  VCW  ^  45'»,  also  Wkl.  3/CiV=90<>. 

6.  „Die  vier  Schnittpunkte  eines  Kreises  mit  irgend  einem 
Kegelschnitte  K  liegen  dreimal  auf  zwei  in  Bezug  auf  die  Achsen 
TOD  K  zu  einander  antiparallelen  Geraden. 

Der  Krümmungskreis  irgend  eines  Punktes  /*  (Fig.  5.)  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  bestimmt  in  dieser  Curve  eine  zum  Durch- 
messer CP  des  Punktes  /*  senkrechte  Sehne  PQ.  Diese  Bemerkung 
führt  zu  einer  einfachen  Construction  des  KrUmmungskreises,  indem 
der  Krüramungsmittelpunkt  Mp  und  C  das  eine  Paar  und  /*  und  die 
Mitte  3/  von  J*Q  das  andere  Paar  Gegenecken  eines  Parallelogrammes 
büden 

Den  bekannten  ersten  Teil  des  Satzes  beweist  man  geometrisch  am 
leichtesten  mittelst  der  von  den  beiden  Curven  auf  der  unendlich 
fernen  Gerade  bestimmten  Involution.  Man  erblickt  nämlich 
nnmittelbar,  dass  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  den  Achsen 
von  K  die  Doppelpunkte  dieser  Involution  sind.  Denn  diese  Doppel- 
punkte sind  erstens  auf  gx)  harmonisch  getrennt  von  den  unendlich 
fernen  Punkten  von  Ä",  also  auf  //«  conjugirte  Punkte  in  Bezug 
auf  K,  d.  h.  Schnittpunkte  von  g^,  mit  conjugirtcn  Durchmessern 
TOD  A'.  Aber  ebenso  sind  die  Doppelpunkte  zweitens  Schnittpunkte 
von  /^jo  mit  conjugirtcn  Durchmessern  des  Kreises,  d.  h.  die  Doppel- 
punkte liegen  in  auf  einander  senkrecht  stehenden  Richtungen  auf 
<7x,  sind  also  die  unendlich  fernen  Punkte  der  senkrecht  auf  ein- 
ander stehenden  Durchmesser,  der  Achsen  von  A".  Und  hieraus  folgt 
dann  weiter,  dass  jeder  Kegelschnitt  des  von  K  und  dem  Kreise  ge- 
bildeten Büschels  gx>  in  zwei  Punkten  schneidet,  deren  Verbindungs- 
linie mit  irgend  einem  Punkte  im  Endlichen  in  Bezug  auf  dio  Achsen 
von  A'  zu  einander  antiparallcl  sind;  was  dann  auch  gilt  für  die  drei 
in  Geradenpaarc  zerfallenden  Kegelschnitte  des  Büschels 


5)  Hieraas  folgt  auch,  dnss  die  zwei  Darchmesscr  Ton  irgend  zwei  glcich- 
tcitigea  Hyperbeln,  welche  einer  nämlichen  Richtung  conjugirt  sind,  einander 
unter  einem  nicht  von  dieser  Richtung  abhängenden  Winkel  schneiden  (Pic- 
quet  a.  a.  0.,  tome  I,  §  167,  exercicc  9). 

6)  Schon  als  ich  diese  Construction  längst  gefunden  hatte,  bemerkte  ich, 
dass  sie  rorkommt  in  A.  Milinowski's  Elementar-synthetische  Geometrie  der 
gleichseitigen  Hyperbel",  Seite  55,  Artikel  84. 

7)  Der  analytische  Beweis  des  Satzes  folgt  aus  der  Bemerkung,  dass  die 
Gleichung  F  =  <f-{-k\p  ^  Q  der  Kegelschnitte  durch  die  Schnittpunkte  des 
gcgebeoco  Mittelpunktskegelschnittc«    <f  ^  Ax"^  ■\- By^    C  =  Q    mit  irgend 
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Stk9Ut€:  Utbtt  dw  Cttrvtn  vierttr  Mmu^ 


Nach  dem  nun  bewiesenen  ersten  Teile  des  Satzes  ist  die  Sebaa 
PQ ,  welche  der  KrQmmuDgskrcis  im  Pnnkte  F  von  irgend  emem 
Kegelschnitte  in  dieser  Cnrve  bestimmt,  antliimllel  sa  der  Tangente 
In  P  in  Bezog  auf  die  Achsen  des  Kegelschnittes,  was  dann  auch 
schon  Steiner  znr  Bestimmung  des  Krttmmnngsmittelpnnktes  verwendet 
hat  %  Aber  bei  der  gleichseitigen  Hyperbel  führt  die  Anwendnng  des 
zweiten  Teiles  des  vorhergehenden  Satzes  anf  die  oben  angedentete 
Lage  der  Sehne  FQ.  Ist  nnn  weiter  If  die  Mitte  von  JPQ,  so  Ist 
CM  als  ZQ  der  Sehne  PQ  conjngirter  Durchmesser  antipanülel  za  FQ 
in  Bezug  anf  die  Asymptoten  und  also  anch ,  da  CF  anf  PQ  senk* 
recht  steht,  antiparallel  zu  CP  in  Bezug  auf  die  Achsen.  Ebenso 
ist  CT  autiparallel  zu  der  Normale  PMp  in  Bezug  auf  diu  Achsen, 
da  Cp  antiparallel  ist  zu  der  Tangente  ui  i'iu  Bezug  auf  die  Asym- 
ptoten. Also  sind  CM  und  /M/p  beide  antiparallel  zu  CP  in  Bezug 
auf  die  Achsen  und  deshalb  zu  einander  parallel.  Da  nnn  der 
Puukt  3/p  offenbar  der  Schnittpunkt  ist  von  der  Normale  /'A/p  mit 
der  in  3/  auf  PQ  errichteten  Senkrechten  ^^^fp,  so  ist  ebenfalls  CF 
zu  MMp  parallel  und  PCMMf  ein  Parallelogramm. 

Ist  nun  von  H  ausser  den  Asymptoten  nur  der  Puukt  P  ge- 
geben, so  findet  man  den  KrUmmungsmittelpunkt  foigendermaassen. 
Man  errichtet  in  P  eine  Senkrechte  auf  die  Verbindungslinie  von  P 
mit  C,  sucht  die  Mitte  M  der  von  den  Asymptoten  auf  dieser  Senk- 
rechten bestimmten  Strecke  FgPg  und  macht  die  Strecke  MMf  gleich 
und  parallel  za  CP. 

Die  von  Steiner  gegebene  Construction  des  Krüminuugsmittel- 
punktos  wird  illusorisch,  wenn  P  einer  der  Scheitel  der  gleichseitigen 


einem  Kreise   ^  -  -  x* Pt  ^         It  =z  0   offenbar   kein   Glieü  ent- 
hilt.    Denn  wenn  die  das  GÜpd  xy  nicht  enthaltende  Gleichung  F=  ()  in  die 
Gleichungen  m^x^\■n^1/-\-p^  =  0   und  'W,r-|"'*9y     /'a  ~^  Rorfällt,  bat  man 
m,n,-f-m,N,  r=  o,    d.  h.  die  beiden   Geraden  mx -|- '*y 4" P  ^  ^ 
parallel  in  Bczuj:  nuf  die  Achsen. 

Einen  anderen  Beweis  giebt  Salmon  (nA  treattse  oa  conic  iectioot",  aixtb 
eüiliuQ,  Art,  244). 

Aus  dieser  Quelle  fliesst  auch  die  Lösung  des  Probletnea,  welches  au« 
sagt,  daas  die  Teilstrahlenpaare  der  von  den  Gegensettenpaarcn  eines  Kreis» 
Yierecks  gebildeten  Scheitelwinkel  drei  zu  drei  parallel  sind  (Briot  et  "Bouquet 
a.  a.  livre  2,  <  hnpitrf  3,  cxercicc  17,  oder  in  der  nrfprftaglichen  Faaanilg: 
Steiner,  a.  a.  O.,  erster  Band,  Seite  128,  Satz  7). 

Man  vergleiche  auch  „Die  Geometrie  der  Lage"  von  l>r*  Tb.  Bejre,  Ste 
Auflagt,  l*  Abteilang,  Seite  184,  Anij^be  119. 

8)  Steiner,  «.  e.  0.,  «weiter  Bend,  Seile  17,  8«tB  6). 
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Hyperbel  ist  Für  diesen  Fall  ergibt  meine  Construction ,  dass  der 
Krümmungsradius  dem  Radius  Vector  CP  gleich  ist. 

Durch  irgend  einen  Punkt  Q  von  //  gehen  drei  ihrer  Krüm- 
mnngskreise.  Denn  der  auf  CQ  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis 
schneidet  H  ausser  Q  noch  in  drei  Punkten. 

7.  „Die  Betrachtung  der  Ellipse  als  Projection  des  Kreises  und 
der  ungleichseitigen  Hyperbel  als  Projection  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel führt  zur  Konntniss  der  Krüraraungshalbmosser  des  Mittel- 
panktskegelschnittes  in  seinen  Scheitcln^\ 

Ist  E  (Fig.  6.)  die  gegebeno  Ellipse,  AV  der  über  ihrer  grossen 
Achse  AB  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis,  sind  und  I*k  ein- 
ander entsprechende  sich  in  P  auf  AB  projicirendo  Punkte  dieser 
Cunen  und  schneidet  der  durch  P,  gelegte  Kreis,  welcher  E  in  A 
berührt,  die  Achse  zum  zweiten  Male  in  so  hat  man  AP.PQ  = 
PP«'  und  AP.PB  =>  PPi^^  also  durch  Division,  wenn  n  und  h  wie 

PQ 

gewöhnlich  die  Halbachsen  von  E  andeuten,  jjj^  =^        Ersetzt  mau 

nan  die  Punkte  Pt  und  A  durch  einander  entsprechende  Punkte  von 
E  und  JSTr,  deren  gemeinsame  Projection  P  dem  Scheitel  A  immer 
näher  rückt,  so  findet  man  an  der  Grenze  für  den  Krümmungshalb- 

messer  Ä«  der  Ellipse  E  in  A  den  Wert  -.  Ebenso  findet  man  mit- 
telst des  auf  der  kleinen  Achse  von  E  als  Durchmesser  beschriebenen 
Kreises,  wobei  man  allerdings  den  Kreis  als  die  Projection  der  Ellipse 
zu  betrachten  hat,  für  den  Krümmungshalbmesser  Ph  der  Ellipse  in 

den  Endpunkten  der  kleinen  Achse  den  Wert 

Für  die  reellen  Scheitel  der  Hyperbel  findet  man  mittelst  der 
Bemerkung  am  Schlüsse  des  vorhergehenden  Artikels  auf  ganz  gleiche 

Weise  die  Relation  Jia  =»  ~ .  Dabei  hat  man  die  ungleichseitige  Hy- 
perbel als  Projection  der  gleichseitigen  Hyperbel  mit  gleicher  re- 
ellen Achse  zu  betrachten  oder  umgekehrt  die  gleichseitige  Hyperbel 
äIs  Projection  der  unglciv-hscitigen ,  je  nachdem  diese  letztere  Curvo 
innerhalb  der  scharfen  oder  innerhalb  der  stumpfen  Scheitelwinkel 
ihrer  A.symptoten  enthalten  ist  •'). 


9)  Einen  mehr  allgemeinen  Sutz  findet  man  schon  in  Dupin's  „Ddrcloppe- 
nenu  de  g^omctrie"  (page  29). 
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Schon t«:  Ueber  die  Cvrven  merler  Ordmmg 


8.  „Die  Fusspunktc  der  Normalen,  welche  man  von  einem  ge- 
jLiibonfH  Punkte  /'  auf  einen  gegebenen  Mittelpunktekegelsohnitt  K 
lällcü  kann,  sind  die  Schuitti)uukte  von  K  mit  einer  durch  I\  Jie 
miendlioh  fernen  Punkte  A  und  B  der  Achsen  von  Ä"  und  den  M.it- 
tclpunkt  C  von  K  gehenden  gleichseitigen  Hyperbel.  Und  amgekobrt 
schneidet  jede  glüchseitige  Hyperbel  durch  C  den  gegebenen 

Kegelschnitt  A"  in  iricr  Punkton,  wofttrdie  auf  errichteten  Normalen 
durch  einen  Punkt  gehen*'. 

Dieser  dem  Apollonius  von  Perga  (247  v.  Chr.)  zugeschriebene 
Satz  wird  leicht  geometrisch  bewiesen.  Ist  n&mlich  PQ  (Fig.  7.) 
irgend  eine  Gerade  durch  r  un  l  CQ  der  Durchmesser  von  ÜT,  wel- 
cher in  K  dorn  senkrecht  auf 'PQ  stehenden  Durchmesser  conju^^irt 
ist,  80  bilden  die  Strahlen  PQ  und  CQ  zwei  projectivische  Basefad, 
und  ist  der  Ort  des  Schnittpunktes  Q  von  PQ  uud  CQ  also  ein 
tinrch  i'  iiiitl  C  geliciulcr  Kigeischriitt,  dor,  wie  man  unmittelbar  er- 
blickt. ai:t  li  durch  die  unendlich  t\  riicu  Punkte  A  uud  /;  geht.  Die?o 
Cuivc  iöt  al'^o  eine  gk-ichsuitigo  lIyi)(Tbel,  deren  Asymptoten  zu  den 
Achsen  \on  A'  })arallel  sind.  Und  die  Schnittpunkte  dieser  Curve 
mit  A  sind  oticubar  die  Fuäspuukto  der  vou  r  an  möglichen 
Tangenten 

Uuigekehrt  schneidet  jede  gleichseitige  Hyperbel  durch  A,  JJ,  C 
die  gegebene  Curve  K  in  vier  Punkten,  wofür  die  auf  K  errichteten 
Normalen  durch  einen  Punkt  gehen.  Ist  nändicU  i*der  Schnittpunkt 
der  Normalen  an  K  in  zwei  der  vier  Schuittpunktc  vou  Km\t  dieser 
gleichseitigen  Hyperbel ,  so  hat  die  dem  Punkte  F  zukommende  Uy* 
perbel  des  ApoUonius  schon  fänf  Punkte  mit  der  angenommenen 
gleichseitigen  Hyperbel  gemein,  und  fallen  also  die  beiden  Cnrven 
zusammen 


10)  Eine  oiorkwftrdige  Ableitung  dieier  Hyperbel  gab  Poncelet  i^Trnt6 
des  propri^t^«  projectives  dei  figarei",  2»«  ^ition,  tome  I,  art  49S). 

Jede  Hjperbel  des  Apollonins  ist  dem  aneigentltchen  Poldreieek  ABC  von 
K  umgeschrieben  und  enthält  also  die  Eckpunkte  einer  einfach  uaendliehen 
Anzahl  von  Poldreiecken  von  K  (Rcye.  a.  a.  0.,  1.  Abteilung,  Saite  ISS; 
Picqnct,  n.  a.  O.«  tome  I,  §  209—8)6).  Die  Seiten  dieser  Poldreiecke  om- 
hfitten  eine  Parabel,  die  Polarfigar  der  Hyperbel  von  Apollonins  in  Besng  anf 
K  (^Elementar-synthetische  Geometrie  der  Kegelschnitte"  von  A.  Hilinowski» 
S&tze  und  Aufgaben,  Nr.  90—95). 

\l)  Die  den  verschiedenen  Punkten!' der  Ebene  sukonimenden  Hyperbeln 
des  Apollonins  bilden  ein  Netz  mit  drei  Basispnnkten,  den  Punkten  B,  C. 
Dieses  Netz  ist  bekanntlich  zum  ebenen  Systeme  der  Punkte  P  projectivis^, 
und  es  finden  sich  and  seine  Verwandtschaft  zum  ebenen  Systeme  der  Ponkte 
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9.  „Die  Poukte  Q  «Iner  gegebenen  gleichseitigen  Hyperbel  H 
mit  dem  Mittelpunkte  C  (Fig.  8.) ,  (Iftr  deren  Joden  die  Tangente 
q  n  der  dorch  einen  gegebenen  Pnnkt  P  geführten  Geraden  Qi* 
intipanllel  ist  in  Bezng  anf  irgend  einen  Durchmesser  CI?,  sind 
die  Schnittpunkte  von  JJniit  einem  durch  C  und  P  gehenden  Kreise. 
Und  umgekehrt  schneidet  jeder  durch  C  gehende  Kreis  die  Cnrve  H 
in  Tier  Punkten  Q,  ftlr  welche  die  m  deu  Tangenten  q  in  Bezug  auf 
CR  autiparallel  durch  Q  gtlcgten  Geraden  durch  cincu  bestimiutcu 
Puukt  dieses  Kreises  gehen**. 

Sind  CX  und  CK  (Fig.  9.)  die  Asymptoten  der  gegebenen  gleich- 
witigen  Hyperbel  //,  ist  P  der  gegebene  Punkt  und  CR  der  gegebene 
Durchmesser,  so  suchen  wir  den  Ort  des  Schnittpunktes  Q,  von  jeder 
dsich  P  gehenden  Geraden  1*0,  mit  dem  Durchmesser  CU  von  i/, 
welcher  dem  zu  PQ  in  Bezug  auf  CR  antiparalleleu  Durchmesser  C8 
Ton  H  conjugirt  ist.  Nun  findet  man  leicht,  dass  der  Winkel  l^V 
coustant  ist,  denn  da  PQ  und  OS  autiparallel  sind  in  IJozug  auf  CU^ 
CS  uud  (  Q  luitijjarallel  sind  in  Bezug  auf  C'.Y,  so  ist  nach  Artikel  5. 
immiT  Wkl.  J  QC  =  '2  Wkl.  7i'CX  Also  ist  der  Ort  der  Punkte  Q 
ein  durch  C  und  P  gehender  Kreis  *-).  Da  mm  dii'  S(  hiiittininkte 
\-ju  II  mit  diesem  Kreise  uacli  der  Entst*  huii^swcis*'  von  diesen 
utfeubar  die  iu  dei»  Satze  aiificdeuteten  Piiiikti;  Q  sind,  und  uini:f  kehrt 
jeder  Punkt  Q,  des  Satzes  dem  geluudciien  Kreise  angehörm  inn^H^ 
ist  der  erste  Teil  des  Satzes  bewiesen.  Und  die  Umkebrung  wird 
gSBz  so  bebandelt  wie  jene  des  vorhergehenden  Satzes  '^). 

Zur  Abkur/iiiig  iienmn  wir  di*-  durch  den  Punkt  (/  \on  II 
(Fij».  8 )  in  Bezug  auf  CR  zu  der  Taugentc  q  vuii  //  iu  Q  ariti- 
paralkle  (i<  rade  ^^/Mie  ..Auti-Normale^'  von  //  in  (i  für  ('R.  Und 
die  Curve,  welche  von  i!i  sit  Auti-Nurmale  eingehüllt  wird,  wenn  <l 
die  gleichseitige  Hyperbel  //  durchläuft,  möge  hiermit  in  Ueberein- 
etimuaog  die  „Aoti-Evolutc'*  von  //  für  CR  lieissen  '^).  Diese  Anti- 


P  Bichl,  weoa  man  die  Achsen  von  K  in  dem  niolicben  Mmsm  TergrOtiert 
0^  ▼erklctnert.  Man  Tergiciche  Sieiner's  Abhaadlong  ^Ueber  mIgcbrAlMbe 
CtTTcn  nnd  Filcbea**,  n.  n.  O.,  xweiter  Bnod,  Seile  S37). 

13)  Wenn  nMn  auf  das  Zcfchen  der  Winkel  aehiet»  «a  tieht  miin  un- 
niiielUr,  date  die  an  ▼ecaehi^^lcnen  Seiten  von  CP  liegenden  KfciMcgmenU:, 
«ckbe  oian  cfhilt,  wirklich  einen  VoUkieii  bilden. 

13)  Die  den  verschiedenen    Punlitcn    P  der  Kbene  zukommcndon  Kr»  ife 
bilden  ebenfülU  ein  d^m  cIkt«  :i  Sv-tcmc  df.r  Pur.kt*-,  /*  proj'-' tirii^h» n  N'i/,, 
Jtt  fi«^  «nd  feine  Verwaiidt«ThA<i  za  A\n>*im  eherjcn  Sjsumc   nirht  andt-rt 
«ran  mau  die  gleidiieitige  Hvj^rbel  U  rum  Ccnunm  C  auj  io  ir^cr»4  eirf^.fn 
Mtiiee  yei^iiSewiit  oder  ▼effUe:aerL 

U)  Otgleicb  diece  Aim«5<ifiBak  aad  Aoti-Erolaie  eio^  betooderen  ^all 
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Schonte :  Ueber  dU  Cwrvm  vigrter  Ordnung 


Evolutcu  können  nach  Artikel  5.  offenbar  anch  betrachtet  werden  als 
die  Einhüllenden  der  Geraden,  welche  die  centralen  Radien  Vi  ttoren 
von  den  Tunkten  von  Hin  diesen  Punkten  unter  bestiminten  und  im 
bestimmten  Siaoe  gezählten  Wiukela  scbneiden. 

10.  f,Die  AQti-£?olnten  von  H  in  Beziig  auf  ihre  verschiedenen 
Durchmesser  CR  sind  concentrtsefae  und  einander  fthnücke  Cnrven". 

Ist  CR  (Fig.  10.)  iigend  ein  Dorcbmesser  and  CD  eine  Achse 
von  sind  Q  nnd  Q'  zwei  an  einander  grenzende  Pankte  dieser 
Cnrvo,  QRt  nnd  Q'Ri  die  Anti-Normalen  von  Hin  Q  nnd  Q'  fftr 
CiZ,  nnd  sind  QZ>|  nnd  QfD^  die  Anti-Normalen  von  HinQ  nnd  <f 
fttr  CD,  so  liegen  einerseits  die  Punkte  C\  Q,  Q\  7?,  auf  einem  Kreise« 
da  Wkl.  RjQC  Wkt.  i7i(2'C(<»  2  Wkl.  RCX)  ist,  und  andererseits 
die  Punkte  C,  Q,  Q',  D^,  da  Wkl.  Wkl.  D^Q'Ci^^  2  Wkl.-DCX) 

recht  ist.  Beim  Grenzübergänge  des  Zusammenfallens  der  Punkte 
Q  und  U'  liegen  also  die  dum  Tunkte  Q  von  //  entsprechenden 
Punkte  J(i  uud  der  Auti-P^voluten  für  CK  und  CD  so  auf  einem 
durch  C  und  Q  die  H  in  Q  berührenden  Kieiso,  dass  die  Kreisbögen 
CR^  nnd  CD^  in  Graden  fortwährend  die  nämlichen  Werte  bei- 
behalten, wenn  Q  sieb  der  H  entlang  bewegt;  den»  man  nndct  uu- 
niittelhar  Bog.  67^,=4  Wkl.  y.'C'A' und  Bog.  C'Di=4  Wkl.  ^;C  A  IHO" 
Uud  hieraus  folgt,  dass  die  Anti-Evolute  für  CJt  aus  jener  lur  CD 
abgeleitet  wird,  indem  man  diese  letztere  um  C  aber  einen  Winkel 
»  2  DCJi  dreht  und  zur  selben  Zeit  ihre  von  C  ausgehenden 
Radien  Vectoren  durch  MultipUeation  mit  cos2WkUZ>Ci2  verkiei- 
nert"). 

Die  Anti-Evolute  von  H  in  Bezug  auf  die  Achse  CD  ist  nach 
ihrer  Entstehungswoisu  die  erste  negative  Fusspuuktencurve  von 
//  in  Bezug  auf  den  Centrum  C.  Also  ist  die  Anti-Evoliite  von  Jf 
in  Bezug  auf  CJt  die  erste  negative  Fusspunktencurve  von  der  gleieh- 
seitigeu  Hyperbel»  die  man  durch  Drehung  von  //  um  C  über  den 
Winkel  =  2  DCJi  und  Verkleinerung  der  Durchmesser  mittelst 
Mnltiplication  mit  cos  2  Wkl.  DCH  erhält  ebenÜAlls  in  Bezug  auf  das 
Centmm  C. 


bilden  von  der  Quasi-Normate  und  Qun8i-£TolatG  („Analytiicbo  Geometrie 
der  höheren  ebenen  Carvcn"  von  G.  Salmon  ,  deutsch  von  Dr.  W.  Fiedler, 
2to  Auflage»  Art.  10b),  so  nchte  ich  mich  der  Merkwürdigkeit  des  besondereo 
Falles  wegen  doch  berechtigt  einen  neuen  Namen  einsofUhren. 

15)  lieber  die  Anwendvog  dieser  MnltiplicnCkm  rcrgleicbe  man  Julias 
Peienen*8  in  liisi.  alle  oHydernen  Spruches  Übenelitet  Werkchen  «Methoden 
und  Theorien*. 
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Der  Karze  wegen  deuten  ^ir  im  Folgenden  die  Cnnre,  welche 
tos  einer  gegebenen  MittelpaoktBCiirTc  <P  durch  Drehung  um  den 
Mittelpunkt  im  Sinne  der  I  hrbewcgnag  über  den  Winkel  «  und  Multi- 
plication  dor  centralen  Badien  Vectoren  mit  m  abgeleitet  wird,  mit- 
telst  des  Symboles  0(tt^m)  an.  £&  iat  dann  die  ao  eben  gefundene 
gleichseitige  Hyperbel  als  H{2  Wkl.  DCB^  C082  Wkl.  DCR)  m  be- 
Mlcbnen. 

Die  Anti-Evolute  von  //  iu  Bezug  auf  dio  Achsen  ist  iu  Fig. 
11  vorgestellt;  sie  hat  in  der  Richtung  von  jeder  der  beiden  Asym- 
ptoten von  H  einen  parabolischen  Ast  von  besonderer  Dcschaffcnheit( 
wir  kommen  im  folgenden  Abschnitte  auf  diese  merkwürdige  Cnrre 
nrtlck 

11.  „Ersetzt  man  eine  ungerade  Anzahl  der  Scbnittpankte  von 
einem  Mittelpunktskegelschnitto  K  mit  irgend  oiner  gleichseitigen 
Hyperbel,  deren  Asymptoten  zu  den  Achsen  von  parallel  sind, 
darch  die  ihnen  in  X  diametral  gegenüber  liegenden  Pnnkto,  so  er- 
hftlt  man  vier  Pnnkte  eines  Kreises. 


Erset?.t  mau  eine  ungerade  Anzahl  dor  Schnittpunkte  von  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  H  mit  irgend  einem  Kreise  durch  die  ihnen 
in  H  diametral  gegenüber  liegenden  Punkte,  so  erhält  man  vier 
Panktc,  die  so  mit  einander  zusammenbangen,  dass  jeder  von  ihnen 
der  Höhenschnit^iinkt  ist  des  von  den  drei  anderen  bestimmten 
Dreiecks^ 

Ist  von  den  vier  Fnsspnnkten  W^,  i^f,  N^,  (Fig.  12.)  der  ans 
irgend  einem  unbekannten  Punkte  auf  K  zu  llUlendon  Normalen  nur 
die  Verbindungslinie  p  von  zwei  aus  ihnen  gegeben,  so  findet  man, 
uch  den  schönen  Untersuchungen  Joachimsthals  '^),  die  Verbindungs- 
linie p*  der  beiden  anderen,  wenn  man  zum  Pole  P  von  p  i^r  K  den 
in  Bezug  aaf  das  Centrum  C  symmetrisch  Hegenden  Punkt  /V  be- 
stimmt und  die  senkrechten  Projectionen  dieses  Punktes  auf  die  Achsen 
lon  A'  mit  einander  verbindet.  Dabei  ist  dann  die  snpplementilro 
Sehne  Aj  A,  vua  2^\^\  paiailel  zu  Vi'C^  aibu  aaliiMrallcl  zu  iVjA'^ 


16)  Mit  Vcrweiittag  auf  Artikel  S7.  bemerk«  ich  hier  nur  noch«  duft 
^  in  den  Richtungen  der  Asymptoten  von  // lir^^endcn  !Rerftbran}(*pttnki<'  <t«ir 
miettdUch  fernen  Gur.iden  mit  «Irr  Anti-Evolntc  KQ';kkehr[>uriktr  dieMur  CttfVt 
■ind,  ww  ticb  dadurch  Tenrit,  daM  die  beiden  einer  nIiBli'.h«;n  Aiympiot«  von 
U  Zukommcoden  Aeste  in  aitgegeogeMCftca  Btehtoogea  in'»  Uncmllkba  var» 
■ebwhideo. 


17)  „üeber  die  Nortnaleo  dar  EHipie  mnd  dea  EUiptoMa*'  (Gralla's  Jo«f* 
ttl  (flr  fdm  «Bd  «ogemuidta  MihfSMiiik,  Baad  XXVI,  0ctt«  t7f). 
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in  Bezug  auf  die  Achsen  von  K,  uud  sind  deshalb  dio  Pimktc  iV/, 
iVj,  iVg,  nach  Artikel  6.  vier  Pankte  eines  Kreises.  Und  dies 
bleibt  offenbar  der  Fall,  wenn  man  noch  zwei  der  Punkte  Sa 
durch  dio  ihnen  diametral  gegenöbor  liegenden  Punkte  von  JTer* 
setzt. 

Dieser  bekaimte  Joacliimsthal'sche  ?atz  ist  aber  oincr  Erweitening 
fähig.  Was  nach  dem  Obigen  von  den  vier  Schnittpunkten  des  Mittel- 
puuktakegelscbnittes  A'  mit  irgend  einer  seiner  Hyperbeln  des  Apollo- 
uius  gilt,  das  kann  auch  von  den  vier  Schnittpunkten  von  K  mit 
irgend  einer  wohl  durch  die  unendlich  fernen  Endpunkte  A  uud  Ji 
der  Achsen  von  K,  nicht  aber  durch  das  Centrum  C  von  A'  gehen- 
den gleichseitigen  Hyperbel  behauptet  werden.  Zum  Beweise  dieser 
Verallgemeinerung  bemerke  ich,  dass  die  gleichseitigen  Hyperbeln  des 
von  den  Punkten  A,  B,  N^,  N4  als  Basispnnkte  bestimmten  Bflscbels 
in  K  eine  quadratische  Involution  von  Punkten  i^j,  einschneiden, 
welche  auch  von  den  parallelen  Strahlen  eines  Strahlenbttschels  mit 
unendlich  fernem  Scheitel  getragen  wird.  Indem  nämlich  jede  qua- 
dratischo  Involution  auf  K  von  einem  StrahlenbOscbel  erzeugt  wer- 
den kann ,  so  enthält  dieser  Büschel  in  unserem  Falle  die  unendlich 
ferne  Gerade,  da  diese  mit  der  Geraden  iV3iV4  eine  Cnrve  des  Btt- 
schels  bildet.  Es  führt  also  die  Ersetzung  der  üurch  und 
bestimmten  Hyperbel  des  ApoUonius  durch  irgend  eine  Curvo  des  von 
yl,  JJ^  Aj,  .S4  bestimmten  Btischcls  nur  zu  einer  parallelen  Verschie- 
bung der  Geraden  2*  und  also  auch  nur  zu  einer  parallelen  Verschie- 
bung der  Geraden  A'/A.  .  was  nach  Artikel  6.  die  Lage  der  vier  Pankte 
iY  auf  einem  Kreise  nicht  aufhebt. 

Sind  weiter  A',,  A^^,  A^^,  Ni  (Fig.  13.)  die  Schnittpunkte  der  ge- 
gebenen gleichseitigen  Hyperbel  JI  mit  irgend  einem  Kreise,  so  sind 
die  Sehnen  A^xVj  und  AgA^  nach  Artikel  6.  antiparallel  in  Bezug  auf 
die  Achsen  von  //und  ist  dies  mit  den  supplementären  Sehneu  A'^A, 
und  A'i'A'^  nach  Artikel  1.  in  Bezug  auf  die  Asymptoten  von  //  der 
Fall.  Also  sind  nach  Artikel  ö.  die  Sehnen  N^'N^  und  A^'gA*  zu  ein- 
ander senkrecht.  Und  da  dies  von  den  Sehnenpaareu  A^i'Ag  uud 
A,A*4,  A'/xV4  und  AVV3  ebenso  bewiesen  werden  kann,  haben  die 
vier  Punkte  J^i\  iV^,  A^«,  iV«  die  im  Satze  angegebene  merkwOrdige 
Lage. 

12.  „Wenn  eine  gleichseitige  Hyperbel  einem  Dreieck  umge- 
schrieben ist,  so  gebt  sie  auch  durch  den  Schnittpunkt  seiner  Höhen. 
Ist  das  Dreieck  rechtwinklig,  so  berOhren  also  die  nni^eschriebenen 
gleichseitigen  Hyperbeln  im  Eckpunkte  des  rechten  Winkels  alle  die 
von  diesem  Pankte  auf  die  Hypotenuse  geüUlte  Senkrechte'S 
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Dieser  bekannte  Satz  ist  eine  oamittelbare  Folge  des  zweiten 
Teiles  des  vorhergehenden.  £s  liegt  nftmiich  in  Fig.  13.)  der  dem 
Ponkte  Ni  der  gleichseitigen  Hyperbel  H  diametral  gegenüber  lie- 
gende Pnnkt  N^^  ebenfidls  anf  H,  und  dieser  Pnokt  ist  der  Schnitt- 
punkt der  Hdhen  des  Dreiecks  NfN^Nk. 

BcUäutig  bemerke  ich,  dass  diese  Bctrachtangen  für  dou  Ort  der 
MittdpQnkte  der  einem  Dreieck  umschriebenen  gleichseitigen  Uyper* 
beln  den  Nennpnnktskreis  dieses  Dreiecks  liefern. 

13.  „Die  Polariigur  einer  gleichseitigen  Hyperbel  B  in  Bezog 
saf  irgend  eine  mdere  concentrische  gleichseitige  Hyperbel  Jf^  ist 

wieder  eine  concentrische  gleichseitige  Hyperbel  ff^.  Die  reelle  Aclise 
von  //,  ist  autipMicillol  zu  der  reellen  Achse  von  //in  Bezug  auf  die 
Achsen  vuii  //j,  uud  ihre  Grösse  ist  au  jene  a  und  der  reellen 
Achsen  von  //  und  //,  gebundeu  durch  die  Gleichung  aa,  =  a^*. 
Ist  //|  «= //(cf,  m) ,  so  ist  If^  ~  ffi(ct^  tu)  ^  in^cf^m*).  Und  bei 
diesem  üebergaugo  \on  II  zu  Jf^  mitt(!lst  Drehung  und  Multiplicatiou 
eotspricht  dem  Beruhrun£?spunkto  irgend  einer  Tangente  von  // 
wirklich  der  auf      liegende  Pol  dieser  Tangente  iu  Bezug  auf 

Nimmt  man  bei  einer  gegebenen  gleichseitigen  Hyperbel  //  noch 

die  bcidcu  Curven  an,  iu  welche  //  übergeht,  wenn  man  sie  iu  posi- 
tivem und  uegadvcm  Siimu  um  ihr  Ceutrum  C  um  den  Winkel 
von  »X)'  drtliL,  so  erliälL  man  drei  Curven,  die  zu  einander  iu  der 
besouderen  Beziehung  stehen ,  dass  jede  von  ihnen  in  Bezug  auf 
irgend  eine  der  beiden  übrigen  die  Polartigur  der  dritten  ist 

Ist  die  Polarfigur  eines  Kegelschnittes  K  in  Bezug  auf  einen 
audereu  Kegclsilmitt  A',  ira  A!!'j:'*meinen  wieder  ein  KcgelHchnitt 
Aj  ,  so  folgt  hier  ans  radialer  ^ymmcLrio  in  Bezug  auf  da.s  ge- 
meinschaftliche Centrum  C  von  //  und  //^  (Fig.  14.),  dass  die 
Polariigur  ein  mit  H  und  //,  coucentrischcr  Kegelschnitt  ist.  Nun 
sind  aber  die  Asymptoten  CX  und  CV  von  //  in  Bezug  auf  //,  die 
Polaren  der  unendlich  fernen  Punkte  dieser  Palnrfignr,  d.  h.  CÄ  und 
CY  sind  in  Besng  anf  die  den  Asymptoten  der  Polarfigor  cott« 
jngirten  Durchmesser.  Also  sind  die  Aqrmptotoo  der  gesnchtan  Corvo 


IS)  Man  vergleiche  Beje,  s.  O«,  1.  AbCtUniig,  S^tt«  ISS,  Aafgub«  III 
ind  Sahnoo'«  ,Con^c■^  Artikd  SS8,  Probltn  1  mud  Artikd  tift,  ProblMn  t. 

19)  EiM  analytttcbcn  Beweit  dicict  SaImi  entbill  meine  „Hütig  Ober  4le 
I<iHittkate«<  (Stum^riteridiie  k,  Akad.  der  Wieecneeb.  wa  Wien,  Henil 
IXmz,  Sie  AbtnlDog,  Seite  1S«4). 


tO)        a.  a.      K  AbttOufr  Mt 
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in  Bezug  auf  die  Asymptoten  CX^  und  C\\  von  /f,  anti parallel  zu 

CX  und  6')'  uud  stellen  sie  deshalb  auch  senkrecht  auf  eiaander, 
d.  h.  die  gesuchte  Curve  ist  ebenfalls  eine  gleichseitige  Hyperbel  7/^. 
Und  dann  sind  auch  die  Achsen  von  il^  antiparallel  zu  den  Achsen 
von  //  in  Bezug  auf  die  Achsen  von  H^. 

iBt  P  ein  Scheitel  von  JET,  also  CPsssa  und  p  seino  Polan  in 
Bezog  anf  Hy,  so  erkennt  man,  dasa  (nach  Artikel  5.)  p  senkrecht  steht 
anf  der  Achse  CD^  von       denn  CD^  die  den  Scheitel  P enthaltende 

Achse  von  //,  ist  antiparallel  zu  p  in  Beeng  anf  die  Asymptoten 

von  //j  uud  CD  und  CD^  sind  es  in  Bezug  auf  die  Achsen  von 
J/j.  Also  ist  />  eiuc  Scheiteltangente  von  der  Schnittpunkt  /*, 
von  CD^  und  p  ein  Scheitel  von  und  Cl'^  ^  a^.  Hieraus  folgt 
im  Vorübergehen,  dass  die  Achse  von  //g,  welche  antiparallel  ist  zu 
der  reellen  Achse  ^  7^  von  //  in  Bezug  auf  die  Achsen  von  //,,  ihre 
reelle  Achse  ist.  Ist  weiter  Q  einer  der  beiden  Schnittpunkte  von  CD 
mit  //j  und  1''  der  Schnittpunkt  von  CD  mit  p,  so  ist  CP.CP'  ^ 
CQ^\  denn  die  in  Bezug  auf  //j  zu  einander  conjugirtcn  Punkte  I\ 
P'  gehören  einer  auf  CD  liegenden  Involution  an ,  welche  O  snm 
Ceutralpunkte  uud  Q  zn  einem  der  Doppelpunkte  hat.  Aber  wenn 
%  der  Schnittpunkt  ist  von  Cd^  mit  der  zu  p  parallelen  Tangente 
q  von  Hl  in  Q,  so  bat  man  anch  CP^-.CP'  —  CQ^iCQ  und  diese 
Proportion  giebt  mit  der  angeführten  Gleichang  unmittelbar  die  Re- 
lation CP,  CPg  =  CQ.CQ^,  Sind  nnn  endlich  nnd  die  Schnitt- 
punkte  von  q  mit  den  Asymptoten  CXi  und  CY^  von  ^j,  so  bat 
man  nach  einander  CQ,C%  ^  QQs.CQq  ^  ^0(2«. CQy  und  deshalb» 
da  nach  einem  bekannten  Satze  der  gleichseitigen  Hyperbel  ^) 
iCQx.CQy     «1*  ist,  auch  aa^  —  aj«  «). 

Ist  /f|  —  i^(o,  m),  so  ist  deshalb  a     WkL  OC'I^i  und  m 

Aber  wir  finden  Wkl.  D^CD^  «  Wkl.  Z)67;,  und     =        also  ist 

Ht  *^  Hl  («,  m)  H(2«,  m*).  Und  hierbei  ist  es,  wie  der  Satz  oben 
angiebt,  bemerkenswert,  dass  der  Uebeigang  von  H  zn  durch 
Drehung  nnd  Mnltiplication  ein  beliebig  anf  H  gewählter  Punkt  R 
von  H  (Fig.  15.)  in  den  Punkt  H^  von  H^  ttberftthrt,  dessen  Polare 
in  Bezug  auf  H^  die  Tangente  von  1/  in  iZ  ist  Ist  nftmlich  r  die 
Tangente  von  H  vok  R  und  17t  von  r  in  Bezug  auf  H^ ,  so 

ist  lUe  Tangente  r  antiparallel  zu  CR  in  Bezug  auf  CY  und  zu  Ci?^ 


21)  Heye,  a.  a«  O«,  I*  Abteilung,  iStiite  94. 

22)  Aus  diesen  metrischen  Relationen  beweist  man  ohne  Mahe^  dau  die 
gloichseitigo  Hyperbel«  wie  Herr  Brocard  mir  brieflich  mitteilte,  ihre  eigeno 
PoUifigar  ist  in  Besag  aoI  den  sie  doppelt  berahrendeo  concentrifchen  Kreis. 
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in  Bezog  aaf  Cl\  \  also  ist  nach  Artikel  5.  der  Winkel  UCii^  ^ 
2  Wkl.  rci\  =-  2«,  u.  s.  w.  '^). 

Der  iweite  Teil  des  Satzes  Ut  eine  nnmittelbare  Folge  des 
ersten. 

14  „Wenn  man  von  den  zwei  Gnnren  nnd  C^"*,  welche  man 
mittelst  Drehung  einer  gegebenen  Corve  C**  um  irgend  einen  Punkt 
M  in  positivem  und  negativem  Sinne  um  den  Winkel  von  60°  erhält, 
jene  Elemente  einander  entsprechen  lässt,  welche  sich  aus  einem  näm- 
lichen Elemente  von  cutwickelt  haben  ,  so  ist  die  Enveloppe  der 
Verbindungslinie  der  entsprochenden  Punkte  von  6',**  und  C^"  die 
von  M  ans  halbirte  erste  negative  Fusspuuktencurvo  von  C*  für 
3/  und  der  Ort  der  Schnittpunkte  der  entsprechenden  Tangeuten  von 

und  6'^**  die  von  M  aus  vorduppolto  erste  positive  Fusspankteu- 
carve  von  C**  für  MJ"*" 

Ist  in  Fig.  (16.)  der  Punkt  M  der  Urehi)unkt,  und  sind  1% 
entsprechende  Punkte  der  drei  Curven  6",  (.\'\  cj',  so  steht  dio 
Verbindungslinie  Pj     in  der  Mitte  von  MP  auf  MP  seukrecht,  was 
dm  ersten  Teil  des  Satzes  beweiset.   Sind  weiter  die  ent- 

qnechendcn  Tangenten  der  Curven  in  diesen  Punkten,  und  bezeichnet 
Bsa  den  Schnittpoakt  von  p  mit  MP^  als  (2«  von  pj  mit  MP^  als  Qi 
and  von  mit  MP  als  Q,,  so  ist  Wkl.  MP^Q^  mm  Wkl.  MP^Q^, 
Deshalb  liegt  der  Schnittpunkt  P'  von  pj  und  p^,  dessen  Ort  wir 
hl  dem  zweiten  Toll  des  Satzes  angegeben  haben,  aaf  dem  durch  Af, 
PiVkdP^  gehenden  Kreise,  ist  der  Winkel  PiP'P^  als  das  Supple- 
nent  vom  Winkel  PtMP,  —  60^  und  wird  von  der  durch  die 
Xitte  M  des  Kreisbogens  P^mj\  gebenden  Gerade  P'M  halbirt 
Aber  da  P  offenbar  der  Mittelpunkt  des  durch  M,  7*^,  P^  und  7'' 
gehendea  Kreises  ist,  uud  jj  mit  und  rm  icliscitjgLS  Dreieck 
bildet,  so  steht  p  iu  der  Mitte  Q'  von  MP'  aui  Mi*'  soukrecUt,  uud 
ist  hiermit  der  zweite  Teil  des  Satzes  bewiesen. 

Ist  die  gleichseitige  Hyperbel  von  Artikel  13.  nnd  sind  also 
Cj*  nnd  C^"  die  dort  anftretenden  Curven      und  //g,  so  ist  die 


39)  Wenn  H  durch  den  Scheitel  P,  Ton  geht,  so  geht  Z7|  am 
Aehnlichkchsgründen  durch  den  Scheitel  P|,  vod  und  berührt  nach  der 
letzten  Bemerkung  des  Textes  die  Scheiteltangente  von  welche  dem  Punkte 
P  lukomnit,  ebenfalls  d!c  £/,  in  P,.  Alto  ist  der  Ort  der  Scheitel  Pvon  den 
gleichseitigen  Hyperbeln  H  mit  einem  gemeinschaftlichen  Durchmesser  P,  P^* 
als  die  erste  positive  Fosspunktencnnre  der  gleichseitigen  Hyperbel  //,  fQr 
ihren  Mittelpankt  C  eine  Lemnisliate  (Steiner,  «,  a<  O.,  »weiter  Band,  Seite 
414). 
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Enveloppe  der  YerbiDdangsliDie  der  entsprechenden  Punkte  von 
und  als  die  von  M  ans  balbirte  erste  negative  Fnsspnnktencarve 
von  H  für  M  die  von  C  ans  halbirte  Gurve  von  Flg.  11.,  also  die 
Anti-Evointe  von  der  von  C  ans  halbirten  gleichseitigen  Hyperbel 
H  in  Bezug  auf  die  Achsen.  Und  der  Ort  des  Scbnittpnnktes  der 
entsprechenden  Tangenten  von  //^  aud  //^  ist  als  die  von  M  ans  ver^ 
doppclto  erste  positive  Fusspunktencurvc  von  //  für  3/,  d.  h.  als  die 
erste  positive  1  usspiinktcncurvc  der  von  M  aus  verdoppelten  gleich- 
seitigcu  Hyperbel  //  für  M  eine  Lemuiskato  von  leicht  angeblicher 
Lage. 

Ersetzt  man  den  Winkel  von  60^  dorch  irgend  einen  Winkel  a, 
so  wird  die  Envcloppe  die  ans  M  mit  cos  a  multtplicirte  erste  nega- 
tive  und  der  Ort  die  ans  M  mit  scccr  multiplicirte  erste  positive 
Fnsspnnktcncurve  von       f&r  M.  Indem  dieses  Resultat  für  die 

Env(>lüpi)ü  uumiitolbar  einleuchtet,  findet  man  in  Bezug  auf  den  Ort, 
dass  M1\P'1\  wie  oben  ein  Kreisviorcck  ist  und  derWiukel  rj^Pt 
von  180"— 1^«  durch  MP'  gchälftct  wird.  Deutet  man  dann  weiter 
Wkl.  MPQ  =  \Vkl.  J//'|Qi  =  Wkl.  MP.Lt^  durch  ß  uu,  so  hat  man 
Wkl.  MUP=  D^^—ia-^i^)  und  Wkl.  c2'M/^  =  (a-f  ^)  —  ♦JO'^,  und 
steht  also  UW  senkrecht  auf  MP'.  Und  endlich  folgt  aus  den  He- 
lationen  MQ'  «=-  MQnu(a+ß)  und  J/P'cosa  =  itfQ sin noch 


S4)  Fflr  die  Anwendung  des  iweiten  Teilet  dietee  allgemeineren  Sataei 
anf  den  Fall  einer  gleichaeitigen  Hyperbel  Tcrgiciche  man  meine  „Notis  ftbcr 
die  Lemniekate«  (a.  a.  O.,  Seile  1966). 
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VI. 

Erweiterung  des  Aoust^schen  Problems 
der  Curventheorie. 

Von 

R.  Hoppe. 


Die  in  Rede  stehende,  zuerst  von  Aoust  untersuchte  und  in 
T.  LXVI.  S.  386.  von  mir  aufs  neue  behandelte  und  gelöste  Aufgabe 
ist;  Eine  Curve  derart  zu  finden,  dass  die  Einhüllende  der  Krümmuugs- 
axo  der  Einhüllenden  ihrer  Krümmungsaxo  der  Urcurve  congrueut  sei. 

Die  Einhüllende  der  Krümmungsaxo  ist  nur  eine  unter  den  ab- 
geleiteten Curven,  die  zum  System  der  Tangente,  Haupt-  und  Biuor- 
male  einer  Urcurve  in  definirter  Beziehung  stehen.  Man  würde  also 
auch  Curven  von  andrer  Beziehung,  z.  B.  die  Evolvente,  in  die 
Aufgabe  einführen  können.  Doch  verspricht  es  wol  bessern  Erfolg, 
wenn  wir  die  Beziehung  sogleich  allgemein  auffassen.  Die  Bedingung 
bleibe  dieselbe:  die  zweite  Ableitung  soll  der  Urcurve  congruent  sein; 
dagegen  behalten  vfir  uns  die  Entscheidung  vor,  ob  sie  durch  die 
Urcurve,  wie  vorhin,  oder  durch  die  Beziehung  erfüllt  werden  soll, 
was  auf  den  Anfang  der  Untersuchung  keinen  Einfluss  hat. 

Die  Bezeichnungen  seien  dieselben  wie  in  der  citirten  Abhandlung: 
es  bedeuten  fgKfg'h\  Imn  die  Richtungscosinus  der  Taugente,  Haupt- 
normale, Binormale,  Ot  und  d&  die  Continfzcuzwinkel  der  consecutiven 
Tangenten  und  Krümmungsaxen,  s  den  Bogen  der  Curve,  der  Accent 
bezeichne  die  Diflferentiation  nach  t,  die  Indices  an  obigen  Buchstaben 
unterscheiden  die  Zugehörigkeit  zu  verschiedenen  Curven. 

"  Ist  nun  der  die  Curve  erzeugende  Punkt  Uji/iz^)  relativ  zum 
begleitenden  Axensystem  (Tangente,  Uauptnormale,  Binormale)  der 

Arcli.  d.  HaUi.  XL.  rbys.   •>  neibe,  Teil  II.  ^ 
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Curve  s  bestimmt,  ao  sind  die  Belatiouen  der  Coordinateit  in  der 
Form  gegeben: 

Hieraus  gehen  die  Rektionen  der  Riclituugacoäiuuä  der  beglei- 
tenden Axcn  hervor; 

f  "'^iy.i''';'''.""'"!'"  Coofficienten. 

nnd  zugleich  das  Bogenelement  dsi  und  die  Contiiigeiizwinkel  dii, 

ücber  das  Bogciieleniont  da^  kann  man,  wie  ich  in  meiner  Curven- 
theorie  gezeigt  habe,  iiocli  beliebig:  verfügen  nnd  die  Coordinaten 
•^iVin  dadurch  berechnen,  nachdem  alle  Grössen,  die  keine  Linoar- 
ausdehnung  enthalten,  der  Aufgabe  gemäss  bestimmt  sind.  Daher 
würde  joder  andre  Weg  unnötige  Complicationcn  schatfeu  als  der, 
welcher  von  der  Gl.  (2)  aasgeht  und  erst  nach  deren  Erledigung  die 
LineaiigrösBen  zozieht. 

In  den  Gl.  (1)(2)  sind  alle  Grössen  als  Functionen  einer  Varia- 
belu  anzusehen  (ohne  coustante  Werte  auszuschliessen). 

Wir  nennen  nun  die  Darstellung  einer  Gurve  #|,  die  gemisi  den 
61.  (1)  oder  (2)  in  Beziehung  zur  Canre  9  steht,  eine  Ableitung 
von  derselben  nach  einem  durch  die  Goeffideaten  ausgedrAchteD 

Princip. 

Diese  Erklftmug  lAsst  indes  noch  zweierlei  Auffassuug  zu.  Sind 
alle  Grossen  Functionen  eines  Parameters  9,  so  kaun  man  9  entweder 
zum  Princip  oder  zur  Gur?e  rechnen.  Der  Unterschied  zeigt  sich, 
wenn  man  von  verschiedenen  Gurven  nach  demselben  Princip  ableiten 
will.  Im  ersten  Fall  bleiben  a,  e  immer  dieselben  Functionen  vod 
9,  während  r, »  in  andre  Functionen  von  9  flbergehen.  Im  letzten 
Falle  mnss  nicht  nur  «p  mit  Verändernng  der  Corvo  mit  verftndeit 
werden,  sondern  es  müssen  auch  h,  c  derart  definirt  sein ,  dass  die 
vtiaudertu  Abhängigkeit  \um  veräudertou  Parameter  substituirt  wer- 
den kann.   Sei  z.  B.  r  selbst  Parameter, 

^  «         a  «  «(t,  etc. 

dann  wird  bei  Anwendung  desselben  Princips  auf  eine  neue  Cond 
im  ersten  Falle 
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^1  =  Ti  =  t,(t);  a  =  a(T,  ^>(t));  etc. 

im  letztern 

^1  —  —  a  =  etc. 

Dementsprechend  bat  insbesondere  die  Widerholung  einer  Ab- 
leitang  verschiedenen  Sinn,  und  die  zu  untersuchende  Aufgabe  ist  im 
zweiten  Falle  eine  andre  als  im  ersten. 

Das  Folgende  bebandelt  nur  die  Aufgabe  im  erstem  Sinne,  d.  i. 
die  leichtere.  Es  werden  bei  Ableitung  erst  von  dann  von  aus 
die  a,  6,  c  als  dieselben  Functionen  vom  ursprünglichen  t  betrachtet. 

§.  2.    Bestimmung  der  Richtungen. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  zweite  Ableitung  von  8  nicht  nur  con- 
gment,  sondern  auch  von  gleicher  Stellung  mit  «  sei,  so  sind  in  den 
enUprechcnden  Punkten  die  begleitenden  Axen  beider  Curven  gleich- 
gerichtet, und  man  hat: 

r  =  a,f,+b,f,'  +  c,l,{  (3) 

Dies  verglichen  mit  dem  System  (2)  gibt  als  ausreichende  Be- 
dingungen: 

ig  =  Ci]    c  =  o,;    a,  =  &  (4) 

Die  erste  gibt: 

CCi  I 

das  ist 

ca,  =  (l4-a)c,  (6) 
Das  Prodnct  der  zwei  letzten  gibt: 


bbt 


b  ^  b*c^  — bcb^ 

«=  (1  —  a*  —  c')ci -j-<?(aa| -f-ccj) 
(1  —  a*)Ci-\-acai 

das  ist 

(l-o)K-(l-f  a)c,]  =  0 

eine  Gleichung,  die  schon  durch  (5)  erfüllt  ist  Femer  gibt  die 
Quadratsumme  der  2  letzten  Gl.  (4): 

Beide  Seiten  sind  bedingungslos  =1  — a*,  folglich  sind  alle  3 
Bedingungen  erfüllt,  wenn  es  die  ent^ 

^  9» 
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Sei  DUO 

a»coä2a^  ö  ^  siü2aco&ß'^  e^fm%u9iüß  (6) 

«Ibo 

/,  =/c082o4-8iD2a(/'coa^+<8in|S)  (7) 
Dies  diffefeatürt  gibt  nach  Yergleichtiiig  der  2  AiudrOoke  von// 

o,        —  sin  2«  (2a'+  cos  ß)  ' 

6i  |^'-i€OB2«<MWi)(2«'+cofl^)— smi9[(j3'+^Oain2a-m  (8) 

St 

^  OOS  2«  Bin  /?(2«'4-  co8/J)+  cosjJ  [ (i5'+ sin  2«f—  cos 2«  alpiS] ] 

Nach  EiBsetzung  dieser  Werte  wird  Ol.  (5): 
0  —  2cos*a{siii(3(2a'+coBjl}+cosjir(^4-^')8in2a— C08  2a8iB^3) 

Die  eiue  Lösung  ist  oosa  «  0,  Hier  ist 

die  andre  erfordert  die  Integration  der  (Heidrang: 

aasin/}+sinaco8^[a(/3+^;cosa4-aT8ino8ia^j  =  0  (2) 

Wird  nnn  fOr  gegebenea  Ableitangsprincip  die  Cure  gesnebt, 
so  bat  man: 

WO  CK  und  ß  in  t  gegeben  sind.  Durch  ^  als  Function  tob  t  ist  die 
Correndasso  bcsUnunt,  doch  b&ngt  ihre  DarsteUnng  ?on  der  Inte- 
gration einer  linearen  Gleichung  2.  Ordnung  ab,  ist  daher  im  all- 
gemeinen nicht  auBfUhrbar. 

Fornor  gibt  es  einzeluo  Werte  von  a,  /S,  welche  die  Gleichung 
unabiuingig  von  ^  erf&Uen,  so  dass  die  Corve  wilUtarlich  bleibt. 
Uiervou  sp&ter. 

Sucht  mau  hingegen  das  Ableitungsprincip  für  beliebig  gegebene 
Corve,  aläü  für  gegebene  lielatiou  zwischen  t  and  ^,  so  ist  GL  (d) 
linear  in  cot  o,  und  man  findet: 


wo  k  wlllkflriicbe  Function  von  t  oder  ist. 
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Eliminirt  man  jetzt  /3'+  ^'  mittelst  der  Gl.  (10),  so  werden  die 
Gl.  (8),  deren  Quadratsumme  den  Wert  von  ergibt: 

Ol  =  sin  2a  cüs/3  j 

=  28in«acos*/J  — 1  |  (12) 
c,      2  sin*  c  sin /Joosts  ' 

3t,  2«' 

-P  =  -^  +  l  (13) 
er      cosp  •  ^  f 

woraus  in  Verbindung  mit  den  Gl.  (6): 

»  sin  2a  sin  ß  \ 
6,  =  2sin*a8ini?co8/3  |  (14) 
=  28in*asin*/3— 1 

DiflFerentürt  man  die  dritte  Gl.  (2),  so  erhält  man,  analog  (8): 
=  2a'co8 2a  sin  ß  +  ß'sin  2a  cos  /5  —  2  sin*  a  sin  ß  cos  /3 

woraus : 

-g^*  -=  -  2a'cot  2a  tg  j5  —       tg  o  sin  /J  (15) 


das  ist  nach  Gl.  (10) 


0'+  2  tg  o  tg  j3  (a'+  cos  ß)  (16) 


§.  3.   Bestimmung  der  Lineargrösso n. 

Damit  die  neue  Ableitung  von  «,  nach  dem  Princip  (1)  der  Ur- 
curve  s  congrucnt  und  von  gleicher  Stellung  mit  ihr  sei,  muss  sein 

X + const  =»  ar,  +  p/i  +  q/i '+  rli ;  etc.  (17) 

Differentiirt  man  die  Gl.  (1)  und  (17)  und  vergleicht  die  Coeffi- 
cienten  bzhw.  von  /,  /',  l  und  /i,  /j',  /i,  so  orgeben  sich  die  6 
Gleichungen : 

o5*i  -=»  da -{-dp  —  qdx 
ä8*i  =        Bq^pdt  — rd^ 

8#j  =o8ä  —  Bp'\-qdxi 
0  ■=»  hdt  —  dq  — pdx^  +  r8^, 
0->c8#  — 8r.         — (78^, 


(18) 
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woraoB  durch  fUiminatiaii  fon  ^: 

(1 + a)  (af,  -  ai) «  5  (df j  -  a») 

«(dfi— a«)  -  — pcar^— dv)+r(aai— d4^) 
c  (a#4 — ao  —  —  5(ai^j — a^) 

ElimiDirt  mao     so  kommt: 

a»i— a»  e_ 

af^ — Sir  1+a 


(19) 


(SO) 


wie  auch  Gl  (13)  and  (16)  crgeboB.  Ellnddit  Ibmi  die  Differentiale, 

80  erhält  man: 

(l+a)p  +  ^+er-0  (21) 

Die  Gl.  (18)  lasseu  sich  jetzt  vertreten  dorch  die  3  letzten  der* 
Belben  und  die  Gl.  (19);  letztere  wieder  durch 

und  durch  die  GL  (20)  (21).  Elimiulrt  man  noch  a«j,  so  hat  man 
im  ganzen  die  8  Gleichungen: 

/i      v;^      ;u  ??vfa» 
—  (1  -a)ö«      gp  — g  l+a~ 

Äa»-ag+paT,-fa*,  ( 

woraus,  nach  Multiplication  mit  l-}*^)     <^  Additioa: 

0  —  (1  +<i)  c!p+ 6d9+ear  — 9(adf|  ^df — «dl^j)  -  6ra4^l 

das  iät  nach  Gl.  (21) 

]»aa-}-Qa6+rac  —  &p8r, — g(aaT,+ar— <sai^,)— ftraa, 

Diese  Gleicbang  zeigt  sich  nach  Einführung  der  Werte  (6)  (13) 
(15)  für  a,  h,  c,  ar,,  identisch  mit  (21),  folglich  ist  jede  der  Gl. 
(23)  eine  Folge  der  beiden  andern.  Durch  Verbindung  der  2  letslea 
erhält 


(1  - a«) =  a +  er)  +  bpbx^  +  {cq  —  br)d&^  -qdb—r^ 

Fuhrt  man  die  Werte  (6)  ein  und  setzt 

q  =  neos/} — 98in  ;      r  —  «sin  -f  r  cos  ß  (24) 
60  werden  die  beiden  Gleichungen: 
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0  =  3© .  sin  2o  -f  tt  [2ari  sin»  a  sin  |3  +  (3^1  +  dß)  sin  2a] 
und  nach  Substitution  der  Werte  (13)  (15)  von  Ot,  und  O^^: 

a<sin2a  =  du'\-uiga{2da+dxco%ß)-\-v  — aitgasin/g^  (25) 

0     aü.sin2a— 2uaatg/3  (26) 

Ist  nun  d»  gegeben,  so  findet  man  zuerst  v  durch  Integration 
der  linearen  Gleichung  2.  Ordnung,  welche  aus  der  Elimination  von 
»  hcnorgeht,  und  dann  u,  hieraus  q  und  r  nach  (24),  dann  p  ver- 
mittelst der  Gl.  (21),  d.  i. 

/>cosa  +  ((7COS/34-»*8in^)sin«  (27) 

mithin  das  Ableitungsprincip  aus  gegebener  Urcurve. 

Da  sich  jedoch  die  verlangte  Integration  nicht  allgemein  aus- 
führen läset,  so  bleibt  uns  allein  folgende  Aufgabe  als  allgcmeiu 
lösbar  übrig. 

Es  sind  die  Richtungsgrössen  einer  Curvo  h  gegeben,  mau 
soll  deren  Bogen  und  das  Ableitungsprincip  finden,  nach  dessen  zwei- 
maliger Anwendung  eine  der  Urcurve  congruentc  Curvo  entsteht. 

Die  Lösung  enthält  2  willkürliche  Functionen  k  und  v.  Aus 
/,  g,  h  findet  man  zuerst  t  und  0.  Als  Parameter,  d.  h.  unabhüiigigo 
Variabein,  mit  dessen  Variation  die  Urcurve  h  erzeugt  wird,  stü  x 
angenommen.  Nach  den  Gl.  (11)  ergeben  sich  a  und  ß.  Aus  a,  ^,  v 
ergibt  sich  nach  (26) 

_  dv  sin  2« 
"  ^  a«  2Tgl 

Die  Gl.  (24)  (21)  ergeben  />,  r,  und  dn  findet  mau  in  Gl.  (25), 
dann  a#,  in  Gl.  (19)  dargestellt.  Ausserdem  sind  /,,  g^^  durch 
Gl.  (2)  bekannt,  woraus  die  Werte 

hervorgehen. 

§.4.  Beispiele. 

Gl.  (9)  wird  unabhängig  von  &  erfüllt,  wenn  a  coustant,  und 
co8|J-=0  ist,  ferner  für  sin«  0.  Iiier  haben  die  Gl.  (13)  (16) 
keine  Gültigkeit. 

Im  Falle  sin«  «  U  wird  a  =  1,  ^»  =  0,  o  =  U,  und  die  Richtungs- 
grössen von  s  und  «,  einander  gleich.   Da  alsdann  auch  ai|  =  dr 
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wird,  Bo  tDvss  nach  der  enten  Ol.  (9)  ds^  dt  sein,  mitliin  beide 
Carven  identiscb  werden.  Eine  Abldtang  ist  nfcbt  möglich. 

Für  (Ion  Fall  cos«  —  0,  wo  willkürlich  ist,  braucht  num  nur 
eonfi  ^0  zu  setzen ;  dann  ist  er  anch  in  dem  erst  genaaoten  Falle 
enthalten.  Man  findet  dann: 

A  «  -/5  /t-  -f  \  h  =  l 

und  nach  Einsetzung  der  Werte  a«  —  1,  5»>c">0  indieOL  (Id) : 

^sO;      r  — 0 

dann  nach  der  zweiten  GL  (18)  auch  ji  0.  Aach  hier  aind  die 
Gnnren  •  und  #i  congment 

Sei  a  coDStaüt,  ^  =  also 

/j  =/co8  2«  4~  ^  sio  2* 

//  ^Z' 

SS  /sin2a  ^IcosSa 

Ti  «  —  T  cos  2«+d  sin  2« 

^1  «=  T  sin  2a -|-^  008  2a 

Hier  zdgt  sich  die  Abweichang  von  den  GL  (13)  (16). 

Die  GL  (19),  deren  erste  und  dritte  Übereinstimmen,  geben: 

8«,  — ^8  =»  <7(S^tgo  —  8t) 
0     (|)COBa4-r8ino)(öi^tga— ör) 

Entweder  ist  also 

OOttt;  df^ssat 

oder 

j)C08«+**Bina  —  0  (29) 

Nimmt  mau  hierzu  die  3  letzten  Gl.  (18),  und  climinirt  p  und 
so  werden  die  4.  und  6te  ideutisch,  uud  es  bleibt: 

afsinSff  —  ar+9(aTsin2a+d{>C08  2«()  (90) 
ag^r(8ftg«+a^)  (31) 

Setzt  man 

i|  —  T  sin  «H-^  cos  er 

so  wird 

=  (32) 


8»   .  «       8*#7  .     /^r  ^      ,  cos2a\  ^^^^ 

-  s,^  '=«•«+«(3",       coro  j  t**» 
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LetzkTC  Gleichung  ist  nntcr  audiTn  integrabel  für  Urcurvon 
coDstantcr  SteiguDg,  wo 

tgA 

coDstaDt  ist.   Hier  wird 

r=(ycosA;    ^=asiiiA;      =  crsin  (A  +  o) 
nnd  die  Gleichung  (30)  lautet: 

2     sin  a  sin  (A  +  et)  =      +  ^«g  (34) 

wo 

,  _  sin q  +  tt)  sin  {X-\-2a)  ^  1     cos (21+ 3a) 
coao  2  2cosa 

Ihr  Integral  ist 
2 

5=    sino8in(A+a)(siu5ia/ö«cos  fiö  — co8jwff/ö»8in/ia) 

daher  erhält  man  nach  Gl.  (32)  (29); 

r  =  2sin  a  cosa(co8fia  /  dscoBfia-^sm^o  fdssmua) 
P  =  —  2  sin*  «(cos /KT  /  9*C08|ua  +  8in;iff  /  8*  sin  ,aö) 

Die  Gleichungen  der  Urcurvo  sind:*) 

x^ÄsinA;   y  »  cos  A/8äcos  CT;   «  =»  cos  A/3A<8in  ö 

Zufolge  den  Gl.  (1)  sind  dann  nach  Einsetzung  der  bekannten 
Werte  die  Gleichungen  der  ersten  Ableitung: 

Xj  —  tfsin  A-|-23/sinacos(A-[-o) 

N 

t/i  =  COS  A  /    cos  ö  —  2sin  «  sin  (A  +  a)  (M  sin  ö  +    sin  a) 

^* 

N 

2,  =  cosA  fdas'm  a— 28ino8in(A-|-o)(J/8intf  cosa) 

wo 

M  =  cos/4<y  /  ?ÄC08ft(T+8infi(y  /  5«siu|u(y 
y  =  sinatf  fcscoBfia — cos.ua  fdss'infia 

Statt  die  Urcurvo  zu  si)ocialisiren,  kann  man  die  Gl.  (3())  (31) 
auch  dadurch  lösoii,  dass  mau  q  als  willkürlich  betrachtet  und  da 
resultiren  lässt.  Es  sind  dann  nur  </,  h  beliebig  gegeben,  und  mau 
findet  unendlich'  viele,  sämtlich  derselben  Ciasso  angehörigc  ,  nur 
dorch  die  Dimensionen  verschiedene  Urcurvon  nebst  entsprechenden 
Ableitangsprincipen. 

•)  T.  LVL  S.  63.  Hoppe,  CurTcnthcoric  S.  72. 
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Traiiätormationen  der  elliptischen  Integrale 
und  Functionen  in  Verbindung  mit  der  Theorie 

der  Kettenlinie. 

Von 

Emil  Oeklnihattt. 

Erster  und  zweiter  TelL 


Die  vuu  Abel  uiul  Jacübi  in  die  Mathematik  eingeführten  ellip- 
tischen Functionen  und  deren  Rcihenentwickeluugon  scheinen  in  ana- 
lytischer Hinsicht  zwar  zu  einem  gewissen  Abschluss  gelangt  zu  sein, 
so  dass  es  schwer  sein  durfte,  auf  diesem  so  viel  durchfor^^chteu 
Gebiete  noch  etwas  Nennenswertes  zn  Tage  zu  frjrdcni-,  dagegen  ist 
wohl  bisher  unbemerkt  geblieben,  dass  auch  nach  geometrischer  Rich- 
tung hin  diesen  Functionen  und  Reihen  eine  nicht  gehngo  Bedentang 
zukommt,  welche  die  Theorie  denelben  in  neuem  Lichte  erscheinen 
lässt. 

Es  ist  eine  zunächst  durch  d*  n  Kreis  vormittclte  znm  Zweck 
einer  f^^eonietrischen  Darstellung  dieser  Functionen  eingeführte  Trans- 
lormation,  welche  in  allen  auf  Rciheneutwickeiungeu  bezuglichen 
Untersnchnn^^en  sich  als  eine  überaus  reiche  Quelle  neuer  wertvoller 
Relationen  zeigt  und  aus  dem  Grunde  zu  fast  unerschöpflichen  ^ieu- 
bildungen  Veranlassung  gibt,  weil  jede  transformirte  Reihe  einer 
mehrfachen  Tmnaformation  unterworfen  werden  kann.  Bei  der  Ab- 
leitung einer  grossen  Zahl  elliptischer  Functionen  treten  einzelne 
Reihen  von  so  rascher  Gon?ergenz  auf,  dass  mehrere  derselben  ein- 
gehen geschlossoaen  Ansdrflcfcen  gleich  gesetzt  werden  kOnnen,  nnd 
femer  fuhrt  die  Specialisimng  verschiedener  dieser  Formen  sn  nenen 
Sätzen  der  höheren  Arithmetik,  womnter  einer  eine  YeraUgemeinemqg 
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euM  TOB  Jacobi  unter  abolichen  Verbältaissen  gefuQdeuon  Satzcä  zu 
ODthilten  scheint 

Die  eigentüclie  Bedentong  der  TranBfonnation  besteht  aher  darin, 
dm  dieselbe  mit  der  KeCtenlinie  in  einigen  Znsammeahaog  tritt,  in- 
te nicht  Uos  sammtlicbe  Eigenschaften  letzterer  formelt  in  Reihen- 
Im  sieh  darstellen  lassen,  sondern  aadi  £e  Cnnre  selbst  wieder 
som  Aasgangspnnkt  fflr  weitere  Unteninchangen  benntzt  werden  kann. 
Dorch  dieao  Verbindung  der  Aualysis  mit  der  Geometrie  zngleich 
unter  Anwendung  der  Dirtercntiatiou  und  Integration  werden  neue 
toalytische  Verhältoisse  geometrischer  Natur  gewunueu  und  auch 
teilweise  vermittelst  einer  dynamischen  Betrachtung  und  Einkleidung 
in  mechanischem  Sinne  gedeutet.  Auch  haben  wir  zur  Berechnung 
der  unvollständigen  eliiptiscbcn  Integrale  der  1.  und  2.  Art  neue 
Reihenentwickelungen  abgeleitet,  deren  Convergenz  wohl  nichts  zu 
wünschen  übrig  Iftsst.  Die  Methode  des  Imaginairen  konnte  ebenfalls 
mit  Erfolg  verwertet  werden ,  wodurch  die  bekanntereu  elliptiAchen 
Fonetionen  zu  neuen  DarsteUiuigen  gelangten. 

Ebenso  wichtig  wie  merkwürdig  ist  die  Art,  wie  der  irreductiblo 
Fall  der  knhischen  Gleichnngen  in  Verbindung  mit  der  Kettenlinie 
und  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen  auftritt  und  damit  eine 
bestiramte  Verwandtschaft  dieser  Curve  mit  der  von  uns  früher  in 
6uderm  Sinne  behandelten  l.oniuiskate  und  gleichseitifren  Hyperbel 
docamentirt.  Indem  wir  nuu  nach  dieser  Richtung  hin  die  Eigen- 
schaften der  Lemniskate  weiter  untersacbton,  rcsultirtc  eine  ganze 
Classe  neaer  eigenartiger  Gleichungen,  von  denen  die  genannten  Fälle 
der  Gleichnngen  3.  Grades  die  nnterc  Grenze  bilden,  während  die 
sllgemeine  Lösong  der  diesen  verwandten  höheren  Gleichungen  ver- 
vittdst  der  Gnrve  in  einer  der  Gardanischen  entsprechenden  Formel 
saf  das  einfachste  und  eleganteste  vermittelt  wird. 

Zum  Schluss  haben  wir  noch  eine  geometrische  Darstellung  von 
Warzelausdrücken  aus  den  Eigenschaften  der  Kettcnlinie  abgeleitet, 
die  sich  durch  Leichtigkeit  and  Einfachheit  empfiehlt 

Erster  Teil 
L 

Wir  geben  zunächst  die  geometrischen  Relationen  für  di^enigen 
Verhaltnisse,  welche  ans  den  verschiedenen  Lagen  einer  am  einen 
ftstsn  Ponkt  drehbaren  Geraden  za  einem  Kreise  hervorgehen.  Die 
IMBnnng  dieses  Panktes  vom  Centram  sei  12,  der  Radins  a.  Die 
Ottide  sehndde  den  Kreis  in  2  Ponkten,  welche  mit  dem  Centrnm 
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O  verboBdan  die  Gentriwiiikel  2^,  nnd  bettinaMo.  Det  3. 
Sebnittpnnkt  der  Centrale  BO  (Fig.  1.)  verbinden  wir  mit  den  ge- 
nannten Pnnkten  nnd  Pf  dnreb  Sehnen,  w^che  veriflogert  mit  der 
Secante  RP^Pj  die  Winkel  und  (p,  bes.  einschliessen,  endlich  be* 
zeichnen  wir  noch  den  Steigungswinkel  der  Geraden  zur  Centrale 
mit  T  =  yo^—  a.  Demnach  hat  mau,  wenn  die  Strücken  RI\  und  HI\ 
bezüglich  arj  und  genannt  werden  ic,  +acj  =  72  cos  t  und  x^a^  =  ü^— a* 
aber  auch  die  quadratische  Gleichnng 

1)  a?«-.2Äco»».<r+-Ä«— —  0 

Die  Gleichung  für  tg^,  welche  leicht  abzuleiten  ist,  wird  dar- 
gestellt dnrch 

2)  tg9»-;ij^cott.tgv  +  ^j^  =  0 

Da  wir  noch  die  Formen  siu  qp,  sin  tp^  und  cos  7,  cos  f ,  nötig  haben. 

so  bcmcrkcu  wir,  dass  diosolbou  aus  der  Gleichung 

leicht  berechnet  werden  k(^nnen,  man  findet 

.       .  b    1  

o)   sin  g),  sin  g>o  =  .j — ^T=rrrT-  ,-  • ,    cos  9«  COs     =  /♦-- 

Wir  setzen  nun  fttr  die  nachfolgenden  Untersuchungen  fest,  dass 
die  Winkel  v^q.^  die  Amplituden  zweier  elliptischen  Integrale  der 
ersten  Art  seien,  deren  Argumente  einer  Bedingungsgleichnqg  ge* 
nttgen,  die  wir  wie  folgt  ableiten. 

Das  Additionstbcorem  der  elUptischen  Integrale  1.  Art  basirt  anf 
der  Bedingnngsgleichung 

COS  9,  cos  9} — sin  9]  sin  9»  A  (gf)  =  cos  9 

die  wir  nach  Potenzen  von  9  als  Amplitude  eines  analogen  Integrals 
entwickeln  und  fflr  welche  demnach  die  Bezidiaageii  8)  aus  der 
Gleichung  2)  zu  berechnen  sind. 

,  Man  findet  nach  einigen  Entwickelungen  schiicssüch 
4)  COS9M  T     t^g   o;»    ^C0S9+a'^^-4-^— /ig«*0 


deren  Wunseln  zwei  Amplituden  und  also  auch  2  integrale 
men.  Man  bemerke  aber«  was  flBr  das  folgende  von  fiede«tttiig  ist» 
dass  das  gleich  NuU  gesetzte  Absolutglied  der  Gleichung  kein  %  ent- 

Aga 


hält  nnd  den  Moduius     -=  7„^^^i  bestimmt.  Indem  wir  also  dia** 


I 
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sen  ModaloB  hier  einftthron,  wird  die  eine  Amplitadc  tp  »  90^  nnd 
die  2te  geht  aus 

(iZ— a)8iaT 

Dl  COS  flp  —  — s 

hervor. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  haben  wir  also  folgendes:  Es  ist 
%J  Vi— a*sin<p,*     J   yl— z*sin<p,* 


6) 

»/ Vi  -a«8in<pi*     t/   Vi  — 2» sin  9,»  "t/  Vi — 


oder 
7) 


sincjpj'     ty  Vl--2*8in<p* 
4/7a 


(^  +  a)« 


Um  nun  geometrisch  alles  beisammen  zu  haben,  was  später  ana- 
lytisch verwertet  werden  soll,  geben  wir  hier  die  nachstehenden  Eut- 
wickelangcn : 


Aus  7)  folgt 
daher  wird  5)  zu 

8) 

nnd  allgemein 

9)  X 

femer  ist 


cos  9 


R  —  a 
K  +  a' 

22'8in  T 


1— 2— (l+«')sinT«* 


(Ä  +  a)j/i_ 


C08O  »' 

lü)     am  qp,  sin  tp^  =  :^  >  •       cos  9,  cos  9^  =■   cos  a  , 

11) 


cos  (<Pj  —  (pi)  =  ^  cos  «  =  cos  Cf. 


12) 
d.  i. 
13) 


Aus  9)  folgt  durch  Addition 


R  +  a 

/1q)i-\-Jq>f  =  (1 -}-»')  sin«. 

Die  Subtractiou  dagegen  gibt 

14)  d<p^  —  ziqp,  =  (1  —  2')  sin  (epi  -  (pt)  V(l— a')*— (l  +  s')C08  o«, 
womit  wir  noch  verbinden 
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wie  sich  aas  dem  Siuussatz  fOr  das  Dreieck  HOF^^  ergibt. 

Wir  gtellen  ferner  die  Fonnelti  f&r  ain^*  nnd  lin^^'  aot  sie  imd 

2sio  vg^«.  1  +1^7  co8««--8ina|/i  _  ^i+^yoot 
woraus 

sia  9i^+8in  Vt*  =  1  + 1^"?  ^* 
17)   

8ln«p,»-sin9t'  =  »"«|A--^^^yco8  «». 
Um  9i  +     za  bilden»  benotasen  wir  iBr  8«)  die  Formel 

Die  Aiiwcuduug  derseibeu  aui  2)  liefert  die  Relation 
Ebenso  bemerke  man  noch 


8in  Vi  ±  »in  g»t  =  ^l-«'+(l+^^)co8a^^ 
19)  ~' 


2coBa 


8in  «  ±  l/l  —  (,  ^       COB  «» 

—  Kyrzrz  (*  > 


tg9»i  und  tg9»i  , 

2k'c08a 

Wir  Stollen  noeb  die  Werte  von  sin«  nnd  oos«  dnrch  <p  dar. 

.    ,       2«'   Vi  — »«8in  g)^  + 1 
Vi— sin  9«+»" 

20) 

C08«*  V^-^   

1+«  Vi  — a«siU9«+«' 

Die  letzte  kann  aneh  in 
21)  ««^^ViE?!^'-«' 

**/  COa  Ä      '  77—; — «:  — 

(l+s*)C08  9 
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tnatfonilrt  werden.  BcfOglieh  der  Formel  5)  führen  wir  einen 
HUftwinkel  ein,  indem  wir  zoDflchst  dieselbe  in 


22)  ^C089  — 


-(^/l±4„..)• 

mwandeln.  Wir  setien  demnach 

23)  j/j^i-^cosa  =  tg^, 

nd  mta  litt 

welelien  Bel«lionen  wir  noch  die  folgende  beifligen: 

«LI  •  1  l/l—g'cotj^ 

In  den  AnwcndungcD  werden  wir  bäofig  der  Kttrze  wegen  einfach  9 
anstatt  amu  schreiben. 

Diese  Formeln  reichen  hin,  um  diejenigen  Transformationen  der 

elliptischen  P^unctionen  durchzuführen,  welche  in  ihren  verschiedenen 
Formen  eine  geuiaetriscbe  Erklärung  der  analytischen  Relatioaeu  er- 
möglicheu.  Die  oben  eingeführte  Trausforniation  ist  übrigens  nicht 
die  einzige,  aber,  da  alle  anderen  zu  denselben  Zielen  führen,  haben 
wir  die  hier  angewandte  wegen  ihrer  Einfachheit  und  Leichtigkeit 
besonders  aasgew&hlt 

Der  in  der  Tlieorie  der  elliptischen  Fnnctiznen  angewendeten 
Transformationen  werden  wir  uns  ebenfalls  gelegentlich  bedienen  und 

1  —  ä' 

kemerinn  demnach  an  dieser  Stolle,  dass,  wenn  »  durch  r—, — 7«  fer- 

acr  u  durch  (1  +  =  )"  ersetzt  wird:  A'  sich  in  ^(l  +  s')^'  und  2  in 
^  verwandelt   Ebenso  werden  wir  die  bekannten  Relationen 

•et  .      ,„     .     COS  am  n 

%)  ginam(ir-u)  =  ^^. 

6osam(Jr— w)  < 


s'sin  am  u 


Uafig  henntzen. 


^amu 


)igiti2ed 
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Das  dorch  die  Amplitade  9  definirte  Integral 


bat  übrigens  eine  leicbt  anzugebende  dynamiacbe  Bedeatnng,  wie  «n 
nnserer  Abbandlnng  aber  die  elliptiscben  Integralfnnctionen  bei Qg- 
lieh  der  Anwendung  letzterer  anf  den  Kreis  gefolgert  werden  kann. 
Mit  Hinznnabme  einer  Gonstanten  bedeutet  es  die  Zeit,  welche  ein 

schwerer  Punkt  zur  Zurücklegung  des  Bogens  P,r,  gebraneht,  Ter* 

ausgesetzt,  dxiss  die  cütsprcchcnde  Sehne  stets  durch  einen  festen 
harmonischen  Punkt  des  Kreises  geht. 


II. 

Wir  benutzen  jetzt  die  entwickelten  Formeln,  um  dieselben  auf 
die  Reihenentwickelungen  der  elliptischen  Functionen  anzuwenden 
und  letztere  zu  transformiren.  Die  daraus  hervorgehenden  Beihea 
haben  den  Vorzug,  daas  sie  eine  stärkere  Conveiigettz  besitzen  und 
eine  geometrische  Deutung  zulassoi,  die  für  die  weitere  Untersuchung 
von  Wert  ist.  Bei  den  folgenden  Barstellnngen  haben  wir  nnn  in 
beachten,  dass  stets  «i+«s  -'^t  ^0  das  yollstftndige  elliptisebe 
Integral  der  1.  Art  bezeichnet  und  «1  — «if  =  u  ist,  worin  das  Argn- 
ment  «  sich  auf  die  Amplitude  ^  »  amn  bezieht,  während  die  an* 
dem  u^uj  durch  die  Amplituden  (pitp^ ,  wie  sie  in  der  Kreisgleichung 
2}  erscheinen,  definirt  werden. 

Wir  wfthlen  zuerst  die  folgende  R^he 

1     2q^     .  35t» 

und  bringen  mit  dieser  die  aus  18)  hervorgchcndo  Kelation 

28)  amui4~&^*'i  *^  2  ^ 

in  Beziehung.  In  der  Reihe  setzen  wir  zuerst  u  =     und  dann  = 
und  addireu,  indem  wir  beachten,  dass 

sin  muj  -f^sinmuy  —  2  sin  ^  («^  +  u^)  cos  ^  («1  —  »^s) 
ist.  Die  Glieder  mit  geraden  Potenzen  fallen  ans,  und  man  hat 

^    1  q  nu      1     5'         Sttu      1     q^  bnu 

29)  i^*"  i+^^^2A'~  3r-t^^°^2Ä 
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Vermöge  des  Wertes  von  t  aus  20)  haben  wir  demnach 

• 

30)  ^  arc  s.n  |/  ^  — -  ^  -  cos     -  3  cos 

,  1  bnu 
5  1 2A'  ~  ••• 

Ersetzt  man  u  durch  iC — u  und      durch      so  rcsultirt 

31)  -arcs,n^/j^_,  =  ^,8.n2^+3p|^^ 


Wird  u  =     und         2  gesetzt,  so  kommt 

1      .  7       1         ,  1  <2* 

^arcsin^^^,  +- .. 

Ersetzen  wir  hierin  z  durch  nnd     durch  q^^  so  verwan- 

delt die  letztere  Gleichung  sich  in 

33)  iarcsinf^-^Y=--^     1    9^     .  1 

Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Reihen  werden  wir  später  an  der 
Kottonlinie  nachweisen. 

Erinnern  wir  uns  nun  der  Formel 

^      1  +  ^' 

cos  (9,  —  92)  =  ^1  ,  cos  tty 

worin  qp,  —  =  ami»j  —  am  14  zu  einer  neuen  Transformation  An- 
lass  gibt,  so  verschwinden  in  der  entsprechenden  Reihe  die  ungeraden 
Stellengieder,  und  man  bat  zunächst 

Ttu      1     4q*     ,  nu  ,  1     4«*     .  2nu 

^»-^«==2^-2  r+^*«^"Ä+4  1+./'^°  a:—  ••• 

also 

34)  ^  arc COB  ^  -      -  g 

,1      5*      .  2nn 

woraus  wie  oben  folgt  ^^m^ 

Arth.  d.  Mmth.  u.  Phy».  2.  Koiho,  T«il  "  10 
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35)   ^arcsin  y  ^^-^  =         ^  j^^-^ «n-;^ 

Bezüglich  der  Reihe  30)  kann  m  la  deu  unter  23;  bestimmten 
HtUfswinkel  ^  beantzen  and  mau  hat 

86)         =  K  2ä     -i  i+  tf'****  2K+  )' 

r 

Z 

costp  « tg2^. 

Für  ci»  ffeffobenes  u  =  /    >  — .^^-.^  lässt  sieb  hiernach 
und  damit  die  Amplitude  q>  berechnen. 

Man  kann  die  gefundenen  Reiben  noch  leicht  yermebrea.  So  ist 
gemäss  39) 

Wir  sot'/en  hierin  zuerst  u  gleich  ?/,  nii  l  daiiiuf  =  i^,  dasselbe  gelte 
für  ^.   Beide  AusUrücke  mnitjpiiciroD  wir  uud  crsct70ii  '2cosAcosB 

durch  co8(.4  +  z/)+coß(il— -B),  das  Product  j^^z,'  jy^/  ^"^ 
gleich  ^,  uud  das  schlicsslieho  Resultat  ist 

4V«'  ,  /   9       JIM  .  1  q3      3«tt    1  ^  6«« 


1  q* 

;COS 


7  i-j^u^"^4i: 

,  f   q     .  nu     1  .  Sjiu     1  .  bnu 

+cos4y 2(^j^mj^--3  j-^esmj^-  -öl+^'^a»"4^ 

,  1  _       .  Tjpu  \ 

ia  ähnlicher  Art  folgt  aus  der  Roiho 

die  nachstehende,  die  analog  der  vorhergehenden  auch  in  ein  Pro- 
dnct  zweier  Sinus  transformirt  werden  Icann: 


Digitized  by  Go 


M  IMmdunff  mit  der  Theorie  der  Kettenlinie.  147 


—  Sin« 


m. 

I>ie  eUiptischen  FuDctionen  leiten  ferner  die  folgende  Beiho  ab 

41) 

Um  dieselbe  zn  trAosformireii,  benatsen  wir  die  Formel 

dmu^-\'^9m%if  s  (1  -]>a')9infr. 

Fabren  wir  hierin  den  Wert  von  sina  aus  20)  ein,  so  ergibt  sich 
wie  früher 

42)  jJ/mh-'j^:;,. = ^U- 1     +ifc.cos  ^  -.) . 

Ans  der  ersten  dieser  Gleichungen  lassen  sich  mehrere  Special* 
formen  ableiten,  deren  eine  wir  wegen  ihrer  Wichtigkeit  besonder! 
hervorbeben. 

Wir  setzen  wieder  9» 90^  und  iC «     es  folgt 
Ferner  wird  ftir  9  —  0 

2sben  wir  diese  Gleichung  von  der  obem  ab«  so  erbftit  man 
46,  u_v.-)«=|(^_^  +  ^,+  yg^+...). 


Entwickeln  wir  nun  die  Ausdrücke  in  der  Klammer  nach  Po- 
teszen  von  9,  so  resuitirt  zunächst  folgendes. 

10^ 
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47)    a-y^z')^  ^  ^-((2-'  +  2a>«+^»8  +  2a««  +  2ri=»*4-3g«»  ...)■ 

Eiue  genauere  Betraclituiig  dor  Keilu?  zeigt,  dass  dieselbe  das  Qua- 
drat einer  /weiten  ist,  so  dass  man  liat 

Die  Berechnung  von  K  nach  dieser  Formel  ist  wegen  der  ausser- 
ordentlicli  starken  Convergenz  der  Reilie,  die  vielleicht  von  keiner 
zweiten  mehr  erreiclit  wird,  sehr  leicht,  da  schon  das  erste  Glied 
hinreicht  am  eine  Genauigkeit  bis  q^^  herbeizuführen.  Man  bat  also 
mit  grosser  Genauigkeit 

Andere  Reihen  sind  nach  dem  Vorstehenden  leicht  zu  gewinnen, 
so  ist 

öoj    u+y.')' "^(1+1$^+  rf^.  •  )• 

Setzen  wir  iu  42) 

K 

also 

am  2  ==  V», 

so  kommt 

61)  yaa+ov.'  -  ^(i-       jgr^-  ...). 

Fohren  wir  auch  hier  die  Reihenentwickelnugen  durch,  so  resnltirt 

62)  y2(r+?yv?  -  ^ii-w+^q'^+w'- s^-'^+iö''- v  •••) 

oder 

63)  y 2(1 +7)  V z  -  I  (1  -  25* + 2^««  -  2q^+ 2g«*  . . .)«. 

Während  also  die  Exponenten  der  Reihe  48)  durch  die  2.  Po- 
tenzen der  ungeraden  Zahlen  bestimmt  werden .  gilt  dies  bei  der 
Yorstoheudcu  fUr  die  Geraden  Zahlen  der  Zahlcureihc. 

Eine  weitere  Transformation  der  letzten  Formel  ergibt  noch 

54)      ^»2:^--,(l-~2r/+2(^«-2^>«f  2./^  ...)« 
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V'crglcichcn  wir  diese  mit  der  bekannten  der  elliptischen  Func- 
tiooen 

so  erhalten  wir 

V  2  -  (1  _|.  2q  +  2,/  +       +  . .  ' 

and  da  bekanntlich 

V  =  i  _f_  2q  +  2./  "+  2./'' 

SO  folgt  aus  den  beiden  letzten  die  für  die  Zahlentheorio  wichtige 
neue  Relation 

56)    (1-2(2+2*7*— 2r/^..)(l+2./+2</-|-2r/...)  =  (l-2r/+2</— 2./»«..)^ 

Das  Product  zweier  Reihen  von  vorstehender  Bildungsform  ist  dem- 
nach das  Quadrat  einer  dritten  von  analoger  Art.  Wir  geben  nach- 
her eine  Anwendung  davon. 

Wir  bemerken  noch ,  dass  eine  Transformation  der  Formel  48) 
die  folgende  bestimmt 

L'nter  Benutzung  der  Formel  14)  bilden  wir  eine  neue  Reihe  für 
J(Pi  —  J(f^  und  es  wird 

08)   (l-,')8in(cp,-g,,)  =  A'Al+?*'*''2A'~l-f-./'*"2^   •  j* 
d.i. 


59)  y(i_Ä')«_(14-2')«cü8a2 

4 


/     q         .    TCU  q^        .    3/tM  \ 


Man  kann  hieraus  die  obige  Reihe  für  A'  direct  iu  anderer  Form 
ableiten,  wenn  a  =>  90*^  und  u  ^  K  gesetzt  wird,  es  folgt 


60) 


Führt  man  in  der  vorletzten  Reihe  für  cos  ileii  Wert  aus  20) 
ein,  so  entsteht  • 
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f   q      .  nu        q^     .  Sttw  .  57ti£  \ 

j-  ^1^-,  sm  sm^^  -f-  j^^i«  sm       ...  | 

oder  tnnuformirt 


62)  1/2(1-«')^^- 

welcho  den  Reihen  in  42),  43)  entsprechen. 

Dieselben  können  wiederum  vermittelst  einer  Addition  odi  r  Sub- 
traction  transforinirt  wurden,  wenn  wir  beachten,  dass  unter  cUt  Vor- 
aussetzung «, -f- «2  die  "Relation  Jtf^Jtf,^^  z'  besteht.  Ks  kommt 
alfio  diese  Umwandlung  daraui  hinaus,  den  algebraischen  Aasdruck 


auf  die  geeignete  Form  zn  bringen,  die  durch  die  obigo  Relation 
wesentlich  vereinfacht  wird.    Man  findet  nnter  Benutzung  von 

-^1+4  ~  (l+2')sin« 

63j 


^(l+Osinft— 2yg*_ 


Sn  (   q^     .  nu        ^     .  \ 


T  -  K  [r+  q^      K  ~  1 +  3» «  ^  T  -  y 

Yermittelst  Bilfierentiation  lassen  sich  ans  den  gegebenen  Reihen 
mehrere  neue  ableiten.   Dasselbe  ist  der  Fall,  wenn  wir  die  mit 

^     tt  multiplicirtcn  Glieder  integriren.  Wählen  wir  zn  diesom 

Zwecke  die  Keihe  42),  so  niuss  demnach  das  Integral  der  Reihe 

gesucht  weiden. 
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«ifin.  hezeichnen  darauf  cosV  durch 
md  das  lutcgral  v^  ird  demzafolge  wi 

FÄhrott  irir  noch  ein 

*_X  y  =  3, 

so  wird  leUterw 

bekanute.  MethoUcu  .uUr.  das  Integ«!  «f  ^ 
der  C  -  ^  nnd  mM 

^er  nwb  ^  ^"^^  Umformmig 

65)    jarctgl/  j^,-  J-«'  .  2»u 

««19     rin5^4-- -T-  »s>»  if  

V»'  einführen,  scbwlWiil« 
jlioi  loim  menn  «  —  ^  »  "  ' 

oder  «eil  „        ,   «j      1    V  _ 

66)  i+V«-  j^,,„„,.,el.o  Reihe  Übergeht 

„etchc  ftr        0  und  9     *  entwickelt  werden. 

Die  vorstehende  konnte  Mdi  «»  38)  eiww  , 

^    jitatiMhen  Functionen  bok»»tea 
Erinnert  man  Bich  der  aoB  d«.  dltpt»«*«» 
Formel 
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1 1— y«^ 

SO  resaltirt  aus  den  beiden  letzten  noch 

Eine  weitere  Entwickelnng  der  allgemeinen  Reihen  kann  Ter- 
mittelst  der  Belation 

arctgici:arc1gy  —  arctg^^ - 
geschehen.  Demnach  erhftlt  man  2  neue  Beihen  nnd  zwar  zon&chst 


1     .       ^  lA(l+0«n«4-2V«^-, 


welche  in  aresin  transformirt  zur  folgenden  wird: 

1    .  1— i/r 

67)  ^^^^^^^iJ^.'Vi+^na 


—  SJua 


7*  nu      1      5*  3«u 


und  femer 


1  l+yz'  i/l— aina 

68)  jarccosj^-^-,  V  i  +  ,^a 


Man  bemerke,  dass  iu  duu  letzten  Iveiiien  tler  Ausdruck 


V 


1— dn«     ^  . 


l-j-sino 
ist,  aus  den  Formeln 

nnd 


cos 


9  -  -tg2ijf 


erhält  mau  also  bei  gegebcncDk  Argument 

iJvp 


yi+Ä«  sin  9^ 
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mit  Hülfe  der  genannten  stark  convorgirendcn  Roibon  die  gesuchte 
Amplitade  <p. 

Die  beiden  Reiben  61)  und  62)  geben  Veranlassung  zu  der  Dar- 
stellung von  tgamu.  Dividiren  wir  die  erste  durch  die  zweite,  so 
erhalten  wir  als  Quotienten 

G9) 

 q      .  7CH        q^      .  2nu        <][*      .  bnu 

ig  am  tt  ="7  •  3  5  &  7  

^  2         q  7tu  q^         önu  q°  bnu 

l  +  qi  C082j,.+  j        C08      +  iljl-rocos      +  .. 

MaltiplicircD  wir  dagegen  die  beiden  Reiben  42),  43)  und  trans- 
formircn  das  Product,  so  folgt 

70)      4.;^-(l~^-^^^,cos^^.+  ^-^-,cos  ^^-  -.j 

/  4(?        :rw       49*       2;rM  \ 

X  (1  +  C0S2;^+  COS  2^  +  j 


IV. 

Die  folgenden  Untersuchungen  über  dio  wichtigeren  Rcihen- 
entwickelungcn  der  elliptischen  Functionen  worden  einige  neue  Sätze 
zur  Zahlentheorie  zu  Tage  fördern,  welche  denjenigen  Relationen  ent- 
sprechen, die  Jacobi  unter  analogen  Verhältnissen  zuerst  gegeben  hat. 

Wir  fahren  in  unsern  Roihencntwickelungcn  fort  und  nehmen 
zum  Ausgangspunkt  die  Reihe 

71) 

,   •   K—E    ^/7t\y    q         nu  .    2q^        2nu  .  \ 
«n  am  u«  -  -f^-  2  \^^)  (^^       cos  ^  +      -^cos      +  •  •  •  j 

Zur  Transformation  benutzen  wir  die  in  I  gegebene  Resolution 

1+3' 

sin  <Pi*+  sin  (p^*  «=  1  -[~  1  '  cos  a* 

und  unter  Benutzung  dos  bekannten  Wertes  von  cosa^  aus  20) 
haben  wir 

72) 

Vi— «»sin<p«        K-K  ,  ^(  7t  \V  2q*      nn      Aq^  2nu 


a'+Vl-z'sin^» 

Geben  wir  ferner  von  der  Formel 


.       'fW  nu      4«*      2nu  \ 

+  %K  )  il -7'"'  K  -  f-?^«^  A'  ) 


tin^i*— BiD^'  =  sin«^  1  —  cos  et« 

aus,  so  üBdci  sioii 

woran«  nach  Einsetzung  des  Wertes  von  sina'  und  cosa^  sich  ergibt 

AU  gptcieilcT  Wert  f Or  9     2  ^''^  t«     JT  folgt  hieraus 

Führen  wir  iu  der  vorletzten  Reihe  für  d  uud  sinqp  dio  eiit- 
sprecbeudeu  Transformationswerte  ein,  welche  der  Bedingung  u=  Ä' — u 
genügen,  so  hndet  man  noch 

cos  (p     ^  / « \*/    q        nu  ,  Stw*  ,  \ 

1 + ^  -  H«^]  Ii  -       2^  + 1  -  s" 2X  +  •  •  •  j 

Die  Reibe  72)  kann  nochmals  transfomirt  werden,  indem  der 

Audmck-^'  leicht  aagebbar  ist   So  findet  man  die 

beiden  Kcihen 

HiiS^  =  +  jrT \rr^ cos    -  i7igr««>«-z  • '  j 

76) 


coso* 


l+flittot 


7* 

Ans  der  ersten  gewinnen  wir  fllr  *     2        «  eine 

rasch  convcrgirende  lieihe  zur  Berechnung  von  E  n&mlich 

und  ebenso  gehl  aus  der  zweiten  eine  Beüie  ftr 
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benror.  Vergleicboa  wir  mit  dieser  ilie  in  67)  abgeleitete  Belhe, 
BAcbdem  dieadlie  mit  2  potemsirt  wordeii,  so  dan  man  hat 

SO  folgt  diu  iielation 

Diese  interessante  Belatioii  kdanen  wir  mit  der  Zahiontbeorie 
iu  YerbiodODg  bringen,  wenn  wir  eine  kiciuo  Unigestaltung  mit  der* 
selben  vomebmen.  Wir  dividiren  beiderseits  durch  und  setzen 
darauf  ^  -»  x.  Es  entsteht  dauu  folgende  sehr  bemeriiettswerte  Formel 

l-a:+l-«»+l^T"i_^7+l_a^  

8a) 

deren  Bildungsgcsctz  leicht  ersichtlich  ist.  Die  P^xponenten  der  letzten 
Reihe  sind  die  Trigonalzahlen.  Besttglich  der  zahlentheoretischen 
Bedeutung  dieser  Doppelreihe  erinnern  wir  an  die  Darstellong  einer 
ibnlichen  Reihe  in  der  ,,Theorie  der  elliptischen  Functionen**  von 
Dnr^ge,  wo  in  |  66.  der  Satz  Jacobi's  abgeleitet  wird,  dass  jede  gaaxe 
Zahl  die  Samme  von  4  Quadraten  ist.  So  ist  z.  E 

105  =  l-  +  2-  +  6»+8*  -  2«+4»  +  6»+7». 

Wie  ans  der  2.  Reihe  hervorgeht,  sind  die  Exponenten  nichts 

anders  als  die  figurirten  Zahlen  1,  3,  6,  10  otc.  Demnach  ergeben 
sich  auch  liier  Beziehuageii  zwischen  denjenigen  ganzen  Zaliluu,  welche 
die  Exponenten  der  einen  Keihe  und  denjenigen  ganzen  Zahlen,  die 
die  Exponenten  der  anderen  lioihe  bilden. 

Bei  Ansicht  der  2.  Reihe  bemerkt  man  sofort,  dass  die  4  Potenz 
derselben  ans  lauter  Gliedern  besteht,  bei  denen  jeder  Exponent  die 
Samme  von  4  tignrirten  Zahlen  ist  nnd  die  1.  Reihe  ergibt  ohne 
weitpro  Untersnchnng,  dass  sie  sämmtliche  Potenzen  von  »  enthatten 

wiiü.  liit'raus  folgt  der  neue  Satz,  dass  jede  ganze  Zahl  die  Samme 
von  vier  hgurirtou  Zahlen  der  1.  Orduuug  ist. 

Für  jede  ganze  Zahl  h  besteht  also  die  Belatioa 
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wobei  wir  bemerken,  dass  h  auf  mehrfache  Art  aus  jenen  beslimmtea 
Zahlen  gebildet  werden  kann.   So  ist  z.  B. 

141     1+81+28+91  =:  3+15+4^+78, 

während  die  Quadrate  für 

141  =5  l«+2«+6«+10«  =  2«+3«+8*+8« 

sind.  Ebenso  kOnnen  die  /j,  f^^  irgend  vier  gleiche  oder  ver^ 
scbiedene  ganze  Zahlen  oder  auch  Nnll  bedeuten. 

Der  soeben  entwickelte  Satz  über  rlio  Trigonalzablen  ist  demnach 
ein  Analogen  za  dem  von  Jacobi  gegebenen  Satz  Uber  die  (^uadratzahlen. 

Indem  wir  wieder  anf  die  allgemeinen  Reihenentwickelungen 

zurückgeben,  benutzen  wir  ferner  die  Formel 

81) 

Die  Transformation  derselben  lässt  folgende  neue  Relationen  ent- 
stehen: IHirch  Addition  folgt 

82) 


,  1      ,  4jiV   g*  2flf*        2ji**  \ 


^'2Ar 
Durch  Snbtraction 

83) 


.  im 

2A's"siug>      Ji*  läjfiT 

cos  -2^. 


Wir  setzen  in  der  ersten  t»  —  2  *       ^  —  V*'>  resnltirt 

welche  sieh  ebenfalls  zur  Berechnung  von  E  benutzen  Iftsst  Dem* 
nach  ist 

«fix  1  4.»'/',  4.    ^      1-^-4-  ^ 

welche  Reihe  sich  durch  starke  Convergcuz  auszeichnet 
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In  der  Theorie  der  elliptischen  Integrale  werden  Reihen  zur 
BcrcchnoDg  von  Ftp  und  Etp  outwickelt,  welche  nach  den  Sinus  von 
2<3P,  etc.  fortschreiten  und  demnach  zu  einer  Transformation  nach 
der  bisher  angewandten  Art  wohl  geeignet  erscheinen. 

Da  dieselhe  keine  Schwierigkeiten  bietet,  so  überlassen  wir  die 
Umwandlung  beider  Reihen  dem  geneigten  Leser. 


V. 

Auch  die  Reihenentwickelung 

sin  amu  cosamu 
am  u 

86) 

lässt  sich  mit  Hülfe  der  Formeln  in  I)  leicht  transformiren. 
Man  findet 


oder 


87) 


cos«        An  (    q  nu         q^         3nu  \ 

l/j  —  z'  /    5         nu        q^         Snu  \ 


welche  mit  früher  abgeleiteten  in  Verbindung  gebracht  werden  können. 

Setzt  man  in  der  ersten  «  =  0,  ^  =  1,  und  ersetzt  darauf  z' 
durch  iH-"-'  -''^  durch  ^(l+a)^',  so  kommt 

(1- V--)'  =  ^  (^rr^-r-^^+i- 

Wie  wir  nachher  zeigen  werden,  sind  die  obigen  Reihen  für  eine 
durch  die  Kettenlinie  vermittelte  geometrische  Erklärung  der  links 
stehenden  Ausdrücke  von  Wert. 

Ebenso  lässt  sich  die  Reihe 

89) 
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mit  P>folg  verwerten,  weuu  man  die  zar  Trausiormation  des 
druckes 

_    1         ,   1  cos  q?i -}- cos 

nötigen  Werte  mit  Hälfe  der  Formeln  in  I)  berechnet. 
£8  kommt  sclüiesslick 


'       K     Ttti     V  2  cos  aW      '1  —  z  1  —  M 


-  K\l+q 


cos 


1  +  4ir 


1—«' 

Ist  tt  «  0,  80  folgt  wegen  cosa  =j-q2  jp' 

y2/(i+. i+j-ii- g^+i+^+r+i^ "  J 

Wir  dividiren  die  Reihe  durch  die  ähnliche  ia  III  53)  aud  man 
findet 

^*  (1  — 2g*  +  2g»6-2g3«...)4 

oder  wegen  55*) 

*"l  +  2g  +  2g*  +  2g9..; 

Sdireiben  wir  diese  Gleichung  noch  einmal  nnd  setasen  --q  statt 
^,  80  erhalten  wir  durch  Mnltiplicatton  beider 

92) 

V  fi  ^-l'?    .   Jl  4...^ 

^  l'-q'^  l~q^     1  — gö     1  — g*"^  / 

Man  wird  bei  genauerer  Durchsicht  dieser  Relation  bemerken, 
dass  diosolbe  mit  dem  früher  angeführten  Satz  von  Jacobi  in  gewis- 
sem Zusammenhang  stolit.  Führt  man  nämlich  g*  =»  a*  eiu ,  so  ent- 
hält die  4.  Potenz  die  Quadrate  der  natürlichen  Zahlen  als  Expoaen- 
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ten.  Während  das  transformirte  Product  alle  ganzen  Zahlen  als 
Exponenten  enthält. 

Die  letzte  Reihe  können  wir  wieder  durch  eine  andere  ersetzen ^ 
wie  Oberhaupt  die  Bildung  der  Reihen  eine  fast  unerschöpfliche  zu 
sein  scheint.  Denn  wie  an  einigen  Beispielen  gezeigt  ist,  kann  jede 
transformirte  Reihe  der  elliptischen  Functionen  wieder  transformirt 
werden. 

Benutzen  wir  die  bekannte  Reihe 

2k)  ^^^  2K 

93) 

2«*/   q        nu  ,     2«*        2nu  .     So»       3nu  \ 

-  Ä  »  Vi Ä:  +rf?         A'  +l  -  q^'^''K  "  ) 

ZU  unserer  Transformation,  so  hat  mau  zu  beachten,  dass 

_1_  .  _i  4_ 

J  I  «...  X 


cos  2^     cos  2^  cosg^ 

ist.   Daher  folgt  nach  einigen  Rechnungen 

zJ  1  nu  .     V  2«!* 

cosqp^  n^  nu*     I  +  Ä. 

4  cos^jj, 

woraus  für  u  =  0 

Nun  haben  wir  in  54)  die  Reihe 

abgeleitet.  Das  Quadrat  derselben  ist  aber  gleich  der  Reihe  95),  so 
dass  man  hat 

also  auch 

96) 

Setzt  man  hierin  —  x  statt  x,  so  erhält  mau  die  oben  erwähnte  Reihe. 


160.        Othingkau»!  JVatttformationeti  der  tUiptUchth  IfStntUkmm 


97) 

Diese  beiden  geben  toa  nenem  eine  Relation,  wenn  irir  ihr  Pro. 
duct  bilden  nnd  die  in  56)  abgeleitete  Reihe  beachten.  CMalleB 

wir  die  Ausdrücke  uoch  etwas  um,  so  gewinnt  man  folgende  Formel 

Diese  merkwürdige  Relation,  die  angenscheinlich  eine  Erweite- 
ruDg  des  Jacobi'scheu  Satzes  von  der  Qaadratsnmme  ist,  schreiben 
wir  nach  der  Entwickelung  der  BrQcbe  in  Reihen  in  folgender  Form: 

X  (1  —    +  24(f«  —  322«  +  24<2*  -  48^^ + 96«»  -  64^'  +  24i/» 
(1 «.      4-      —  2q^^  +  2g3*  -  2gW  +  ...)**. 

Bei  der  Hdtiplication  der  obigen  Reihen  verschwinden  die  Olie- 

der  mit  ungeraden  Exponenten  nnd  die  Function  erhftlt  nur  noch 

die  Potenzen  von  <f.  Ersetzen  wir  also  wieder  durch  su  wer- 
den in  der  ersten  KeiUo  wahrscheinlich  sämmtliche  Potenzen  von  ^ 
vorkommen. 


Die  transformirte  Form  wftre  also 


100) 


1  _  16g  +  112s*  —  448ä3 + 11362*  - . .. 
(1  — 2g + 2g*— 2ff»+2g»«  -  2«»+.«)«. 


Daher  hat  man  den  allgemeinen  Satz,  dass  die  achte  Potenz 
einer  Reihe,  deren  Exponenten  die  Quadrate  aller  Zahlen  sind,  gleich 
einer  Reihe  ist,  die  alle  Zahlen  als  Expouententen  enthält.  Da  aber 
jedes  Glied  der  anf  die  achte  Potenz  erhobeneu  zweiten  Reihe  aus 
dem  Prodnct  von  acht  Gliedern  besteht  nnd  also  die  Form 

hat,  so  ist  fhr  irgend  eine  ganze  Zahl  z.  B.  A  — 1000, 

Ä  «  ai'^+V+V.       =-  l»+2^  +  3*+4*  +  7*+10*+U*+26«, 

woran»  der  Satz  folgt,  dass  jede  ganze  Zahl  die  Somme  von  acht 

QuadraLcD  ist,  die  irgend  aclit  gleiche  oder  verschiedene  ganze  Zah- 
len oder  auch  Kuli  bedeuten. 
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Wir  machen  hier  darauf  aafmerkaamy  daas  in  Folge  der  Formel 

(1  -  2g  +  23*  -      + ...)  (1  +  2^+2^*  +  2q^+..,) 

die  vorhin  entwickolten  Relationen  fortgesetzt  werden  können,  wo- 
durch eine  ansseronlentliche  Allgemeinheit  entsteht  MaltipUcirt  man 
Dämlich  die  Reihe  100}  mit  der  ihr  analogen ,  nachdem  in  letzterer 
statt  q  gesetzt  ist,  so  verschwinden  die  nngeraden  Potenzen  nnd 
es  entsteht  eine  Beihe,  in  welcher  wir  q  anstatt  ^  setzen.  Daher 
geht  in  Folge  der  Benntznng  der  letzten  Hfllfeformel  eine  neue  Re- 
lation flhnlich  ihren  Yotlänfem  hervor,  nnd  diese  Reihe  whEtI  Jeden- 
fidls  sämtliche  Potenzen  von  q  enthalten.  Da  aber  ihr  gleichwertiger 
Ansdmclc  dnrch  die  16.  Poteuz  einer  Reihe  dargestellt  wird ,  deren 
Glieder  die  Quadrate  der  natürlicheu  Zahlen  zu  KxponouLcn  hat,  so 
kann  jede  ganze  Zahl  iu  eiue  Summe  von  Uj  Quadraten  zerlegt  wer- 
den. Beachtet  man  die  Ordnung  dieser  Potenzen,  so  hat  man  all- 
gemein  den  Satz,  dass  jede  ganze  Zahl  die  Summe  von  2**!^  Qua- 
draten ist 

Dies  elnigermassen  Oberraschende  Resultat  setzt  allcrdini^s  vor- 
sns,  dass  in  den  bezOglichen  Reihen  sämtliche  Potenzen  von  q  vor« 

hauden  sind.  Ob  diese  Annahme  allgemein  gültig  ist,  müssen  wir 
Yurlauüg  dahin  gestellt  sein  lassen,  scheint  aber  doch  zweifellos  zu  sein. 

Hinsichtlich  der  in  80)  aufgestellten  Reihe  mOchte  ich  hier  noch 
einschalten,  dass  die  bekannten  Relationen 

101) 

^*  "  1+224- + 
in  Folge  der  Formel  z--j"z'^  =  1  auf  die  folgende, 

(1 +25  +  V + V  +  .)*  -  (1  -       22* — V+  ...)* 

102) 

«162(1 +2»+ 56  +  5104.  ...)4 

fttnea,  deren  Bedentong  wir  oben  schon  festgesetzt  haben.  Ob  der 
der  darauf  bezügliche  Setz  über  die  figurirten  Zahlen  wegen  der 
Leichtigkeit  dieser  zweiten  Ableitung  schpn  früher  gelunden  ist,  ist 
nur  nicht  bekannt 

Anh.  4.  Xitt.  «.  Uli«,  a.  Bdte.  M  a  II 
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YI. 

Fflr  die  folgende  Untersiichimg  beschAftigen  wir  uns  mit  der 
Reihe  fftr  i?(am«),  welche  bekannt  ist  unter  der  Form 

103)  £(ami*)  «  ^i_.  ji*"^"r  i-l^"'^"jr      *-  /' 

wobei  wir  die  Beiaüou 

JEg),  i  Etp^  =  Lq>  ±  2*  sin  g),  sin    sin  9» 

benntzen  werden.  BezOgiich  des  Ansdrucka  sin  sin  erinnern  wir 
an  die  Formel  15). 

Die  Addition  würde  auf  ein  sclion  bekanntes  Besoltat  biiuuis- 
kommen,  die  Sabtracüon  ergibt 

104)  Ef  ^+7--=^ 

Auch  diese  Reihe  lässt  eine  nochmalige  Umwaudlnng  zu,  wenn 
wir  berücksichtigen,  dass 

sinyicosyi  ,  ainy»cosyg 

 ^/|8in2^±^,  8in2yg-{"^^(8iii2y^:t:8iP2yt) 

2«'a +«')(! +8in«) 

ist  Da  aber 

«1        ^      >  »       Bin2fl^8in2f»»      .  .  _ 

5+5 ^«'^'''-S+S'  — 25^^;  ^»"»2^ 

80  ergibt  die  Berechnung  fflr  das  obere  Zeichen 
«^sin  ^1  sin  7s 

2  +  (l  +  ~')  sin  ff  871  /  Snu  \ 

(l+8iua)      cosa-^  Vl-«**^^^2iC""l-fl»»*^^^2Ä  *•  / 

weicher  Ausdruck  schiiesslich  in  die  folgende  Reihe 


,  1  /l  -  sin«     Stt/  TTu        o*       3«tt  \ 

105}   (1-«')|/  izpaS.  -  Ä  C W«»»2i-  W*^2Z  + 

tibergellt.  Mau  sehe  Aber  die  Anwendung  derselben  die  l?ormelii 
68)  in  III.  nach. 

Indem  wir  ferner  das  untere  Zeichen  berücksichtigen,  folgt  nach 
dnigen  Umwandlungen 
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106,  ^-i«,(y^-j/^i3) 


Eine  neue  Beihe  orgibt  anch  die  Sabtraction  der  Gleiehongen 
lOi)  und  103) 

deren  BUdnngsgcsotz  Uar  ist  Ebenso  ist  fflr  spätere  Untersitchvngeii 
der  DifferentlelqQOtieiit  von  104)  von  BedeatQog.  Man  findet  nach 

einigen  Rechnaugeu 

Eä  lusst  sich  auch  die  lieihe  1l4)  mit  der  beioiuuteu 

sor  AnftteUnng  einer  nenen  benatzen,  Sie  ist 

,  ,       ,  z'sinqpcos^r     n  .  nu 
109}        =  +  -^:J.^>~  —  tg 

Endlich  wollen  wir  noch  diese  mit  2  moltiplicirte  Gleichung  von 
106)  abziehen«  man  hat 

Die  entwiclielten  Formeln  können  znr  Berechnong  von 


n 

2K 


dienen. 


yi-^»«sin9*<l9 
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Mau  kaoQ  ferner  die  bekaaate  Eeihe 

mit  der  aiu  87)  folgenden  tranaförmirten 

d—z*     4ä/  q        nu      ^          3aro .  \ 

0089  '"5^i.i^^*2ir"~r-"?^*2Ä^  V 

Termittelst  Snbtnustion  verbinden,  das  Besnltat  tet 

und  wird  die  Reihe  mit  der  aas  105)  folgenden  veriiQflpft,  so  ist 

das  Kudresultat 


^^^^     0089»        2    r  1+ein« 


wonwB 


4»r  /l      JTu  ,  SM  3««  \ 


(1+y, )« -       +  + 

Aach  die  Reihe 

cot cot9  -  8in^+ j^W^ 

gibt  transformirt 


X     nu       9*       nu  .     q'^  '6nu 


113)  ^(1— '>tg«  -4««^-^j:^»cos^A^+  i+^ücos^^  - .... 
woraus  fBr  «  —  0  und  cos«  =  flf? 

Benntsen  wir  fmer  die  belcannte  Formel 

Insin^^-lnsinjj^-  In^  +^(l+g^^*ir  +  äi+?*^»'r +T 
10  ergibt  sioli  darai»  als  transformirte 


Google 
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,   C08O         1      nu  i-^  q       /l     7*        nu  \ 

In  j-::^  -  In  2  C08 -  In  i  + ,^2^08  ^-  - ...  j. 


d.  i. 


g  In  4^     z' 2k  =  k  -  T+?         +  •  •  •  j' 

1.  ^  l/l-hsina  l/y*      nu     1    r;^       27ru  , 

114)   8»°27K  l-8in«^^«2/C=  7C     8  1+?'^^  A' 

8^°^''l-y2'"4  1  +  7*     8  1  +  7«"^  12  1  +  7^2  - 

Man  sieht,  mit  welcher  Leichtigkeit  solche  Reihen  abgeleitet 
werden  können,  nnd  wie  ungezwungen  sie  sich  den  mannigfachsten 
Verhältnissen  anschmiegen.  Eine  wertvolle  Anwendung  gibt  auch  die 
bekannte  Relation 

am  (m  +  »K" ')  =  i cot  am  ?*, 

welche  wir  auf  108)  beziehen  wollen.   Demnach  geht  der  Ausdruck 

...        .     z'a  +  z'J)    .      .  g'coty.O(g^+coty.O 

zur  Linken  oder  — — t~  über  in   m  r«  =■ 

z -\- /J  3  *-|-cotqp" 

a'*  ,   ,  -  sin  g>  cos  qp  .    „    ,       tt     ,  .       /.  .  i         nn  . 

^+2  «*  ^ — ».   Rechter  Hand  transformirt  sich  cos  in 

nie  nie  ^K'  _nir 

.    K — «  K 


(nu  ,  nK*  \       e  ^  +«     '  au 
 2  cos^-  I  5  8in^ 

.  1  +  7*  .  1  —  7*  .  Jitt 

oder  in  — ^     cos  v> — t—a — sinx"- 
27         K  2q  k 

Werden  sämtliche  Glieder  in  dieser  Art  berücksichtigt  und  nach 
reellen  und  imaginairen  getrennt,  so  erhält  man  die  folgenden  Reihen 

1  2n^  /    q       nu     Jq*      2^  1  ^  \ 

115) 

z^inqc'cosqp     2n*  /    7    .  nu      2q*   .  2nu      87*   .  3nu  \ 

"  a^Ai+?*^° Ä  i+v^**^ ic   i+?®*°  Ä 

«T.  .         «  .,     .    .   1.   «  .      ^    i.     sin  am  tt  cos  am» 

Wu"d  diese  Reihe  durch  die  bekannte  für   ^   dividirt, 

^amu 

80  folgt 

7     .  »ftt  ,     7'    .  3;ru        7*    .  5wM 
^famu"2e'-  27«   .  2«u  ,    37»  .  3nu 

r+y''''  ~  1+?'^°  ~x  +  r+?''°  - 


1 
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q     .  nu  .    2q*    .  2nu  .    3'/^   .  3nu  , 

116}a  Jtmu  -  üiHrr'q^   .  3;ru  ,  .  . 

( 

Aas  115)  können  aoch  noch  die  folgenden  Quotienten  berechnet 
werden. 

q     .  TTu  ,    4(7*   .  2nu  ,    O^'   .  3nu  . 


ue)b 


2K_q        :xu     _27^  .  .  3?!« 


Auf  die  hier  benntzte  Relation  cotani(u  + «^')  =  «^annt  kom- 
men wir  nachher  bei  der  Ketteulioie  wieder  zurück.  Auf  62)  an- 
gewandt, resultirt  noch; 

Vd— f'X^+l  -(l+«')Miiv*) 
V(l  -  ,')    ^  1 + (1  +,')  «n  ip«; 


3  'Xrr,.  «5 


2»/      1  -7    .         I    /  aHV  .  3?ftt  \ 


vn. 

\Vir  stellen  uucli  emigc  Betrachtungen  au  über  die  durch  Par- 
tiaibruche  und  Quotienten  ausgedruckten  elliptischen  Functionen. 

Es  werden  sich  vermittelst  der  Transformation  noch  einige  be- 
merkenswerte Kesultate  ergeben.  Gehen  wir  demnach  aus  von  der 
Keihe 


M  Veriindwg  mii  der  JHeorie  dtr  KtUadink.  1^7 

80  kommt  es  daisnf  «i,  den  Ansdruck 

^COS  2ari  —   qC0S2x^  —  q*  

1  - -2qcos2x^  4-        1  -  2gC082a^  — 

iu  die  geeignete  Form  umzuwandeln. 

Für  das  untere  Zeichen  wird  mau  scbliesslich  linden 


nu 


(l-2i|C082x,+g»;a-2.iCos2x8 +  ^^^a^cos  + 
Daher  bestehen  flir  beide  Zeichen  die  folgenden  Ausdrücke: 

2'^^l+2^C05|^+3*     1+236008  j^  +  gW  "*j 
117)   

^         (cos^  +  g«)        ^(cos     +  g«) 

l+3gf«C08     +  ^     l+2a^M)8  Y  +  St") 

Um  die  Gleichung 

21^     2i^g  .    (1  —  2g« cos  2g +g*) (1 — 2g*cos 2z + g») 
»   "  y«!  "***(l-22CO82x  +  20(l-2a3cos2a;  +  g«) 

zur  TransformatioD  geschickt  zu  macheu,  uehme  man  die  Logarithmen. 

Die  znsammciigi  liorigeu  Argumente  a:^  und  sind  dann  leicÜt 
in  die  geeignete  Form  zu  bringen  und  da 

2Kxi  .       2Kx^       .        .  Cosa 

«nam— j-^sinam— jj-^s=  Bin^i  sm^a 
ist,  so  ergibt  sich 
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2y  aco»  ög.  —  —  ( — 

^^a+a8^j^HV)(i+2«'^r + q») ... 


und  diew  CUdchaDg  geht  fOr  u  —  0  über  in 

119)  l/r^_9vJ<i+»^)(H:7')  •1"' 

1  —  s' 

Führen  wir  hierin  ^^^^  =3  a  und  2*  =  g  eiu,  so  folgt 

Hit  dieser  verbinden  wir  die  in  der  Theorie  der  elliptisolieo 
Functionen  bekannte  Belation 

r(+?»)(i+?^)a+g^ ».? 

2y»'      ^  L(l-9)(l-9')(l-q«)  ...J 
und  crlialtea  die  neue  Formel 
121) 

^  ^  (X+Ö(l+g»)(l  +  9*)..; 

Infolge  der  einflichen  Ansfthmng  einer  anf  118)  besagUchen  2. 
Trauformation  gewinnt  man  noch 


—  sm« 
4-SU10 


2v  008  "~  ~  ~~   — ■  ^ 

'■'^  {l+27«cos^  4-  ?»;  ^l-f  2«"oos  ^  +  i«A  . ..' 

«onuu 

i+y  -  La +7*)  (1 • 

Eine  nochmalige  Transformation  wurde  zur  folgeudeu  Formel 
führen 
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124) 


^  ^"^l+ygT  l+sin«     ^        l+yg'^'^  1+sina 


—sin  tt 


l+VsT  l+siu«"^^        l+V«'^  1+sina 

^^^(l  +  27»«cos'^*  +  7'*)  ... 

I  1+27*'C0S  j^-  +  7*®J  . .  . 


Der  Ausdruck  links  ist  geeignet  zu  einer  goniometrischeu  Um- 
formung.   Wegen  0  =  90**— T  können  wir  setzen 


also 


cos  (jp  =  ig  2i^, 


7CH 


(l  +  2'y>«cos^  +  7'A... 

126)  tg,  =  2,^ cos ^  ,  ""^.A 

(1  +  27^  cos  -^  +  '1  ) 

and  wegen 

•  1  — V«'l/l  —  sinn 

127)  arcsm:r-7— 7-^  1/  -  ,   .-  = 

1  + V»  f  l  +  sin« 

/    7*        nu      1     7^        3^t  \ 

folgt  also  auch 

^^^^        2  y     r+?  ^^'2Ä  "  3  1+7"      2^  +  ••• 

Diese  Ableitungen  können  zur  Berechnung  der  zum  Argument  u  ge- 
hörenden Amplitude  q>  benutzt  worden. 

Wie  bekannt  ist,  lassen  sich  die  Factorcnfolgen  durch  Reihen- 
summen ersetzen. 

Q(  1 — 2</ cos 2x + 5^) ( 1  —  2ri J cos 2x  +     ( 1  —  2f^ cos 2x  +  q^^)  ... 
=  1  — 2^/ cos  2a; +  25*  cos  4a;  — 2(7^  cos  6a;  +  ... 

Qy7sina:(l  -  25«cos2j-  + r/) (1  —  2r/cos2x  +  58)  ... 
-=  V^siua- — y  r?^sin3j;+ yf/*^  sinöu; 
darin  bedeutet 

Q  =  (l-r/)(l-2*)(l-5«)  ... 


j  ,  ,  ^.oogle 


Indem  man  also  die  vorfain  geftuideneii  Gleichangea  fär  diese 
FftUe  eiiuiclitet,  hat  man 

129)  1/  ^  ij  =  2«tt  > 

ferner 

lA^^       ''''  ^«  2Jg  -r  ^t^^ '  ^os      +  .  >  > 

A-ruH«  i+2a*co8 j^+22^«co8  ^-f  ... 

Q.    8.  W. 

Als  SpeeialfUle  findet  man  aus  diesen 

,,,,    l/IE^  _  .2^„.s±±±^*± 

1-y»'    „  _9+flH:2!L+-.. 
i  +  y«»  —  i+2a*+2a"'^-f...' 

and  deren  tran^isniirte 

Führen  wir  iiiusiciitlicU  dieser  ReiheutiUüüeuteu  die  XlicUi- 
fanctionen 

^  2e-(»C0s2a+2«-*CC084»  -2e-®eco8a8-t-.", 

d,(«)-.2y«-<^in«— 2  y  e-8^8ina»+2y  e-26e8inö«+..., 

132) 

4    4  *   

^»(»)— l+2«-^co82»4-2«-*fco84«+2«-9^86H-.'. 
ein,  worin 

^--gr  und  *-2Ä' 
80  eiigiebt  sich  nach  dem  Vorhergehenden 


133) 


1  Aising  ^t(V) 


Google 
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/ 

Benutzt  man  noch  die  bekannte  Diflfereutialformcl  der  Theta- 
foDCtionen 


80  folgt 
134) 


"(KD 


dz  ^3(3) 


8 


2Kz'zSU\(p  U^^QZ&^^QZ 

7t(J  +  -:) '^C^2qz)^~' 


Zweitor  Teil. 
VIII. 

Die  in  ihren  Folgen  wichtigste  Transformation  bezieht  sich  auf 
dio  jetzt  noch  zu  betrachtende  Reihe  für  In 

-1-5  i_-giocos  ^  -t-  ••  J 
Zunächst  folgt  für  die  Addition 

Dagegen  gibt  dio  Subtraction 

Für  In        können  wir  unter  Benutzung  der  obigen  bekannten 

Formel  In — r-  oder  — In     ,     schreiben.    Da  nun  aber  Jcp,^  = 

1  —  a*sinqp,*  ist,  so  führen  wir  die  in  I.  entwickelten  Worte  für 
amq>i^  und  sing^,^  ^i^i  wonach  für  beide  Ausdrücke  die  Relation 

2^^9*=2— 2«— (l+z')«co8a«±(l+Ä')8inoy(l— 2)^— (l+a')^coso* 
gilt.   Daher  haben  wir  unter  Benutzung  der  Exponcntialfunction 

•2— 2»— (l+2')='co8a»±(l+z')sinay(l— 2')*— (l+s')*co8o« 


2) 


'  ,  _  /     q      ,    nu       1     q^     .    3««  ,  \ 


Wir  bezeichnen  nun  die  periodische  Function  dieses  Ausdrucks 
mit  ar,  indem  wir  damit  die  Abscisso  eines  Punktes  einer  noch  an- 
zugebenden Curve  bezeichnen.   Also  sei 
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Die  GleichttDg  2)  nimmt  niin  die  folgende  doppelte  Form  an 

ä?  ^  2 

«  ,  

(1 + )  sin  tt y (1  —  z')* — (1  +  ^^)^  cos  a»  _  e'  —  e-* 

Hierin  mttssen  noch  die  nn  nnd  cosur  mittel&t  der  in  der  Einintong 
gegebenen  Werte  dnrch  die  Amplitude  tp  ersetzt  werden.  Man  wird 

ijubcii 

Bezeichnen  wir  endlich  dca  variabcln  Ansdmck  der  linken  Seite 
der  ersten  Gleichung  mit  y,  so  ist 

6)  9=-^ 

die  bekannte  Oleichnng  der  Kettenlinie,  deren  Eigenecbaften  für  di» 
geometrische  Dnrchffthning  der  gegebenen  Transformation  von  hoher 
Bedeutung  sind.  Wir  haben  demnach  su  zeigen,  dass  die  eUtptischen 

Functionen  und  ihre  Reihenentwickolungen  dnrch  die  Geometrie  der 

Kettenlinie  eine  wertvolle  Bereicherong  nnd  Exgänzang  erfahren 
können  luid  wollen  daher  zunächst  an  die  schon  bekannten  Eigen* 
tUmiichkeiten  dieser  Curve  eriunero.   (l  ig.  2.) 

Der  DUferentialquotient 

hat  erstens  die  bekannte  trigonometrische  Bedentnng  tg*  und  zwÄ- 
tens  bedeutet  er  die  zur  Abscisse  x  gehörenden  Gnrvenbogen  «,  weim 
inan  wie  hier  geschehen,  den  tiefsten  Punkt  als  Anfangspunkt  der 
Bogenl&ngen  nimmt  und  die  Coustante  =  1  setzt.  Diese  Bemerkung 

nebst  der  Formel  y«  —         oder  y  -  ^  ^  der  daraus  sich 

ergebenden  Eigenschaft ,  dass  die  Projection  der  Ordinate  y  auf  die 
Tangente  eine  Strecke  gleich  dem  Bogen  s  bestimmt,  welche  von  dem 
zur  Ordinate  gehörenden  Abscissenpunkt  die  Entfernung  gleich  1  hat» 
genügt  fttr  die  folgenden  Auseinandersetzungen. 


M  Vnbütdung  mit  der  T^rtc  der  Kttimlmie 


Demgemääs  liaben  wir 


-/ 


Es  kommt  nun  vor  allem  darauf  an,  die  Amplitade  9  in  geome- 
triflcheo  Sinuc  zu  definireu.  Die  Berechnung  derselben  aus  den 
obigea  Fonneiu  lührt  auf  folgenden  einfachen  Ausdruck 

dessen  Construction  in  Folge  der  Eigenscbaften  der  Kettenlinie  sehr 
einlAcb  ist  Indem  wir  also  festsetzen ,  dass  durch  die  Reihe  d)  die 
entsprechende  Absdsae  der  Curve  cbarakterisirt  sei,  wird  auch  y  nod 
die  Gerade  «  bestimmt.  Daher  Icauii  mau  für  alle  FUle  eiue  m 
«•Achse  parallele  < Gerade  vom  Abstand  benutzen,  um  mit  der 
DÜKerenz  y — ^  gleich  am  den  entspredieiiden  Garveupunkt  einen 
Kreisbogen  bis  zum  Borchschnitt  mit  jener  £inhdtsv«Ücalea  ziehen 
zu  können.  Die  letztere  scbUesst  mit  der  Verbind ungsgcradeu  beider 
genannten  Funkte  die  gesuchte  Amplitude  (p  ein. 

Bezll^ch  der  Belke  für  x  bemeiken  wir,  dass  dieselbe  auch  auf 
efaae  andere  Form  gebracht  werden  kann. 

Aas- der  brannten  Formel 

—  lin(l  — 2<iCüS«4-Ä*)  =  3C08a;  +  ia^cos2a;-J-i«^co8  3«j  ... 
lisst  sich  die  folgende  ableiten 

Denmfolge  entwickeln  wir  in 

X          q      .  nu      1    ^     .  8g»  , 

8  ^*"2ä:~  3  1  — ^^''^^^  2K  **"  — 

die  BrOche  in  Re^n  und  schreiben 

1  3«tt 

_(23-j-gy-|-^i&  ...)- 8in^, 


174         Oekinghaut:  Trana/ortHaUonen       elliplüchtn  Functionen 

Werden  hieriu  dio  ^'erticaii•eilleü  mittelst  der  geuaimtca  Formel 
sumuürt,  so  gelangt  maa  zum  Besultate 

10)  tt »  2111 


(1  -  248UI  (1  -  2g«8iii)  ^  +  i,«)  . . ; 

oder 

l  +  «'yi — sin  9*+ sing)  , 

»'+Vi-««8iii»« 


(1  -  2<y  Siu  (l  -  2^»8ill  2^  +  3«)*  . . . 

woraus  noch  für  u  =  ÜT,  9  =»  W  ein  schon  frtther  entwickelter  Aus- 
druck 

folgt. 

Wir  haben  den  Winkel  der  Tangente  mit  der  x-Achse  durch  <J 
bezeichnet ,  wir  führen  noch  seinen  Complementwinkel  f  «—  90**  —  6 
als  Winkel  der  Tangente  mit  der  yAcbse  ein,  beachten  den  Aus- 
druck 

und  anbstitniren 

 \_  J_ 

*     cosd  °"  sin  ff' 

dann  resnltirt 

(1  -  2^sin  ^  +«y  (1  -  2^8in  fl^^^. 

13)  tgie- 


(1 -h  2a  sin  2^ + ^«  (1  +  a««  sin  2^ + 5«)« . . . 

Per  eingeführte  Winkel  t  der  Tangente  mit  der  y-Achee  wird  dem- 
nach durch  ein  unendliches  Frodnct  ausgedruckt 

Die  in  VI.  108)  entwickelte  Reihe  Iftsst  sich  zur  Darstellung  tob 
y  als  Ordinate  der  Gurre  Terwerten,  wenn  wir  beachten ,  daaa 

y  »  jf'^^   ^^^*  ^'^^612  wir  diese  Substitution  ein,  so  resultirt 

14) 


Googl 


Um  ftr  p  noch  audere  Entwickelangen  anznbahnen,  gehen  wir 
auf  die  Reihe  87; 


snrtUsk  uid  bwttcksichtigoiii  dsss 


ist.   Führen  wir  dos  hieraas  berechnete  J  in  die  obige  Reibe  ein, 

&u  uiluüieu  wir 

/  .  75  ™r-         4»/     7  JTtt  37tM    ,  \ 

15)     yi+«'»- 2.»  =  jp(i^CO.j^-J^,C0.3jj:  +  ...). 

Man  kann  ftbrigens  auch  noch  den  folgenden  Ausdruck  leicht 
an&teUeii,  wenn  man  2m* ^  {X+»')*C09a*  setet  uad  die  Formel  2d) 
beachtet  Daher  ist: 


16)  y-^^+-^'-«>»8(i:p7cos2^ 


2Jr 

cos 


woran  sich  8j;>äter  noch  andere  auschliessen  werden. 

Um  nene  Formeln  herzuleiten,  diflerent^fren  wir  15)  nach  y  nnd 

und  u,  mau  hat 

ebenso  eiisibt  die  Differentiation  von  0 

irr  /    q  nu  3jsu  \ 

i~  Vi^«*    2i:""  1  -^9«    2^"  •  •  7 

Aas  beiden  Reihen  folgt  durch  Division 

2;t*  /    9      .  nu        3?^     .  'dnu  ,     69*     .  bleu  \ 
7^  Kl  -^,^ 2iC  -       9^     2Z  +  1^9^     2X  •  •  / 

Btmit  haben  wir  die  trigonometrisishe  TaagMitt^te  den  gleich- 
wertigen Aosdnick  für  den  Bogen  $  tewI^HHkMBgodrttekt. 


^^ui^uo  Google 
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Eine  andere  geometrische  Beziehung  lisst  sich  wie  fol^  a 

leiten: 

I 

In  YL  haben  wir  die  Reibe 

J — ^     ^(   ^  9'         S>m  I  \ 

anfgestcUty  welche  wir  mit  der  Kcttenlinie  in  Verbindung  bringe 
können. 

Berechnet  man  nämlich  »  als  Function  Ton  9 ,  so  ergeben 
obigen  Werte   

Der  daraus  folgende  Ausdruck 

»  cot «  =  -rrr  — - 
^     cos  9» 

bedcatct  'geometrisch  die  auf  der  Einheitsuormaleu  durch  OJf* 
zeichueto  Gerade  ^  welche  demnach  durch  die  Belation 

l®>     ' "  F  U    ?    2Ä'  -  1  -  V«     2if  + '  •  7 

bestimmt  ist. 

Man  bemerke  aber,  dass  sowohl  8.cotq>  als  auch  s  durch 
Beihen  gegeben  sind,  der  Quotient  wird  demnach  in  einer  Beziehottg 
zu  tgamti  stehen.  Daher  folgt  das  Resultat 

19)  i«amu-^--5  ^ 


Diese  neue  Formel  ist  unter  andcrm  auch  aus  dem  Grunde  be- 
merkenswert, weil  sie  zur  Aufstellung  einer  Difiereutialgleicbung  Ver- 
anlassung gibt.  Wie  man  bemerkt ,  ist  der  Zähler  das  Differeatial 
des  Nenners.   Fuhren  wir  denmach  ein 

q  nu         fy"^  'dnu  9*  5?ru 

80  haben  wir  nach  einigen  Zwibcheurechuuugen 
21)  — «a  tgamu.citt 


tebMitoimi  wir  Weri»  üic  bckaunte  Formd 
M  ergibt  sich  ohne  Mtthe  »m  .       "  \ 

das  aUgemeiae  Integral 

ZU.  Bestimmung  der  Co«U»Uu  seucu  wir  u  ^  0.  dann  iet 
t   2,»       1    V    .1   V         .  +  Const. 

„  dM»  «««  schliebslicU  liat,  wenn  man  noch 
b«»chtet 

 -r—,        1  1      fl«  ^  J?  «in-  4- 

+...) 

Eiue  «eiU  Anwende«  der  Di«erentiai«l«  .1)  «ei^ynter 
,,ecut«mgd„BeU.ion.g«nu=t«.u.Verbiuduug.it*.-  ^ 

vnr    Daher  ist 

^  sntegriren.  ,2 

Arth.  4.  lUU».  n,  Pbji.  2.  BrtU«.  Teil  U. 

-#^y  GoOgl 
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Das  Integral 

kann  durch  EinfOliroDg  von  cos^  auf  folgende  Art  gcächriebeu 
werdeu : 

und  ist,  wie  nach  bekannten  Metboden  ersichtlich  ist,  ebenfalls  loga* 
rithiaisch.  Man  findet  schliesalich  das  folgende  Resultat: 

=  ^  i;:;^ — + Const 

Für  9  =  0  wird 
SO  dass 

z — «C089> — d  —  ä' * 

nnd  endlich 

Aus  der  letzten  Formel  folgt  noch 

cos«  »«  1/  i — V  — rzrr-'' 


IX. 

Der  Differentialqnotient  von  «  kann  aneh  benntat  werden,  um 
eine  nene  Relation  filr  y  hersustellmi.  Ans  derselben  entwlcketn  wir 
dann  eine  kubische  Gleichung,  derai  Absolntglied  ^ne  periodische 

Function  ist.   Aus  7)  folgt 

da 

and  wenn  man  beachtet,  dass  /jr <lc  ^  also  y  ^  ^  Be* 
rttcksiehtlgang  des  Wertes  von 
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q  Ttu  Snu  . 

rr^    2Ä:  ~  ^  r-V    2x  +  •  •  • 

25)  y  -=  j^T^,     g         jrt*  Stiu 

1  _    cos  2^  —  ^  _  ^6  cos        +  " 

DeD  Nenner  dieses  Quotienten  können  wir  durch  den  Ausdruck 

26)  Vi  +z'«-2.',  -         cos ^ -  j^-,  cos       +  . . . 

ersetzen.  Erheben  wir  darauf  die  Formel  auf  die  2.  Potenz  und 
ordnen  nach  Potenzen  von  y  so,  so  erhalten  wir  die  kubische  Glei- 
chung 

3^  -  +  2?'A'«  (l  -  ?      2A-  ^  r-  2Ä  . 

i  l^qio  cos       . . .  j  =  ü, 

mit  deren  Untersuchung  wir  uns  zunächst  beschäftigen  wollen. 

Das  zweite  Glied  ist  nur  vom  Modulus  z  abhängig.  Der  Coef- 
ficient  des  folgenden  ist  =  Null,  woraus  sich  auf  gewisse  Beziehung 
der  Gleichung  zu  den  reducirtcn  kubischen  Glcichuugeu  schliessen 
lässt.  Das  durch  eine  periodische  Reihe  ausgedrückte  Absolutglied 
ist  stets  positiv,  wie  auch  die  hier  geometrisch  brauchbare  Wurzel 
stets  grösser  als  1  sein  muss. 

Machen  wir  die  Gleichung  mit  der 

28)  y»-^y«+C-0 

ideotisch,  so  folgt  aus  A  =  Modulus 


29)  z'^  A-Va*-1, 
nnd  ferner  ist 

30)  ^  V2z*C  -  flZgi  cos  2^  -  9  j^-,  cos      +  . . . . 
und  vermöge  25) 

31)   "^^^      ,  . 

l^q*^^^2K  '  l  —  q^^^^^K 

Unter  gewissen  noch  anzugebenden  Bedingungen  würde  demnach 
die  obige  reducirte  Gleichung  vermittelst  eUiptischt  r  Functionen  lös- 


11 
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bar  sein,  indem  ans  den  Constanteii  derselben  der  Modnlus  auf  ein- 
facbe  Art  bestimmt  werden  Icana  and  in  Folge  der  hierdarch  be- 
kannten K  and  q  die  Aufgabe  von  der  LOanng  der  transcendeBten 
Reihe  abhängt  Sofern  g  klein  ist,  ond  dies  ist  meistens  der  Faß, 
ergibt  sich  durch  Yersache  der  Wert  von  u,  so  dass  y  ebenfalls  be- 
kannt iat.  Da  diese  Bestimmong  wenigstens  theoretisches  Interesse 
hat,  so  wollen  wir  noch  die  Bedingungen  der  Aufgabe  in  KOne  anf- 
sncben.  Wird  y  »  1  gesetzt,  ist  also 

so  wird  stets  in  den  andern  Fällen 
d.  i. 

»'S    vi 

^ya,'»c<^^»'(i-,') 

sein  müssen.  Oder  ein&cher,  es  muss 

<^'<^-'--i' 

d.  i. 

sein.  Da  ausserdem  auch  ^  >  1,  wie  aus  29)  hervorgeht,  so  setscn 
wir  fttr  eino  allgemeinere  Betrachtung  die  Gleichung 

fest»  worin  a  und  e  vorläufig  willkOrliche  positive  Zahlen  sein  mdgen, 
und  setzen  x*  »  mj. 


Also  wäre 

d  c 
n      *  w* 


mit  der  Gleichung  28)  in  Beziehung  zu  bringen.  Gemäss  der  obigen 
Bedingung  hat  man 

^  <C  ^  —  1   oder   c  <  an* — 

Da  aber  ^  =  d.  i.  n  =  ^i^^r^       so  "^"^s 

z'Hl  —  ':')* 


< 


- 1  jiii. 
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seiD.    Oder  was  dasselbe  ist 


«3  ^  a+z'^)V 


Die  weitere  Uutei-suchng  hätte  sich  nun  mit  dem  Ausdruck 
rechter  Hand  zu  beschäftigen ,  der  für  verschiedene  Moduli  verschie- 
dene Werte  erhält.  Daher  muss  der  Grenzfall  des  grössteu  Wertes 
gesucht,  d.  h. 

z'a  -z) 
(1  +-^'-)* 

differcutiirt  werden.  Der  hieraus  berechnete  dem  Maximum  des  obigen 
Aasdrucks  entsprechende  Wert  von  z  bestimmt  die  Grenze  für 


welche  nicht  überschritten  werden  darf. 

Die  Differentiation  führt  auf 

«'3-2/*— 2«'+ 1  =  0, 
woraus  für  den  Grenzfall 

'  2 

Eingesetzt  in  die  Ungleichung  folgt 


2  Y 


Man  wird  schon  in  dieser  Bestimmung  das  für  reducirto  kubische 
Gleichungen  von  der  Form 

33)  a?—px+q=:0 

wesentliche  Unterscheidungsmerkmal  für  reelle  und  imaginairc  Wur- 
zeln erkannt  haben.    Indem  wir  die  letztere  Gieichung  anstitt  der 

früheren  hier  benutzen,  also  x  =  ^ ,,  a  =      c  =  -  einführen,  geht 

'  X  (i  q 

die  Ungleichung  in  die  folgende 

(dessen  </  mit  dem  q  der  periodischen  Reihen  nicht  verwechselt  werden 
darf)  über,  welche  die  Bedingung  von  3  reellen  Wurzeln  ausdrückt. 

Die  Gleichungen,  welche  wir  vorhin  gefunden,  beziehen  sich  also 
auf  den  casus  irreductibilis ,  worin  eine  Wurzel  die  Ordinate  y  aus- 
drückt. 
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Ans  der  Transformatioii  der  obigen  Gleichangen  resultirt  dexa- 

nach 

Wenn  man  mit  Umgehung  des  Grenzfalles,  för  den  es  v'wwt 

Untersclieidang  nicht  mehr  bedarf,  ein  beatimmtes  a  wählt,  so  masa 

Die  Constautoii  q  und  K  sind  dadurch  gegeben,  so  ist  s.  S.  ftr 

=  I  nnd  ^  ^  ^»  5  ^^^'^»  ^     2,156  ölö.  Bei  kleioeo 

Werten  yon  9  ist  die  Berecbnnng  von  u  nicht  besonders  nmstiiMillch. 

Die  dorch  eine  periodische  Beihe  darstellbare  Wurzel  der  Glei* 
chnng  ist  dann 


ß  cos 


An  1  /   y  nu  ^ 

*  "       r  1+«'«  Vi— 5«*^°^  »JS^"  1—5* 

^  bnu  \ 

Wir  geben  nachher  auch  noch  die  Auflösung  der  übrigen  durch 
die  Cardani'sche  Formel  lösbaren  F&Ue  der  kubischen  Gleichangeii 
▼ermittelst  der  Ketteniinie. 

X. 

In  19)  haben  wir  tgamu  in  Form  eines  Quotienten  dnrcb  zwei 

periodische  Functionen  ausgedrückt,  so  dass  die  Frage  entsteht,  ob 
ebeufails  sin  am  u  und  cos  am  n  aut  ähnliche  Art  bestimmbar  seien.  Wir 
erinnern  zu  dem  £ndo  an  dio  Reihe  104) 

s*sin«co89  ,  E      An/  q*     .  g*     ■  -«f«* ,  \ 

^  5+7-  +       K  ^K-T±^^''T'^ 

welche  wir  mit 

^  -         k^  VW'"*"^  +  1^  ''''  "F  +  j 
dnrch  Sobtractioa  verbinden.  Man  findet  folgende  Belation 

zHinq>COBip  _2n  /gll  +  qy      nu  2ili 


^  kj  1^  .0  i.y  Google 


iJi  VWbindung  mit  der  Theorie  der  Kettetdinie,  183 

Dieselbe  lässt  sieb  mit  der  Reibe  17)  für  a  weiter  verbiudcD. 
Die  Division  beider  ergibt  geordnet 


(1+g)«     7tu      ,(l-g«)»  .  2«u, 


^   3» 

38)     cosamu  =  —       ^  V    .  Sttu  . 

woraus  nocb  nacb  Moltiplication  von  tgamu 


(l-qY  .  rtu      ,(l-g«)»  .  2itu 


39)  smam  u  =  ^  -3^^;  3^  , 

l  —  gJ^oSgÄ-     1— g«^°*2iS:  • 

folgt. 

Beide  Reihen  besitzen  gleichen  Zähler. 

Da  sincp  =»  — ^  ist,  so  kann  man  für  sin  am  u  und  ebenso  fftr 

y—z 

cos  am  ti  zwei  analoge  Ausdrücke  leicht  herstellen,  wenn  man  die  für 
s  and  y  entwickelten  Reihen  einsetzt  Die  Reihe 

40)  K^K^  l^fZT^  cos  ^  -         ^  COS       +  ...  j 

1  +  a'« 

wird  für  y  =  —2z~  ^™  Maximum,  d.  h.  es  ist 
nnd  fOr  y     1  zum  Minimum 

K       \i  — (r*~i-g«"^i— 2"-/' 

welche  Formeln  mit  früheren  übereinstimmen.  Die  Differenz  beider 
möge  man  mit  früheren  Ableitungen  vergleichen. 

Man  kann  nun  die  obige  Reihe  für  y  in  folgender  Art  zur  Bil- 
dung nener  Beziehungen  verwerten.   In  Folge  der  Bedeutung  von 


y  ä"- 


bestebt  denmach  die  Reihe 
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* 

Wir  Differenüiren  sie  unter  Beachtung  des  iu  YHL  gegebeneA 
Wertes  von      welcher  in 


«* — tlx  4 


2      du  z 

eingesetzt,  den  neuen  Ansdmclc  fflr 

\f]f     .  JtM        4^*     .  2nu 
dy  n^  1  — ^^^K       1  -  fl«  ^"^  K  ' 

hervorgehen  lässt 

Bemerlct  man  aber,  dass  der  Nenner  dieses  Braches  durch 
3—  Vi       — 2«V  ersetzt  werden  kann,  und  dass  femer  #  —  Vy* — l. 

SO  geht  unter  diesen  Substitntioueu  das  letzte  KesultüL  durch  Qaa* 
drireu  uud  Ordnen  nach  Potenzen  von  ^  in  das  folgende  über 

87r6     /  ,  »tt         4fl*     .  23FU     \-___  , 

so  dass  wiederum  y  durch  eine  Jetzt  vollständige  kubische  Gleichung, 
deren  Goefficienten  bestimmten  Beducenten  genügen  mttssen«  bestimmt 
ist.  Auch  hier  ist  das  stets  positive  Absolutglied  durch  eine  perio- 
dische Beihe  definirt. 

Im  Anschluss  an  die  in  134)  aufgestellte  Beziehung,  welche  auch 

in 

2Jr  »'«*(sin qp  cosqp        ^'igz.  ^^  2gg.  {>^2q^ 


umgewoudelt  werden  kann,  und  worin  wir  sing)  durch   ^  ,^  ferner 

y  ^ 

8*sina> 

«  durch  ^ijrT^  ersetzen,  resultirt  der  der  obigen  kubischen  Glei- 
chung entsprechende  transformirte  Wert 

44)   + 
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worauf  wir  hier  aufmerksam  machon.  Die  daraus  hervorgehenden 
Beziehungen  and  Identitäten  wollen  wir  indessen  nicht  weiter  hier 
discatireu. 

Durch  Combination  der  für  y  =  — ^ —  und  «  =  — - —  auf- 
gestellten Reihen  erhält  man  die  Entwickelang  von  cA*. 
Aus  der  Addition  vou 
e'  +  fi-*       E        471-  /    5*         nu  2nu  .  \ 

— 2^  °z'K-  zK^  \i -^i^ K  "  w ''''  ir+'  -r 

uod 


'K'^  \\  —     ®*"2A:      1  —     "^2/^  +  •  •  ) 


2  z' 

folgt  demnach  die  folgende  Reihe  mit  eigentümlichem  Bilduugsgesetz 

3</3     .  Sttu  ,     4r/*        47tu  \ 
—  i:8inz^,7  +  ^  _  ^8 cos  2^  ...  y 


1  — <7«°  2i: 
und  vermittelst  Sabtraction  die  ihr  analoge 

E       2«*   l     q      .  Ttu        2q^  2nu 

3<7'     .  37itt       47*        47rtt  \ 

~ \-q^^^^2K~'l-^^^^^2K  r 

die  sich  durch  symmetrische  Ordnung  auszeichnen. 

Die  in  11)  entwickelte  Function  für  lässt  sich  mit  Anwendung 
bekannter  Formeln  leicht  durch  einen  aas  zwei  einfach  periodischen 
Quotienten  wie  folgt  ausdrücken. 

Für 

^  =  In  [  -^-^  j 

folf^ 

1-f  2/7Sin^^--2(/^cos^  —  2g98in      +  2g'«co82^ 

l—2qs\n,^—  2(?^cos2^+2/7»8in      +  2«z"cos2^— ... 

Die  Reihenentwickelungen  für  die  Coordinaten  der  Kettenlinie 
sind,  wie  aus  Vorstehendem  ersichtlich  ist,  sehr  mannichfach  und 
zeigen,  wie  sehr  die  Eigenschaften  der  Curve  in  analytischer  Uia- 
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sieht  durch  Anwendung  auf  die  elliptischen  Fanctiouuii  sich  letzteren 
anschmiegen.  Um  noch  andere  Beziehungen  geometrisch-analjrtisclier 
Natur  attizastellen»  wollen  wir  zonftcbst  an  die  bekannte  Formel 

Oll      e  (l+p)C08a; 
^  *^  l  +  2pco82aj-f-jc* 

erinnern,  uro  mit  Hülfe  derselben  einen  andern  Reihenaiudnick  ab- 

zuleiten. 

Die  häufig  auftretende  Reibe 

q  nu         q^         3nu         ^  bnu 

können  wir  durch  Entwickclung  dor  Hrücho  in  geeigneter  Reihen- 
folge leicht  durch  Partialquotienten  von  der  Form 

TtU 

i+2fl«co8^+ 

transformiren,  daher  ist  vermöge  der  bekannten  Bedeutung  der  Formel 

18)  der  Ausdruck  für  l 

49)  l  -  1"cos""f      ''<^+;>-+  —   .  \ 

ll+2s^cos  ^+g*     1+Vc08  J 

und 

50)  yi -  .  y^^^ 
An      nu  /        qa+^)  , 


Der  in  19)  für  tgamu  abgeleitete  Wert  kann  auch  mit  Hilfe 
der  bekannten  Kelation 

du  ^  cotamt»,  Dur^go  §  58. 

aus  der  Mher  entwickelten  Reihe 

1  / ^ — ^   An  /     q      .   reu         q^^  .  Snu  .  \ 

V  l+J  -  2£  U-2»^''^2A  +  1-?*'**  2:^  +  -  /• 

hergeleitet  werden,  indem  man  letztere  logarithmisch  differentürt 
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Man  findet  ohne  Mühe 

51)    cotamu  =   r 

woraus  vermittelst  einer  Umwandlung  die  erwähnte  Formel  hervor- 
geht 

Wir  wollen  ferner  die  Reihe  für  tg^,  also 

.'A'«  Vl^5^«^"2A'-  2A'  +  -  j 

in  Beziehung  auf  6  und  m  differentiircn,  mau  Hndet 


cos  d-  *~  ä' 


wird  ebenfalls  y  =     ->  diflfercntiirt  und  endlich  noch  die  Keihe  14) 
^      cos  0  ' 

für  ^,  so  hat  man  zunächst 

dy       sin  ö  «-/^ 

Ti  =  — oder    ~^  ty  =  •  i« 
fM      C08  0-  coso*  sino 

du     =  Ä-^»   \l-q*^'''K    ^  l-q^^^^   K  + 

Eliminirt  man  also  — -nrv  aus  den  beiden  ersten  Formeln  und 

coso* 

ersetzt      mittelst  der  letzten,  so  erhält  mau  das  Resultat 

(in  ' 

r--^«'"  A'  - 1  -7« ^  +  ••• 

52)      sinö  =  ^_5_  V       3«tt  ,  • 

l_^i*^<>S2A'      i— (^•'^°'2A-    •  ••• 

Man  kann  diese  Entwickeluugcu  in  geometrischer  Hinsicht  deu- 
ten. Die  Tangente  der  Ketteulinie  im  Punkte  /*  schneide  die  Ab- 
scissenaxc  in  R.  Bezeichnen  wir  nun  die  Strecken  AR  derselben 
zwischen  der  Taugente  und  der  Ordinate  y  mit       so  ist 

^  sin  d  =  1. 

Daher  ist  vermöge  des  obigen  Reihenausdrucks  für  sind 

y  r^T^at  COS   —  r^^«    2A-  + 
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XI. 

Wir  geben  noch  im  Folgenden  diejenigen  Reiheuentwickelaagcn, 
wolcho  als  FunctioDen  einer  darcb  die  Kettenliuic  dargestellten  geo- 
metrischen Beziehung,  sei  es  eine  Oorade,  Fläche  oder  Winkel,  von 
einiger  Wiehtiglceit  eind. 

Hinsichtlicli  d«^r  Ableitung  dieser  niid  anderer  bemerken  wir,  daas 
liierfUr  zuweilen  mehrere  Wege  oücn  stehen. 

Der  Flacfaeninlialt  des  rechtwinkligen  durch  die  Kntheten  9  and 

/  gebildeten  Dreiecks  kann  man  unter  Benutzung  der  Difiereutial- 
formel  für  y  in  Vcrbiuduiig  mit  der  aus 

horvorgehenden  Ableitnng 

djf      z*  sin  <p  cos  q> 

leicht  berechnet  werden.   Da  nämlich 

2;^8in  9>co8  9<  ^ 

ist,  60  folgt 

Es  sei  K'C^m.  Man  hat  den  leicht  berecbenharen  Ansdrack 

Femer  sei  der  Winkel  zwischen  K'C  innd  AC  mit  t  und  der 
Winkel  zwischen  ^'C  nnd  KP  mit    beseicbnet  Ans 

sin  ^  m 

sin  •  » 

sin  tD 

folgt,  wie  leicht  zu  üuden  ist,  tgt  »  s'sin^,  tga  «  i  ^'sina^siui. 
Denn  es  ist 

•  ^  tgd+z'sin^ 

Daher  kann  man  entweder  zur  Darstellang  von  tg«  die  ellipti- 
schen Transcendenten  benutzen,  wodurch 

^  ay/jfsm     —  2y</sm      + ... 


1  +  22COS  ^  +23*  cos      +  .  . 


^  kj      i.y  Google 


in  Verbindung  mit  der  Theorie  der  Kettenlinie.  139 

oder  man  zieht  die  in  der  Theorie  bekannte  Reihe  für  ^"^  ^  her- 
an,  welche  demnach  die  folgende  goometrischo  Bedeutung 

56)     tg  ö  =  ^  (^f  ^.  ^  9.n     -  9.U  ^  +  ...  j 

gewinnt. 

Auf  dieselbe  Weise  verwerten  wir  die  für  sin  am  m  bekannte 
Keihe  um  tgi^s'sin«^»  durch  dieselbe  darzustellen.  Demgemäss  ist 

Diese  Interpretation  dieser  bekannten  Reihen  ist  jedenfalls  be- 
merkenswert. 

Bemerkt  man  ferner,  dass  aus  der  Formel 

1  + 
^  *°  cosd  ^  z'^J 
die  Relation   

folgt,  so  geht  auch  die  in  V.  abgeleitete  Gleichung  in  die  folgende 

58)  tß     =  (^^,  sm  ^^.+  j^esin  -^j. 

über  und  analog  folgt  aus  II. 

59)  i  arc  sm  tg     =  sm     +  3  f  +  2 

,  1   .  57ru 

-1-5  1  +  51081° 2A'  "T" 

die  demnach  wie  die  vorhergehenden  vermittelst  der  Kcttenlinie 
geometrisch  interpretirt  ist. 

Auch  die  früher  aufgestellte  Reihe 
«»sinaCOSy       2n  Ml  +  q)^  .   nn  .  qf«(l  — g»)«       '2nu  \ 

-^7-  =  A  IT-V      Ä+  ^  +  "7' 

welche  geometrisch  durch  eine  Normale  des  Amplitudendreiecks,  d.  i. 
durch  Zsiny  bezeichnet  werden  kann,  ist  noch  einer  Trausforiuation 


Pigitizco  .  ,  ^.oogle 
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f^big.  Wir  multipUciren  sie  mit  ^  du  uud  iutogrireo.  Das  all- 
gemeinere  Integral  ist 

oder 

lncOB9--ln  - — - — —  2(  ^^-J-^  cos ^  ...  )  +  C. 
Fflr  r  »  0  folgt 


„__..=l±i:.,(^i^'..)+. 


Daher  ist 


[lu 


gcosy — J'{'m'  » — 1—3'  1 


oder  mit  Kiniüliruug  der  Delation 


1+z'  Cosa  .   7iu^  .   .(1—5*)*  . 


«      1  —  2     COS  <f  1  — 


SID 


2a: 


Nun  ist  aber 


Demnach  anch 


t+9  cos«     l  +  <  y^*! 


bO)   i^  =  /\^^;^^-8in2^  +  l--j^— wü 

Man  sieht,  mit  welcher  Leichtigkeit  solche  Combiuatioueu  ge- 
wonnen werden  können.  Von  denjenigen,  welche  noch  zu  erwähnen 
sind,  wählen  wir  zum  Zweck  einer  Differentiation  die  in  46)  abge- 
leiteten Relationen,  die  demnach  differentürt 


€ix 


Tfi   f  q 


Tiu  .  4(1*  .  271U  ^nu 
cos  .V  L'  +  .  i  sm  TTT  —  r-     ..  cos 


dv,      «'Aa\l  — 2^™2A  '  1— g*''"'2A  1—^ 
^dx  /  31W1        4^*     .  2sKtt  ^(f 

und  durcheinander  dividirt  die  Formel 


3»» 


Gl)  e2«=: 


1  ^  U  o  1.^  y    V.  J  V 
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geben.  Aach  ans  den  beiden  ersten  ergeben  sieh  nach  Einsetzen 
des  ihr  ^  bekannten  Wertes  neno  Relationen  fhr  e^. 

Bemerkenswerter  ist  die  Transfarmation  der  in  48)  fflr  «4*  auf- 
gestdlten  Formel,  welche  wir  jetzt  nntersnchen  wollen. 

Man  findet  zunächst 


*  1— 2^cos  — +2g'«oc8  -TT  — 


37ru 
COS  ... 


Ä    j  -X  A 

Die  beiden  hier  erscbeiüPTiden  Reiben  sind,  wie  man  siclit,  ellip- 
tisübo  Transcendeutcn.  Da  der  Aasdruck  zur  Hechten  mit  dorn  Quo- 
tienten für  die  Function  sin  am u  übereinstimmt,  wenn  q  anstatt  r/ 
eiogefflhrt  wird,  so  ist  eine  Kcduction  auf  diese  Relation  leicht  durch- 
fllhrbar.  LOsea  wir  demnach  die  letzte  Gleichung  nach  auf,  so 
ist  in  dem  ^nannten  Sinne  unter  Benutzung  bekannter  Formeln 

4  4 

weiche  neue  Beziehung  wur  nachher  einer  dynamischen  Betrachtung 
zu  Grunde  l^geii  werden. 

Eine  neue  Traniformation  von  63)  wOrde  noch  die  folgende 
hefem 

Aus  der  ersten  kann  noch  mittelst  einer  weitern  Umgestaltung 
die  folgende  abgeleitet  werden. 


65) 


1  — y»6iny 

(l-2y58in^+y«)(l«2Vfi»sln^+ys*) 


71  Jt. 


0+2y  «sin^^H- y    (1 +2  Vfl»Bin     +  y  fi») ... 

Für  y  90  folgt  nach  mehr&cher  Umwandlung  ein  schon  firOher 
SBAmdenes  Resultat. 

Wat  bomorkon  noeh,  dass  wogen  der  leicht  abzuleitenden  01ei- 


Google 
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sin  tp 


±zrj 

^      1  +»'^ 

In  Folge  der  Bedeotung  von 
die  folgende  Relation 

besteht. 
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vni. 


Die  Darstellung  der  Flachen  vierter  Ordnung 
mit  Doppelkegelschnitt  durch  hyperelliptische 

Functionen. 


Von 

Paul  Richard  Domsch. 

Erster  Teil. 


Einleitung. 

Wenn  vir  in  Folgendem  statt  der  allgemeinen  Flächen 
Tierter  Ordnung  mit  Doppelkegelsebnitt  vorwiegend  die 
Cykliden  in  Betracht  ziehen,  wenn  vir  also  für  den  Doppelkegel- 
idmitt  den  imaginären  Engelkreis  nehmen,  so  ist  dies  durchaus  keine 
wesentliche  Beschränkung.  Von  projectivem  Standpunkt  betrachtet 
hat  jener  ja  keine  ausgexoichneto  Lage,  wir  könucu  jederzeit  unsoro 
Cyklide,  resp.  das  CykUdensystem  einer  linearen  Transformation 
unterwerfen ,  welche  den  Kugelkreis  zu  einem  Kegelschnitt  im  End- 
lichen macht,  und  die  zu  gewinnenden  Sätze  werden  dann  in  unver- 
änderter Form  sogar  bestehen  bleiben,  wenn  wir  nach  der  Collineation 
den  DoniDehrigen  Doppelkegelschuitt  zur  Grundlage  der  Mass- 
bestimmuDg  wfthleu.  Nehmen  wir  in  den  Transformationsformeln 
die  Coefficienten  complex  an,  so  können  wir  sogar  den  Doppel- 
kegelschuitt reell  machen,  wodurch  allerdiugs  alle  Realitätsver- 
Ultaisse  sich  ändern,  und  auch  unsere  Besnltate  die  hezflglichen 
ModWifftttonen  eriddeiL 


▲sth.  d.  Matk.  0.  JPhjrs.  2.  Hoihe.  TeU  D. 
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Wir  beschäftigen  uns  demnach  allein  mit  den  Cykliden  uLd 
suchen  diu  Kcbultate  zu  verwerten,  die  von  Moutard  ,  Daj  boui  \ 
Casey  ^)  über  jene  Flächen  und  Flftcbensysteme  gewonnen  wurdeiL 

Znr  Errdcbiuig  des  Zweckes,  die  DanteUmig  dnrch  hyperellipti- 
sehe  Functionen  za  leisten,  bieten  sich  mehrere  Wege  dar. 

Das  Znnftchstliegende  würde  sein,  die  Untersuchung  direct  n 
fuhren  nnd  auszugehen  von  der  DarstelJnng  der  Gyklide,  bezogen  ssf 
ein  orthogonales  Fflnfkngelsystem  in  sogenannten  pentasphftri- 
sehen  Coordinaten  (unter  pentasphäriseben  Coordioaten  eues 
Punktes  versteht  man  die  mit  gewissen  Constanton  multiplidrteD 
Potenzen  des  Punktes  in  Bezug  auf  Jene  ö  Fundamentalkugeln).  In- 
dem man  diese  Coordinaten  als  Functionen  der  beiden  KrflmmiiDgs- 
linienparameter  der  Cyklide  darstellt,  zeigt  sich  sofort  die  Möglich- 
keit der  Duicbtuhruug  i  Aufgabe.  (Zuerst  ausgesprochen  nndet 
sich  dies  bei  Uarboux,  Luiaptes  Reudus  lid.  69,  p.  392:  Sur  une 
nouvelle  serie  de  bysLciucs  urthogonaux  algöbriqucs).  Die  penta- 
sphärischen  Coordinaten  lassen  sich  5  hyjierdliplischen  OFunctionCQ 
vom  Geschlecht  2  proportional  setzen,  welche  einem  sogenannten 
Koseuhaiu'schcn  Sechsersystem  augehören,  und  nun  wird  die  Keunt- 
niss  der  ^Functionen  und  deren  Kelatiouen  zu  verwerten  gesocht 
fOr  die  Gewinnung  geometriBcher  Sätze  fSx  die  Qrkliden. 


1)  Mootard:  „Note  sar  la  traniformation  par  rayont  Teetoon  lieipn- 
qucs'',  „Note  rar  let  rariacei  anaUagnatiquoi  da  quatri^me  ocdre",  Konv.  Ana. 
de  Math.    fi.  S.    Bd.  8.,  1864,  p.  806—9,  p.  886— 8S. 

Sur  lci>  ligncs  de  courbarc  d'aae  claise  de  snrfaoet  da  qaatiftiae 
ordre,  Comptes  Rcndus,  Bd.  59.,  p.  243. 

2)  Daibüux:  „Snr  nnc  classe  remarquablc  de  courbcs  et  de  surücti* 
algdbriqucö-,  Pari»,  Gnutbier-Villars,  1873-  Man  findet  darin  ausser  eiuoir. 
der  Pariser  Akademie  1869  eingereichten  Memoire  eine  Zusamoaensteiiung  aller 
Noten  und  kleineren  AufsArzc,  die  Herr  Darboux  über  diesen  Gegenstand  ge- 
schrieben, am  6ehluä6  des  Werks  auch  eine  aatführlichc Litteraturangabe,  <üt 
Cykliden  betreffend. 

3)  Cascy:  „Ou  Cyclidcs  aml  Sjihcut-Quarties,  Phil.  Transnctions,  Bd.  161., 
p.  585.  In  jüngster  Zeit  hat  der  üc^'i iistami  eine  erneute  Behandlung  «"r- 
iabren  durch  Herrn  Gino  Loria  (Riccrchc  intorno  iilln  Gcomctria  dellu  sfcfÄ 
e  loro  applicazione  allo  studio  ed  alla  ciassificazionc  dt  11p  «aperficie  di  quatro 
ordine  avcnti  per  linea  doppia  il  ccrchio  imaginario  all'  inüniio,  Memone  delle 
Reale  Acadcmia  dcUe  Seiende  di  Torino,  Scr.  2.,  Bd.  36.),  der  von  der  Be- 
trachtung' von  Kugelcomplcxcn  und  C  tn^i uen/.en  ausgeht,  und  durch  Herrn 
bcgro  (Etüde  des  dififörentes  surfaccs  du  4^  ordre  coniquc  double  t:tc.,  Math. 
Ann.  Bd.  24.,  p.  3l3.),  der  in  einer  umfanfrrcichen  Abliaiullun;^  die  Flarhen 
vierter  Ordnung  mit  DoppelkegeUchniU  betrachtet  &1«  QeatralprojecUoaea  dci 
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Um  insbesondere  ausgezeichnete  Corvensysteme  auf  der  Cyklide 
zn  erhalten,  setzt  man,  in  den  einfachsten  Fällen  wenigstens,  &  Fanc- 
tionen,  deren  Argumente  sich  von  denen  der  gegebenen  um  Con- 
staote  unterscheiden,  gleich  Null  und  erhält  hierdurch  eine  Gleichung 
zwischen  den  beiden  Parametern  der  Cyklide ,  also  die  Gleichung 
einer  Curve  auf  der  Fläche ;  die  Wahl  der  Constanten  bestimmt  die 
Art  der  Curven. 

Eine  zweite  Methode  ist  indirecter  Natur  und  nimmt  ihren 
Ausgangspunkt  uicht  von  der  Cyklide,  sondern  von  Flächen,  rcsp. 
Flächensystemen,  die  bereits  durch  hyperelliptische  Tran s- 
cendente  dargestellt  sind  und  in  Beziehung  zur  Cyklide,  resp.  dem 
coDfocalen  Cyklidensystem  gesetzt  werden  können. 

Herr  Darboux  gab  im  Jahre  1864  in  den  Annales  de  r£cole 
Normale  Sup^rieure  eine  einzweidoutigo  Transformation  an,  welche 
eine  Oberfläche  2ter  Ordnung  in  eine  Cyklide,  eine  Flächenschaar 
2ten  Grades  in  ein  confocales  Cyklidensystem  verwandelt. 

Nun  ist  die  Fläche  2ten  Grades,  resp.  die  Flächenschaar  2ten 
Grades  durch  hyperelliptische  Functionen  dargestellt,  in  neuester 
Zeit  z.  B.  in  eingehender  Weise  von  Herrn  Staude*),  der  dazu  ge- 
langte, eine  grosse  Anzahl  von  S  Relationen  als  geometrische  Sätze 
Aber  die  Flächen  2ten  Grades  auszusprechen,  und  die  Darstellung 
namentlich  benutzte,  um  die  bekannten  Schliessungssätzo  zu 
erhalten,  die  sich  auf  Polygone  beziehen,  die  von  den  gemeinsamen 
Tangenten  der  Flächen  der  Schaar  2ten  Grades  gebildet  werden. 

Von  diesen  Resultaten  ausgehend,  gelangt  man  mit  Hilfe  der 
Darboui'scheu  Transformation  ohne  erhebliche  Mühe  zu  einer  Dar- 
stellung des  Cyklidensystems  durch  hyperelliptische  Functionen,  zu 
einer  analogen  Deutung  der  S  Relationen  in  der  Geometrie  der  Cy- 
klidcD  und  zu  entsprechenden  Scbliessungssätzen. 


Schoittei  xweier  quadratischen  Mannigfaltigkeiten  von  3  Dimensionon  im 
linearen  Raam  ron  4  Dimensionen  auf  den  gewöhnlichen  Raum.  Diese  Me- 
tbode führt  ihn  xu  den  bekannten  und  einzelnen  neuen  Sätzen  über  die  Cy- 
kliden,  sowie  zu  einer  erschöpfenden  Classification,  die  auch  von  Herrn  Loria 
Cegeben  wird  für  den  Fall  eines  nicht  zerfallenden  Doppelkcgclschnitts.  Wir 
verweisen  noch  besonders  auf  die  geschichtliche  Einleitung,  die  Herr  Segre 
leiaer  Abhandlung  vorausschickt 

4)  Staude:  qOeometr.  Deutung  der  Additionstheoreme  der  hyperelliptischen 
Istegrale  und  Functionen  I .  Ordng.  im  System  der  confocalen  Flachen  2.  Gra- 
ies^  Math.  Annalen,  Bd.  23.,  p.  1. 

.  —  „Ucber  geod&tische  Polygone  nnf  den  Fliehen  2ten  Grades",  Math. 
'^Aon.,  Bd.  21.,  p.  219. 
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Noch  eine  audcre  P'lächenart  ist  durch  hyperellipüsche  Fanc- 
tioQcu  dargestellt,  die  Kummer'scbo  Fläche. 

Nachdem  Herr  Klein  im  5ten  Band  der  Math.  Annalen 
&l8  Erster  anf  die  Möglichkeit  der  Darstellong  hingewiesen  hatte 
olgten  die  Ansfahrungeü  durch  die  Herren  Cayley  ^)  ond  Borchsrdt*^ 

im  83tea  Band  dos  Crellc'schcn  Journals,  von  IL  Weher  ^)  im  84teB 
Band  desselben  Journals  und  von  Herrn  Kobu -^j  im  lüten  Baad  du 
Annalen. 

Andererseits  hat  Herr  Lie  im  5tea  Band  der  Annalen  ^Uebw 
Complexe,  inshesondere  Linien-  nnd  Kngelcomplese'^  p.  145.  ff.  ge- 
zeigt, wie  dnrch  eine  Berflhrangstransformation,  welche  die  Punkte 

des  einen  Kaunics  in  die  Minim  algcradon  ^)  des  andern,  die 
Geraden  iu  die  Kugeln,  Flächcuelemente,  die  consecutivc  Punkte 
einer  Geraden  geineiu  liubcu,  in  die  Flächeucleniente  der  eut^precheo- 
dcn  Biidkugel  überführt,  die  K u m uier' sch e  Fläche  in  eine  Cy- 
klide  traiisfonriirt  wird;  dio  Kiimmer*8che  Fläclie  wird  dabei  an- 
gesehen als  BrcQQÜäche  einer  Cougruenz  2ter  Ordnung  und  Glasse,  nicht 
als  Singulaht&tenfiäche  einer  Gomplexschaar  2ten  Grades. 

Hat  man  auf  diesem  Wege  die  Beziehungen  zwischen  Kummer- 
scher  Fläche  und  Gyklide  vollständig  Idar  gelegt,  so  ist  damit  auch 
die  Darstellung  der  Gyklide  durch  hypereUiptische  Functionen  ge- 
eistet. Die  ^  Behittonen  bleiben  ja  bei  der  Berflhnulg8(ransfo^ 
mation  invariant,  sie  ftndem  nur  ihre  Bedeutung,  wie  es  das  Ueber- 
tragnngsprincip  augiebt 

Dabei  haben  wir  noch  den  Vorteil,  dass  whr  zu  gleicher  Zeit  8 

Arten  der  Darstellung  erhalten ,  entsprechend  den  3  Weisen ,  dnrdi 

welche  die  Kumnier'sche  Fläche  durch  O  Functionen  dargestellt 
wurde: 


6)  Cajlej:  „On  th«  doEblo  0fonetioni  ia  ooniieidoD  with  m  16  oada 
qnartic  tarfMe*,  Crelle'i  Jcmnial  Bd.  SS.,  p.  SlO. 

e)  Borehardt:  «Uebflr  die  Dafttelliiog  dar  Kammar^Bcheo  FUeha  dacch 
die  GOpericha  biqoadratitebe  Balation  etc.«.  Crdla's  Joaraal,  Bd.  BS.,  p.tS4. 

7)  Weber:.  „Ucber  die  Kaiiimer*sche  Fl&cbe  4ter  Ordouig  mit  IS  Xao 
tcupuuctcn  und  ihre  Beziehung  zu  dea  ThetofonctioBaD  mil  t  TeriiidarlidMa* 

Crcllc's  Journal,  Bd.  84.,  p.  332. 

8)  Röhn :  „Trnnsformntion  der  hyperclliptischen  Functionen  p=  und  2. 
ihre  Bedeutung  für  die  Kumracr'schc  Fläche",  Math.  Annftlen,  Bd.  15.,  p.  315 

9)  AuBchliesbcnd  an  Herrn  Lie  werden  wir  Min i ninlücrüde  die  GerAdeO 
neanea,  welcbe  den  Kugelkreis  treffen,  die  „ligaes  de  longaeur  uulle". 
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1.  die  U&iengeometrisehe  Darstellnng  Rofan'B; 

2.  die  Borcbardt'schc  Darstellung; 

3.  die  Cayley-Wober'äche  Darstelluog  ^^). 

Iii  Folge  dessen  erbalten  wir  auch  3  Serien  Tom  Comnsjrstemen 

aaf  Kammer'scbcr  Flacho  und  Cyklide. 

Wean  wir  in  Folgendem  der  2t6n,  indirecten  Methode  den 
YoTzng  geben  ond  also  einmal  von  der  Fl&cbenscliaar  2ten  Grades 
das  andere  Mal  von  der  Eommer'schen  Flaebe  ansgebend,  die  Dar» 
stellnng  der  CykUden  dorcb  hypcrclliptische  Transcendente  leisten, 
90  geschieht  dies  zunächst  ans  dem  Omndo  grösserer  Einfachheit. 
Wir  können  ja  das  reiche,  schon  vorhandene  Material  verwerten,  und 
C8  kommt  in  der  Hauptsache  nur  uuf  eine  Umdmilun.L^  der  bereits 
gewonnenen  Formeln  und  Sätze  an.  Weiterhin  eröft'net  sich  uns  hier- 
durch aber  auch  die  Perspective,  mit  Hilfe  der  (  yklido  Zwischen- 
glied eine  Beziehung  zwiscbcn  Fläche  2teü  Gradrs  imd  Kuminer'scher 
Fläche  herzustellen  und  so  z.  B.  die  Schliossuugssiit^e  auch  für  die 
Geometrie  der  Knmmer'schen  Fläche  zu  verwerten. 

Dcmgemäss  wird  sich  der  Gang  der  IJutorsucUung  in  folgender 
Weise  gestalten: 

Im  ersten  Teile  beliandoln  wir  die  Bezieliungen  zwischen  der 
Flächen  s  eil  aar  2ten  Grades  und  dem  confocalen  Cykli- 
densystcm  und  zwar  im  Itcn  Capitcl  zunirhst  die  (1.  2)  deu- 
tige Transformation,  welche  die  Ueberfübruug  leistet.  Wir 
gewinnen  dadurch  im  2ten  Capitel  eine  Uebersicht  tlbcr  die  ge- 
•taltlichen  Verhältnisse  der  Cyklidon,  über  den  Verlauf 
fler  Krflmmnngslinien  und  der  geodätischen  Curven  auf 
denselben. 

Das  3to  Capitel  deutet  das  Aberscho  Theorem  für 
überall  endliche  Integrale  in  der  Flächenschaar  2ten  Grades  und 
dem  Cyklidensystem.  Wir  finden,  dass  die  Gleichungen  desselben 
Differentialgleichungen  der  2  Flächen  des  Systems  Je 
2fach  ber&hrenden  Kreise  sind,  und  erhalten  hierauf  Sätze 
ftr  die  4  durch  ein  Punktepaar  gebenden  Doppelberährungs- 
Mm^  sowie  die  Deutung  des  einfachen  Additionsproblems 
US  OrkUdensystem.  Im  letzten  Paragraphen  dieses  Gapitels  endlich 


10)  Die  dreierlei  &  h&ngen  dabei  so  sasammen,  dass  die  der  zweiten  Dar- 
UdloDg  aus  denen  der  Iten,  und  die  der  3ten  aus  denen  der  3tcn  durch 
tpadnitftebc  Tmofformatioii  gewonnen  werden  können,  die  der  2  ten  aus  denen 

ItSB,  tleo  dnrcb  Zweiteilung  der  Argumente  henrorgeben.  • 


^  kj  o^uo  i.y  Google 
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zeigen  wir,  wie  maa  ra  SehiieismigtBitsen  geKmgm  ktu,  di« 
innerhalb  der  Gongrnenz  der  gemeinsamen  Doppolberflh* 
rungskreise  zweier  eonfocaler  Flftchen  der  Gyldidenzckaar  gdtei 
and  führen  dies  an  einem  Beispiel  dnrch. 

Im  »weiten  Teile  behandeln  wir  nan  die  Transformation 
des  Banmes  der  Knmmer'schcn  Fl&che  in  den  Cyklideo« 
ranm,  welche  dnrch  die  erwähnte  Bertthrnngstransformatioa 
yennittalt  wird. 

Nachdem  wir  im  ersten  Capitel  zunächst  die  Fundamen- 
talgebildc  in  der  Geometrie  der  Kummcr'schen  Fläche 
nnd  ihre  Uebertragnng  betrachtet  haben,  setzen  wir  sodaim  die 
einzelne  Eammer'sche  Fläche  in  Beziehong  zar  einzelnen 
Cykiide,  eine  Schaar  Knmmer*scher  Flftchen,  die  sich  längs  einer 
ansgezeichneten  Hanpttangentencorre  dter  Ordnung  bertthren,  inBe- 
ziebnng  znm  confocalen  Cyklidensystem.  Der  BarsteUnng 
der  Knmmer'flchen  Flache  dnrch  die  Parameter  der  Hanpt* 
tangentencnrTon  entspricht  die  BarsteUnng  der  Qyklide  dmdi 
Krttmmnngslinienpärameter, 

Um  nnn  die  Abbildung  von  Cnrven  auf  der  Eummer'schea 
Fläche  in  solche  auf  ;der  Cyklide  in  möglichst  allgemeiner 
Weise  zn  behandeln,  betrachten  wir  hieranf  znnficbst  die  Abbil- 
dung von  Linienflftcben«  deren  Erzeugende  einem  ansge- 
zoichneten  linearen  Complex  angeboren,  nnd  alsdann  das 
Entsprechen  von  Cnrven  auf  beiden  Flftchen  mit  beson- 
derer Berftcksichtignng  der  Singnlaritftten. 

Das  2t e  Capitel  bringt  nnn  die  Anwendung  der  erhaltenen 
Resultate;  wir  betrachten  Kummer'sche  Flftche  und  Cyklide 
unter  Berflcksichtigung  der  ^  Functionen.  Den  dreterleii^ Fufi- 
tionen,  den  lineaigeometrischen,  den  Borcbardt'schen«  den  Weber- 
scheu  entsprechen  3  Reiben  von  Cnrven  Systemen  auf  der 
Cyklide,  wie  auf  der  Kummer'schen  Flftcbe;  diese  Curven- 
Systeme  werden  der  Untersuch ang  unterzogen. 

Im  Scblnsscapitel  endlich  geben  wir  noch  etwas  ein  auf  dfe 
Beziehungen  zwischen  der  Kummer'schen  Flftehenschaar 
und  der  Flftehenschaar  2t en  Grades,  insbesondere  auf  die 
Uebertragung  der  im  Sten  Capitel  des  ersten  Teils  behandriua 
Schliessungssfttze. 


ntä  Doppeikeg^UchniU  durch  kjfpvrtUiptud»*  FUneUmun, 
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1.  Teil. 

nicheiidiMr  Iltei  (inMle§  u4  Cyklideasystes* 


TfMformtlldii  dar  FlloNMohaar  2l«a  Qndet  In  «Iii  ooiifml«§ 


Wie  schon  in  der  EinleiUmg  erwfthnt,  gab  Herr  Darbonx  im 
Jabre  1864  in  den  Annales  de  Tfecole  Normale,  Bd.  1.  oino  (1,  2)- 
deutigc  Transformaliou  au,  welche  eine  Oberfläche  2  ten  Gnuios  in 
eine  Cyklide,  eine  Flftchcnschaar  2  ten  Grades  in  ein  confocales  Cy- 
klidensystem  verwandelt 

Ist  uämücb  irgend  eine  Fondamentalkugcl 


gegeben,  so  ordnen  wir  einem  beiiebij^cn  Punkte  ^  die  2  Puukt- 
kugeln  m  und  m'  zn,  welche  dem  Kugelbüscbel  angehören,  Jas  durch 
die  Fnndamentalkugel  und  die  Polarebeuc  des  gegebenen  Punktes  ft 
in  ßezng  auf  die  Kugel  bestimmt  wird.  Neben  diese  Zuordnung  von 
Punkten  nnd  Pnnktepaaren  stellt  sich  eine  solche  von  Ebenen  und 
PimktepMren,  indem  man  jeder  Ebene  das  Punktkugelpaar  ent- 
sprechen Usst,  das  sich  in  dem  durch  Ebene  nnd  Fnndamentalkugel 
bestimmten  Bfiachel  findet  Beeilen  Ebenen  entsprechen  dann  nur 
reelle  Punktepaare,  wenn  erstere  die  Fnndamentalkugel  nicht  schnei- 
den; m  und  m'  sind  also  allein  reell,  wenn  ft  im  Innern  der  Kugel 
liegt  Es  bildet  sich  auf  diese  Weise  das  Innere  der  Kugel  vermöge 
ücr  Trausformatiou  auf  den  gesauimten  Punktraum  ab. 

» 

Nimmt  man  den  Fundaiiit  utalkugelmittolpunkt  zum  Coordinatcu- 
aofang  und  nennt  x'y'z'  die  gewühulichen  rechtwinkligen  Coonlinaten 
des  Punktes  ^,  so  ist  die  Transformation  analytisch  dcfiuirt  durch 
die  Formeln: 


L  Capitel. 


OyklMensytIim. 


^-0 


1) 


^  kj      i.y  Google 
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Hierbei  ilnd  «,  9  die  Coordiniitea  des  PmiktpaareB  mm\  üf 
der  Badias  der  Fnndamentalkagei 

Wir  sehen  ohne  weiteree  ans  den  Formeln: 

Beschreibt  f*  eine  Ebene,  so  beschreibt  das  Punktepaar  (mm) 
eine  Kugel,  die  ortliogonal  zu  der  gegebenen  ist;  geht  die  Ebene 
durch  deu  K u gel mittelpn ti kt .  so  wird  aas  ibr  wiederum  eine 
Ebene;  berührt  sie  die  Kaudanieutaikugel,  so  wird  sie  za  einex 
Pnnktkngel,  dem  BerUbrangspnnkt 

Die  Geraden  gehen  mit  Ililfc  der  Transformatiüu  iu  Kr  eise 
Aber,  die  senkrecht  auf  der  Fondamentalkagel  stehen. 

Einer  Cnrve  nten  Grades  entspricht  im  Allgemeinen  eine  Com 
vom  Grade  2n,  die  den  Kngelkreis  in  2n  Punkten  schneidet  Wooa 
indessen  der  Mittelpunkt  der  Fnndamentatkugel  ein  o&cher  Ponkfc 

der  Curve  ist,  so  vermindert  sich  der  Grad  um  a  und  um  ebonsovie! 
die  Zahl  der  Schnittpuukto  mit  dem  Kugelkreis.  Berührt  die  Curve 
die  F  Uli  da  mental  kugel  in  einem  Punkte  a,  so  ist  dieser  Punkt  a  ein 
Doppelpunkt  der  transformirten  Curve. 

Im  SpedeUen  entspricht  also  einem  Kegelschnitt  eine  sphärische 
Cnrve  4ter  Ordnung,  die  den  Kugclkreis  in  4  Pnnkten  schneidet; 
berührt  der  Kegelschnitt  die  Fundamentalkugel  in  2  Punkten,  so 
zerfallt  die  Gurve  4ter  Orduuug  in  2  sich  in  2  Puuktcu  schueideDÜe 
Kreise. 

Einer  Fläche  nter  Ordnung,  welche  im  Mittelpunkt  der 
Fundamentalkugel  einen  pfachen  Punkt  besitzt,  entspricht  eine 
Fläche  von  der  Ordnung  i2n—p).  Berfthrt  die  ursprOngtiche 
Fläche  die  Fundamentalkugel  in  einem  Punkte  a,  so  hat  die  tnins- 

forniirte  Fläche  iu  a  einen  Knotenpuukt. 

Den  Kugelkreis  enthält  die  Fläche  halb  soviel  mal  zählend,  sls 
ihre  Ordnung  n  beträgt'*). 

Einer  Oberfläche  2  ton  Grades  entspricht  im  Allgemeinen  eine 
Fläche  4ter  Ordnung,  die  den  Kugelkreis  als  Doppelcurve  entbftit 


11)  Genau  dieselben  Transformationsformeln  begegnen  ans  bei  Beltrami 
Aon.  di  Mnt.  2.  Ser.,  Bd.  2.,  1868,  Tcorin  fundnm.  dcgli  spasü  di  carr. 
const.,  sp&ter  bei  Killing,  Bd.  86.  u.  80.  des  CrcUe*«ebea  Journ.  Sie  dieoeo 
daselbBt  zur  Transformation  des  gewöhnlichen  Raumes  in  einen  solcheo  nicbt" 
eakliditcbcn,  in  welchem  iicb  die  Geraden  in  2  Punkten  icbneiden. 

la)  Wenigstens  im  Allgemeinen;  ist  der  Mittelpaokt  pfacher  Ptanklt  i|« 
lUilt  der  Kngelkreis  n— piach* 
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Gehl  die  Oberfläche  2teii  Grades  durch  den  Mittelpunkt  der  Funda- 
mentalkugcl,  so  ist  die  transformirtc  Fläche  nur  von  der  3  ten  Ord- 
nung ;  es  scheidet  sich  die  unendlich  ferne  Ebene  ab,  der  Kugelkrcis 
ist  einfache  Linie  auf  dem  übrig  bleibenden  Teil. 

Flächen  vierter  Ordnung  aber,  die  den  Kugelkreis  als  Doppel- 
cnrve  besitzen,  nennen  wir  nach  dem  Vorgänge  von  Darboux  und 
Mootard  Cykliden.   Wir  haben  somit  den  Satz  erhalten: 

„Oberflächen  2ter  Ordnung  verwandeln  sich  mit  Hilfe  der  cin- 
„zweideutigcn  Transformation,  wie  sie  durch  die  Formeln  1)  ver- 
„mittelt  wird,  in  Cykliden." 

Wir  greifen  jetzt  eine  beliebige  Fläche  2  ten  Grades  heraus,  und 
beziehen  dieselbe  in  Gemeinschaft  mit  der  Fuudamcntalkugel  auf 
das  ihnen  gemeinsame  Polartetracder,  dessen  Ebenen  bezeichnet  seien 
durch 

3)  Xj  =  0,    ar,      0,    x.^  =  0,    ar^  =  0. 

Alsdann  können  wir  die  Gleichungen  von  Kugel  und  Oberfläche 
2tCD  Grades  in  der  Gestalt  schreiben: 

Beide  Flächen  bestimmen  eine  ganze  Flächenschaar,  die  der- 
selben Developpabelen  einbeschrieben  ist  und  dargestellt  wird  durch 
die  Gleichung 

'  aj  — A'^o,- A"^aj— A"^a4-A  " 

wo 

a        -    1=1,  2,  3,  4. 

Die  Ebenen  des  gemeinsamen  Polartetraeders  vorwandeln  sich 
vermöge  der  Transformation  1)  in  4  Kugeln,  die  orthogonal  zur 
Fundamentalkugel  und  gegen  einander  sind;  sie  bilden  mit  der  Fun- 
damentalkugel ein  pentas  phärisches  Fun damentalsystom; 
die  4  Ecken  des  Polartetraeders  sind  die  4  Centren  der  neu  hinzu- 
kommenden Kugeln. 

Die  Coordinatcn  eines  Punktes  in  Bezug  auf  das  Polartetracder 
verwandeln  sich  durch  die  Transformation,  wie  sich  sofort  ergiebt 


13)  Mao  rert^lcichc  Darboux,  Sar  anc  classe  rem.  etc.  p.  133. 


üogle 
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in  die  YerbältDisse  der  4  Potensea  des  Panktee  in  Bezug  Mf  die  4 
den  Goordinatenebenea  entsprachenden  Kng^n  zn  der  Potens  in 
zog  anf  die  gegebene  Fnndamentalkngel,  Jede  Potenz  di^idirt  dwA 
den  Radios  der  zngebdrigen  Engel  des  Fnndameotalf^tems.  Ba- 
zeicbnot  man  demnacb  mit  8i  (t  —  1,  2,  3,  4)  die  4  Potenzen  eines 
Punktes  in  Bezog  aof  die  vier  den  Tetraederebenen  entspreeheodea 
Kugclu,  mit  Sq  dio  Potenz  in  Bezng  anf  die  Fnndamentalkagel,  ndl 
(?*  «=  1,  2,  3,  4  )  die  Riidieu  der  crstercu  4  Kugelü,  mit  Rq  den 
iiadius  der    uudamcQtalkugcl  uud  äctzt 

5)  l-"-'^   »  =  0,1,2,3,4 

so  erhall  mau 


Mit  Uilfc  dieser  Transformationsformcl  nimmt  dio  Gloichting  Jor 
C>klidenscliaar,  welche  der  i^Uächuuächaar  4)  entspricht,  die  Ge* 
stalt  an 

Diese  Gieiciiuiig  stellt  aber  bekauiitlich  ein  3fach  orthogonalca 
Cykiidensystem  dar  (Darboux,  a.  a.  0.  p.  l'M.).  Durch  jedes  reelle 
Piinktepaar  im  Räume  ä«^:]  "'*)  o^'^^^'^  reelle  Flächen  der  Schaar 
die  sich  rechtwinklig,  also  in  ihren  iürümiuuugsliuieu  schneiden.  Wir 
fassen  dies  Kesuitat  in  den  Satz: 

„Die  Flächensehaar  zweiteu  Grades,  deren  ilaciien  derselben 
„Developpabelcu  einbeschricbcn  sind ,  verwandelt  sich  durch  die  ge- 
„gt'beuo  Transformation  in  ein  couiocales  Cyklidensystom^'. 

Wir  gelangen  zu  demselben  confocaien  Cykiidensystem,  wenn  wir 
von  4  anderen  Flächen  2ten  Grades  ansgehen,  deren  redproke'*) 

Flächen  mit  der  rcciproken  riachc  der  dui  i  h  3)  dargestellten  cou- 
foeal  sind  und  mit  der  letzteren  gemeinschaftlich  von  einer  Gleichung 
5ten  Grades  abhängen  *^);  dio  ursprünglichen  vier  Flächen  bildca 
also  mit  der  durch  3)  dargestellten  ein  Fl;lcheii])uschel  2tt^u  Grades. 
Indem  wir  dergestalt  einer  jeden  derselben  emc  bestimmte  der  4 
ttbrigcn  Kugeln  des  Fnndamentalsystems  zuordnen,  erhalten  wir  4 
neue  Flächenschaaren,  ond  diese  transformiren  sich  in  dasselbe 
Gykliden^stem. 


U)  fiedprok  in  Beiag  aal  je  1  der  FondMiMiibdkagelo* 
16)  Darbonx,  a.  a.  0.  p*  114. 
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Statt  dio  FI&chcnBchaaren  zu  transformiron,  können  wir  natür- 
lich auch  die  reciproken  Flächcnbüschel  in  Betracht  ziehen,  indem 
wir  den  Ebenen  des  Raumes  des  Flächenbüschcls  die  Punktepaaro 
entsprechen  lassen. 

Eine  Fläche  aus  einem  der  Büschel  ist  alsdann  der  Ort  der 
Centren  der  oc*  Kugclschaar,  dereu  Kugeln  die  entsprechende  Cy- 
klide  je  doppelt  berühren  und  sie  dergestalt  erzeugen. 

Neben  diese  eine  Erzeugung  siellen  sich  4  andere  durch  weitere 
4  Kngelschaaren ,  die  Centren  bilden  4  Flächen  aus  den  4  übrigen 
Büscheln,  die  mit  der  aus  dem  ersten  Büschel  confocal  sind  ^^). 

Die  Durchschnittscurve  einer  Kugel  und  einer  beliebigen  Fläche 
2ter  Ordnung  hat  entweder  keine  reellen  Punkte,  oder  besteht  aus 
zwei  paaren  Zügen  oder  aus  einem  paaren  Zuge. 

Ist  eine  der  Fundamcntalkugeln  ohne  reelle  Punkte,  aber  mit 
reellem  Centrum,  d,  h.  sind  die  Coefficienten  reell,  so  ist  die  Durch- 
schnittscurve ohne  reelle  Punkte,  das  Polartetraeder  hat  dann  be- 
kanntlich 4  reelle  Ecken.  Also  haben  die  4  übrigen  Kugeln  des 
Fandamen talsystems  reelle  Centren.  Dann  müssen  2  der  5  Kugeln 
conjugirt  sein,  d.  h.  im  Centrum  übereinstimmen  und  Radien  der 
Form  R  resp.  i.R  besitzen.  Es  ist  also  der  Mittelpunkt  der  Aus- 
gangskugcl  ohne  reelle  Punkte  zugleich  der  Mittelpunkt  einer  zweiten 
Kugel  des  Orthogonalsystoms  mit  reellen  Punkten.  Da  in  diesem 
Falle  3  der  Ebenen  des  Polartetraeders  durch  den  Mittelpunkt  der 
Kogel  gehen ,  so  fällt  die  vierte  Ebene  des  Tetraeders  mit  der  un- 
endlich fernen  Ebene  zusammen,  und  weiterhin  wird  das  Fünfkugel- 
system aus  3  orthogonalen  Ebenen  und  2  Kugeln  gebildet,  dio  ihro 
Äfittelpunkte  im  Schnittpunkte  jener  3  Ebenen  haben,  deren  Radien 
aber  von  der  Form  i2,  beziehentlich  i.R  sind. 

Da  in  diesem  Falle  alle  5  Polartetraeder  reelle  Ecken  besitzen, 
50  bestehen  die  5  Durchschnittscurven  der  5  Kugeln  mit  den  5  De- 
ferenten  entweder  aus  je  2  paaren  Zügen  oder  sind  Curven  ohne 
reelle  Punkte.  Diese  5  Curven  sind  die  Focalcurven  des  Cy- 
kliden System 8,  2  von  ihnen  sind  reell  und  bestehen  also  aus  jo 
2  loaren  Zügen,  3  dagegen  haben  keine  reellen  Punkte. 

Das  orthogonale  Fünf  kugelsystem  kann  aber  auch  so  beschaffen 
lein,  dass  3  Kugeln  reelle  Punkte  besitzen,  2  Kugeln  dagegen  nur 
iniginäre  Punkte  und  dabei  conjugirt  imaginäre  Centren.^  (Dio 


U)  DieM  Flicbeo,  die  den  Ort  iQr  die  Centren  der  doppelt  berührenden 
K«{eln  bilden,  nennt  Herr  Darboux  ^Deferenten". 
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GleichnngeD  der  letzteren  haben  alsdann  keine  reellen  Coefficientefl, 
sondern  letztere  liaben  coi^iigirt  imaginäre  Werte.). 

Gehen  wir  in  diesem  Falle  von  einer  der  reellen  Kngeln  aus, 
so  erhalten  wir  ein  Poliirtotracdcr  mit  2  reellen  und  2  conjagirt 
imaginären  Ecken.  Die  Durchschnittscurvo  mit  der  eutsprecbendeo 
deferenten  Fläche  besteht  demnach  bei  allen  3  reellen  Kugeln  jedes- 
mal aus  einem  p  aaren  Zng  mit  reellen  Punkten,  es  sind  aiso3 
Focalen  des  Cyklidensystems  reell  und  bestehen  aus  einem  paareo 
Zng.  In  diesem  Falle  bat  die  Gloicbnng  der  Fiftchenscbaar  2ten 
Grades,  bexogea  anf  das  kanoniscbe  System  2),  keine  reellen  Coef- 
fidenten  mehr,  in  der  Gleichung  4)  sind  jetzt  cooijagirt  imaginir 
ebenso  wie  die  entsprechenden  2xi,  £s  gehen  jetzt  nicht  mehr  dordi 
joden  Punkt  des  Raumes  3  reelle  Flächen  der  Schaar,  sondern  onr 
durch  die  im  Innern  der  Kugel  gelegenen  Funkte.  Nun  bildet  sidi 
aber  das  Innere  der  Kugel  anf  don  ^H^samnitcn  Cyklidenraum  ab;  es 
gehen  also  trotzdem  im  Cyklidenraum  durch  jeden  reellen  Punkt  im 
Räume  3  reelle  Flächen  des  confucalen  Cyklidcnsvstems  hindurch. 
Die  Cyklidcn  des  confocalcn  Systems  haben  in  diesem  Falle  aber 
eine  wesentlich  andere  Gestalt  als  in  dem,  wo  nur  eine  der  Kugeln 
ohne  reelle  Punkte  war.   Die  Cykliden  sind  in  diesem  Falle  durch- 

einteilig,  der  Schnitt  mit  einer  Symmetrieebeno  liefert  ein  Cur» 
yensystem,  wie  es  sich  bei  Herrn  HolzmOller     gezeichnet  hodet 

II.  Gapitel. 
Qeslittliohe  VerMKniMe  der  Oyklidtn. 

Betrachten  wir  im  Baum  der  FlAchenschaar  2teo  Grades  die 
Fundamentalkugd,  oder  irgend  eine  andere  Fläche  der  Schaar  ah 
Fundamentalflaehe  der  Massbestimmung  ^^),  so  stellt  die  Fliehen- 
Schaar  in  dieser  Massbestimmung  ein  dreifach  orthognoales  Flftchcn* 
System  dar.  Durch  jeden  reellen  Funkt  gehen  3  reelle  FlAchen  der 


17)  «BinAhrang  in  die  Theorie  der  itogonelea  Verwandtscli«ft«n*,  TtL 
64,  Q.  60.  Man  TergL  aqch  Siebeck,  Cr.  Jonrn.,  Bd.  57.,  p.  859.,  Bd.  SS.« 
p.  178^ 

18)  Ceyley  war  der  erste  („Sixth  Merooir  upon  Quantics*',  Phil.  Traof- 
actione  Bd.  149.,  1659)  der  za  der  AnSasssuog  gelangte,  das  „Mass*  ntcbl 
dem  Gebilde  anbefteii  xa  lauen,  sondern  es  darzustellen  als  Bezichang  M 
einea  sveitea  Mnlde.  Man  vergleiche  auch  Klein:  „Ueber  die  sogenatuilB 
Nicht»Baklidiiche  Oeometrie",  ICakh.  Anoelen  Bd.  4.,  p.  57S.,  Bd.  6.»  p.  III. 
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Schaar,  und  diese  schDeiden  sich  jeweils  ia  den  Krümmungslinien  im 
enfeiterten  Sinne  des  Wortes. 

Beschränken  wir  uns  jetzt  ausserdem  auf  den  Fall,  wo  alle 
Polartetracder  4  reelle  Ecken  besitzen,  wo  also  nur  eine  Kugel 
ohne  reelle  Punkte  ist,  aber  reelle  Coefficienten  hat,  und  greifen  die 
Flächenschaar  heraus,  die  zu  der  letzteren  Kugel  gehört,  so  besitzt 
diese  Flächenschaar  die  grösste  Aehnlichkcit  mit  einem  gewöhnlichen 
confocalen  System,  bei  welchem  der  Kugelkreis  zur  Flächenschaar 
gehört-,  namentlich  sind  die  Realitätsverhältnisso  vollkommen  über- 
einstimmend. 

Nehmen  wir  die  Ausgangsfiächc  2  ton  Grades  zudem  so  an,  dass 
ihr  Mittelpunkt  mit  dem  der  in  Rede  stehenden  Kugel  überein- 
stimmt, so  besteht  das  Polartetracder  aus  den  3  sich  recht- 
winklig schneidenden  Hauptebenen  im  Verein  mit  der  unend- 
lich fernen  Ebene. 


Setzen  wir  in  4) 

so  erhalten  wir  bekanntlich  für 

I.   oj  >  i  Zweischalige  Hyperboloide 

i  =  Focalhyperbel  in  der  Ebene     =  0. 

H.       >  A  ]>  03   Einschalige  Hyperboloide 

;l  =.  oj,       Focalellipse  in  der  Ebene     =•  0. 

HI.   oj      A  >  04  Ellipsoide. 

Der  Verlauf  der  Krümmungsliuien  im  projcctiven  Sinne  auf  einer 
Fläche  der  Schaar  ist  in  diesem  Falle  vollständig  analog  wie  im  Fall 
eines  gewöhnlichen  confocalen  Systems;  auch  jetzt  giebt  es  anf  jedem 
Ellipsoid  und  jedem  2  schaligen  Hvperboloid  die  bekannten  Singu- 
laritäten in  den  den  Nabelpunkten  des  gewöhnlichen  confocalen  Sy- 
stems entsprechenden  Punkton,  den  Durchschnittspunkten  mit  den 
Focalcurvcn. 

Diese  Analogie  hört  aber  auf,  sobald  wir  eine  Flächenschaar 
betrachten  mit  einem  Polartetraeder,  von  dem  2  Ecken  und  2  Ebenen 
coojogirt  imaginär  sind. 

Wir  wollen  zu  gleicher  Zeit  erwähnen,  dass,  wofern  wir  allge- 
meinste Flächenschaaren  2ten  Grades  betrachten  würden,  also  statt 
der  zu  Grunde  gelegten  Kugel  eine  beliebige  Fläche  2ten  Grades 
nehmen,  die  besprochene  Transformation  uns  auf  ein  System  von 


j  ,  ,  ^.oogle 
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Flächen  4ter  Ordumig  mit  einer  gemeimnen  Doppetonrve  Stet 
Grades  you  aUgemdoem  Charakter  ftthren  wOrde.  Die  Sim  flbv 
Cyklide  und  CTykUdensjBtem  sind  also  ancli  von  hier  ms  einer  bs- 
fortigen  Erweitemng  auf  Flächen  4ter  Ordnung  mit  Doppelkegel- 
schnitt  nnd  Systemen  von  solchen  FlAchen  fthlg.  (cf.  JBinleitiiiig 
p.  193.). 

Dordi  die  gogehene  Transformatioii  gehen  die  3  Goordinat«!!- 
ebenen  —  0^  »  0,  —  0>  die  den  Mittelpvidrt  gemeinsohiife- 
lieh  enthalten,  in  sieh  ftber;  wir  wollen  sie,  ah  Engeln  mit  nneidUch 
grossem  Radius  betrachtet,  «a  ^  ^«  0,  «5  s=  0  nennen.  IMe  m- 
endlich  ferne  Ebene  verwandelt  sich  in  eine  Kogel  mit  endlichem 
reellen  Badins  #4  =  0,  die  ihren  Hittclpaokt  im  ni  hniUpMihi  jsmt 
3  Ebenen  besitzt 

Jede  Flitehe  der  Flftchenschaar  3ten  Grades  mit  reellen  Pnaktea 
geht  dnrch  die  Transformation  in  eine  Gyklide  derselben  Eigeoaelisft 
über.  Wir  geben  zunächst  eine  flbenichtliche  Znsammenstellnng  dflr 
verschiedenen  Formen: 

L  Ol  >•  iL  >>  Oy  Zweischalige  Qykliden  (Schalen  auseinander} 

Grenswerte  i    %  iL  —  4% 

Grenzflächen  #1  =•  0  #2=0 

In  Ig  =  0  li^t  eine  reelle  Focaicnrve. 

IL  og  >*  i  ^      Ringförmige  Cykliden 

Grenzwerte  A  =  Of  ^=«03 

Grenzflächen  «t  «  0      s  0 

In  beiden  Grenzflächen  reelle  Focalcarvea. 

HI.  0»  I>  it  ^  a4  Zweischalige  Cjkliden  (Schalen  ineinander) 

Grenzwerte  1    ^  l^a^ 
Grenzflächen    »  0  «4  0 

In  #9     0  eine  reelle  Facalcurve. 

lY.      >•  1  >  0}  Cykliden  ohne  reelle  Punkte. 

Die  Grenzflächen  werden  von  den  FocAlcnrven  begrenzt,  voa 
denen  also  2,  auf    »  0  und  «4  =  0  gelegen,  reell  sind. 

I.  Zweiteilige  Cykliden  mit  auseinander  ligendea 

Schalen. 

«i  >  A  > 

Diese  Cykliden  beginnen  mit  der  doppolt  übordeckten  Ebcoe 
f t     0  und  hOren  auf  mit  dem  von  der  in  #t     0  verlaofendAB 
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lern  üiskati sehen  Focalcnrve  begrenzten  inneren  Teile  \oü  8^  =  0. 
r>a  wisdion  loqron  sich  die  übrigcu  Flächen,  immer  eine  von  der 
(olgenden  umschiossea.  (Siehe  Fig.  1.)* 

IL  Ringförmige  Cykliden. 
>  i  >  ^. 

Diese  Cykiiden  beginnen  mit  dem  doppelt  überdeckten,  von  der 
genannten  Focalcurve  begronztcn  üussern  Teile  \ou  s,,  ^  0  nnd 
endigoD  für  ).  =  mit  dem  doppelt  überdeiktcji,  von  der  Focalcurve 
daselbst  begr(.nzten  innern  Teile  von  «  0.  (biebo  Fig.  1.).  Die 
Gestalten  der  zwischeD  liegenden  Cykliden  kann  man  sich,  ton  der  zu- 
letzt genannten  Grenzfläche  ausgehend  vorstellen,  indem  man  letztere 
sich  immer  mehr  aufblähen  läset,  doch  bo,  dass  2  Einschnflrungen 
u  «t  *  0  sieb  einstellen.  Hier  wftcbst  der  vertlcale  Symmetrie- 
lebnitl  langsam  bis  znr  Icmniskatischen  Focalcurve  als  oberen  Grenze. 

III.  Zweiteilige  Cykiiden  mit  ineinander  liegenden 

Schalen. 

ö,  >  i  >  «4. 

Diese  QyUlden  beginnen  mit  dem  nicht  schraffirten  doppelt  Über- 
deckten Teile  von  0  (siehe  Fig.  2.)  nnd  gehen  alsdann  über  in 
Fliehen,  deren  eine  Sehlde  die  andere  nmsdiliesst  Die  Sehalen 
Dihm  sich,  je  mehr  X  abnimmt,  immer  mehr  und  mehr  und  fallen 

für  A  —  zusammen ,  indem  sie  alsdann  die  Kngel  #4  =  0  in  ihrer 
Yollcu  Ausdehnung  doppelt  überdecken ;  natürlicli  mnss  dauu  dio 
Focalcurve  auf  dieser  Grenzfläche  ohne  reelle  Punkte  sein. 


§  2.  Krümmungslinien, 

Die  Krümmungshuien  (im  projcctiven  Sinne)  der  Flächenschaar 
^tea  Grades  verwandeln  sich  durch  unsere  Traosformation  in  die 
Krümmungslinicn  der  Cykliden  des  confocalen  Systems  im  gewöhn- 
hdiea  Sinne  des  Wortes,  da  ja  das  Cyklideusystem  ein  dreifach  ortho- 
gonales Fiächen^ytem  ist  Auf  jeder  Gyklide  der  Sciiaar  werden  die 
Erflmmnngslinien  Ton  Cykliden  ausgeschnitten,  die  den  beiden  noch 
Hbngen  Hauptarten  mit  reellen  Punkten  angeboren.  Durch  Jeden 
Punkt  der  herausgegriffenen  Cyklide  gehen  infolgedessen  2  Krüm- 
nuigslinien,  die  auf  einander  senkrecht  stehen.  Sie  sind  im  AUge- 
aehien  von  der  8ten  Ordnung;  nar  die  5  Schnitte  mit  den  Kugeln 
^«  Fnndamentalsystems  ergeben  Curven  4ter  Ordnung  (vom  Ge- 
•Alccht  1)5  auf  den  riugforinigen  Cyklidtii  sind  -4  dieser  Curvca 
i^eU,  auf  den  übrigen  Cykliden  nur  3.    2  KrUmmungslmien  8ter 

-4.  kj  i^uo  Ly  Google 
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Ordnung  schneiden  aieb  in  16  Pniücten.  Diese  sind  simmtiicfc 
reell,  wenn  die  Erflmmnngslinien  von  TerseUedener  Art  sind,  dAgeges 
sftmmtlicb  imagiDSr  bei  Erftmmnngslinien  derselben  Art 

ff 

Die  gestaltUchen  Verbältnisse  dieser  Carren  veranscbanlichen  ta 
besten  die  Figuren  (siehe  Fig.  2.,  3.,  4;  die  ringförmige  pyUidfl^ 
Fig.  3.,  ist  Bcbematisch  als  Ring  gezeichnet) 


i  d.    Geodäüseke  Lmien, 

Bei  der  eingefuhrtea  projectiven  Massbestimmung  im  Kaum  der 
Flächenschar  2ten  Grades  bleiben  die  Geraden  naturliih  geoJi- 
tisclio  Linien }  das  Linieuelement  derselben  wollen  wir  mit  da  be- 
zeichnen. 

Durch  die  in  Rede  stehende  Transformation  nnn ,  welche  die  Gf 

raden  in  Orthogonalkreise  zur  Fundameatalkugei  uberiuiiii,  traui- 
formirt  sich  das  Liuienelement  da  in 

wo  (Is  das  Liuionelement  in  gewöhnlicher  Massbestimmung  und  S  die 
Potenz  des  in  Betracht  gezogenen  Punktes  iu  Bezug  auf  die  Funda- 
mentalkugel  bedentet;  dieses  d£  ist  das  Linieneiement  eines  Ortho- 
gonalkreises  zur  FnndamentalkageP'). 

Die  projectivo  Massbestimnmng  des  ersten  Raumes,  die  sich  bei 
Collineationen  reducirt,  wird  damit  übergeführt  in  eine  Massb^tim- 
mungy  die  sich  einer  Transformation  durch  reciproke  Radien  gegcfl- 
über  covariant  verhält  —  bei  letzterer  gehen  ja  Kugeln  wiedefvm 
in  Kugeln,  Kreise  in  Kreise,  Kogelenveloppen  in  Kugeienveloppeu 
über.  In  dieser  Massl>estimmnng  werden  alsdann  die  geodfttischeo 
Linien  dnrch  Jene  Orthogonalkreise  vertreten.  Diese  Massbestiai- 
mnng  wollen  wir  eine  anallagma tische  nennen  *®). 


19)  cf.  Darboox,  a.  a  O.  p.  231.,  p.  217. 

20)  Die  Gtooetrie  ia  dieser  MassbcstimmuDg  ist  unabhängig  tod  Dar- 
bonx  betrftchlet  worden  von  Beltrami:  Teoria  fondnm.  degli  spasU  di  cor* 
vatar»  eonst.  Ann.  d.  Hat.  2*  S.  S*  B.  cnd  im  Anschlnss  daran  von  Kü* 
ling:  „Ueb«r  2  Raumformen  mit  cooat.  poi.  KrQmoig.^  Bil.  86.  des  Cr.  J. 
Wir  wollen  noch  erw&hnen,  dass  in  ncuealer  Zeit  namentlich  Herr  Poincari  in 
•einen  Publicationen  in  den  Acta  Mittb*  von  der  gedachten  Maisbestitamang 
nnsgedebnten  Gebranch  macht,  wenn  ancb  zumeist  im  Raum  von  2  Dirnen- 
Binnen  und  mit  der  Modificetion,  daei  bei  ihm  der  Fondanentalkrcia  die  Ajm 
der  reellen  Zahlen  iet 
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Entsprechend  dem  Fundamentalsatz  der  projectiven  Massbestim- 
„mnng  ist  alsdanu  die  Entfernung  2er  Punkte  definirt  als  der  Loga- 
„rithinus  des  üoppolvorhältnisses  der  gegebenen  '2  Punkte  mit  den 
„SchnittpaiikteD  des  hiudorchgelegten  Ortiiogonalkreises  mit  der 
nFnndunentalkiigel/^ 

lUren  wir  in  der  YOigefllbrten  Weise  die  Maeabeitiinmiiiigeii 
in  nmeni  beiden  Bänmen,  so  kOnnen  wir  den  Satz  anssprecben: 

„Geodätische  Linien  verwandeln  sich  durch  die  Darhoux'acho 
„Trausforniatiüu  wiederum  in  geodätische  Linien." 

Sind  uns  2  confocale  Flächou  2ten  Grades  gegeben,  so  wissen 
wir,  dass  die  gemeinsamen  Tangenten  an  die  beiden  Fl&cben  geo* 
ditisehe  Linien  auf  den  Flächen  nmbüllen.  Den  gemeinsamen  Tan- 
genten an  die  eonfocalen  Fläeben  2ten  Grades  (confocal  im  projectiven 
Sinne)  entsprechen  je  2  fach  berührende  Kreise  an  die  entspreobenden 
%  confocalen  Gyldiden;  diese  nmhflllen  also  in  der  definirten  anallag- 
natiscfaen  Massbestimmnng  eben&lls  geodätische  Linien  anf  den  Cj- 
küden. 


Das  Abertche  Theorem  für  überall  endliche  Integrale  und  seine  Bedeutung 
für  Flioheneohaar  2ten  Grades  und  Cyklidensystem. 

§  1.   DU  Qmgrmim  dar  gemekuaman  ThngeiUen  meeier 


Greift  man  aus  der  Schaar  der  Flächen  2ten  Grades  ein  Ellip- 
8oid  k  =  Iq  und  ein  eiuschaliges  Hyperboloid  ^  fiy  heraus,  (wir 
beschränken  uns  hierbei  auf  den  in  Cap.  IL  §  i.  zuerst  angeführten 
Hauptfall,  für  welchen  die  liealitätsverhältnisso  dieselben  sind  wie 
beim  gewöhnlichen  confocalen  System)  und  beschränkt  man  die  ^ 
Tariabilität  der  3  elliptischen  Parameter  v,  fi,  k  eines  Raum* 
ps&ktes  dergestalt,  dass 

1)  a,>v>a,    ;io>fi>a3       >  ^  >  «4 

ist,  d.  h.  zieht  man  diejenigen  reellen  Punkte  allein  in  Betracht,  von 
welchen  aus  sich  4  reelle  Tangenten  an  die  beiden  Flächen  und 
legen  lassen,  so  zeigt  Herr  Stande  in  der  bereits  genannten  Habili- 
tationsschrift p.  22,  dass  die  Cougruonz  4ter  Ordnung  und  Classe  der 
gemeinsamen  reellen  Tangenten  der  beiden  Flächen  und  dar- 
gestellt wird  durch  das  simultane  System  von  Differentialgleichangen: 


IIL  Capitel. 


eonfiHKUer  FläeKm, 


%) 


wo 


14 
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A  -  y (aj  -     K  - 1)  {a,  -  ^)  (Ao  -  X)  ik  -      (/«^  - 1) 
3)       \  Jlf  -  y (g^  -  ^)  (g,     |t)  (ft  -  a>)     ^  g,)  (|ti  -  A,)  (^q  -  H» 

^  lU  <iM  dv 

und  ^«  ^»  ^  sftmmtlich  dasselbe  Yondohen  besitiea. 

„Die  Qleichangeo  2)  sind  aber  nichts  anderes  als  das  Abel'sdbe 
„Theorem  fur  die  überall  endlichen  Integrale  vom  Geschlecht  p  —  1^ 

Die  FortschreitaugsriclituDg  tou  einem  Paaktc     »  1,  ft,  y  zu  : 

einem  Nacbbarpnnkte  k'\'tlk,  f*4~^f<i  v-{-(iv  giebt  also  die  Bicbtong  j 
einer  gemeinsamen  Tangente  T  an  die  Flächen  Xq  nnd  |iof  ^ 

Differentiale  dA,  d|»,  dv  den  Gleichongen  2)  genflgen  mit  einer  der  ! 

4  verschiedenen  Comhinationen  in  den  Vorzeichen  der  YerhAlt&iin  j 
der  Qnadratwnrzela  ^,  Jlf,  N. 

In  diesem  Sinne  gehört  jedem  durch  seine  Endpunkte  1,  f»,  v  1 
nnd  Ä  +  </A,  v-\'dv  cbarakterisirten  Linienelemcnte  ein»  ! 

solchen  Tangente  T  eine  bestimmte  Combination  in  den  YorzeicheB 
der  Yerh&ltnisse  der  Quadratwarseln  M|  iV  an.  Man  kann  aber 
darttber  hinaus  dem  Elemente  der  Tangente  eine  bestimmte  Comla* 
nation  der  Yoneichen  der  Quadratwurzeln  Jlf,  N  selbst  suefdaes, 
wenn  man  über  das  Yorzelchen  einer  der  letzteren  eine  beslimaite 
Festsetzung  macht 

liftsst  man  den  Anfangspunkt  P  »  X,  fi,  v  des  Elementes  liagi 
der  betreffenden  Tangente  T  stetig  fortlaufen,  so  werden  sieh  die 
den  sucoessiven  Elementen  zugehörigen  Wurzelfhnctionen  If 
stetig  ändern  nnd  ihre  Vorzeichen  beibehalten,  so  lange  keines  der 
Differentiale  dk^  dfc,  dv  sein  Vorzeichen  wechselt  Es  liegen  aber 
auf  jeder  Tangente  6  Punkte,  in  denen  ein  derartiger  Zeidienwedisd 
stattfindet,  nämlich  die  beiden  Berühruni^sii unkte  der  Tangente  mit 
deni  !■  liK  hcü  -^q  und  uud  die  4  bcliiiittjjuDktc  mit  den  Ebenen  des 
Cooidiiiatcntetracders,  auf  welches  die  Gleichung  der  Flächenscbaar 
bezogen  ist  Diese  6  Punkte  sind  durch  die  Werte 

je  einer  der  elliptischen  Coordinaten  charakterisirt,  und  es  bilden  die 
Wertepaare 

nach  den  Ungleichungen  1)  zugleich  die  Grenzen,  innerhalb  deren  die 
elliptischen  l  oordinaten  A,  f*,  v  eines  i'uuktcs  einer  reellen  TangenU 
der  beiden  Jb'iächen  k^  und  fio  sich  bewegen. 
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„Wenn  also  der  Anfangspankt  P »  X,  fi,  v  des  Elementes  tU 
„der  Tangente  T  die  ganze  im  Unendlichen  gescblossen'gedachte  Tan- 
aCentc  durcblänft,  so  wechselt  jede  der  zugehörigen  Wurzelfunctionen 

Jlf,  N  zweimal  das  Vorzeichen." 

Nun  nimmt  auch  jede  der  Yanabeln  fi,  v  längs  der  Tangente 
jeden  der  ihr  durch  die  Ungleichungen  1)  zugewiesenen  Wert  je 
zweimal  an;  es  unterscheiden  sich  aber  zwei  Stellen ,  in  denen  die 
Variabele  den  nämlichen  Wert  hat,  durch  das  Vorzeichen  der  zuge- 
hörigen Quadratwurzel  resp.  yl^  M  oder  N.  Jeder  Punkt  liegt  nun 
auf  4  solchen  Tangenten,  die  durch  ihn  hindurch  gehen,  es  gehören 
ihm  also  4  durch  ihre  Vorzeichen  allein  verschiedene  Systeme  My  N 
zu ;  einer  der  Wurzelfunctionen  (Herr  Staude  wählt  N  dazu)  können 
wir  ein  bestimmtes  für  alle  4  Tangenten  gleiches  Vorzeichen  zuer- 
teilcn;  dann  haben  die  4  zu  einem  Punkt  gehörigen  Tripel  A,  M,  N 
die  Vorzeichen: 

++';  — h«;  H — «;  «• 

Bei  Herrn  Staude  ist  £  =  +  ^^^^  =  ~»  nachdem  a?,  po- 
siti?  oder  negativ  ausfallt 

§  2.    Die  Congruenx  der  DoppelberührungsJereüe 
zweier  confocaler  Cykliden. 

Um  die  Resultate  des  vorigen  Paragraphen  auf  den  Cyklidenraum 
zu  flbertragen,  wollen  wir  zunächst  bemerken,  dass,  wie  im  Raum  der 
Flächenschaar  jeder  Punkt  durch  die  Parameter  A,  /a,  v  der  3  durch 
ihn  hindnrchlaufenden  reellen  Flächen  2ter  Ordnung  der  Schaar  be- 
stimmt wird,  im  Cyklidenraum  jedes  Punktpaar,  das  conjugirt  ist  in 
Bezug  auf  *o  0  (A-  h.  nur  im  Vorzeichen  der  Coordinate  *o  ver- 
schieden ist'^)  bestimmt  ist  durch  die  3  Parameter  fi,  v  der  durch 
dasselbe  hindurchlaufenden  3  Cykliden  mit  reellen  Punkten,  und  zwar 
bestimmt  auch  hier  ein  Werttripel  Afiv  8  solche  Punktpaare. 

Offenbar  stellen  die  Gleichungen  2)  jetzt  die  Differential- 
gleichungen der  jede  von  2  Flächen  des  Systems  dop- 
pelt berührenden  Kreise  dar,  und  zwar  sind  diese  Flä- 
chen eine  Cyklido  vom  Typus  3  (28chalig,  Schalen  in 
einander)  und  eine  vom  Typus  2  (ringförmig). 

Beschränken  wir  auch  jetzt  die  Variabilität  der  Parameter  durch 
die  Ungleichungen  1),  so  gehen  wieder  durch  jedes  Punktpaar  des 
durch  1)  beschränkten  Raumes  4  recllo  Kreise,  die  jede  der  2  gege- 


>1)  Ein  lolches  Panktpaar  lic^  nat&rlich  harmonisch  zu  den  Schnittpunkten 
Kioer  VerbindnngtliDie  mit  der  Fundamcnt&lkugel     =  0. 


212  Domtch:  Die  DartteUung  der  Flächen  vierter  Ordnung 

bencn  Flächen  A.,  und  fiQ  in  zwei  in  Bezog  auf  »  0  co^jogirten 
Punkten  berühren. 

Genügen  also  die  Differentiale 

di,  d^,  dv 

den  Gleicliuügeu  2),  so  geben  uns  die  Fortschreitungsricbtungen  von 
eiuciu  Panktpoare  (PF')  =  (l.  u,  v)  zu  ciuem  Narhbarpuiiktpaare 
(il  +  ^^A,  ft  +  '^Mi  v+f/v)  die  Richtuugen  der  goin»  iusami^n  Doppel- 
berObrungskreiso  an  die  Flächeo  und  ^  in  dem  in  Betracht  ge- 
zogenen Panktpaare;  die  4  Richtungen,  die  vou  je  eiuem  Punkte  des 
Paares  aaslaufen,  sind  untereinander  anterschiedeii  durch  die  Vor- 
zeichen der  Verhältnisse  der  Wnrzelfanctioiien  ^  N.  Jeder  der 
4  Richtangen,  die  von  dem  betrachteten  Pnnktpaare  (PJP')  anslaofeii« 
gehört  eine  bestimmte  Combination  der  Vorzeichen  zu.  Giebt  man 
wiedemm  N  ein  festes  Vorzeichen  e  (e  =  -{^  oder  jenacbdiBm 
«1 .  positiv  oder  negativ  ist),  so  sind  dio  4  RiGfatangen  der  durch 
das  Punktpaar  iPP')  hindurchlaufenden  Kreise  der  betrachteten  Con- 
gruenz  iudividualisirt  durch  die  Vorzeichencombinatioueu 

— h«;  H — «;  — *• 

Das  erste  Vorzeichen  in  jedem  Tripel  bezieht  s'ch  auf  ^  daa 
zweite  auf  M, 

Betrachten  wir  jetzt  einen  einzelnen  der  4  lü'eise,  die  durch  d&s 
Punktepaar  {PP')  «=  (X,  fi,  v)  gehen. 

Wir  lassen  wicdcruiii  das  Punktpaar  (i'i'')  längs  des  gauzen 
Doppelberulinuigskreises  stetig  fortlaufen;  es  werden  sich  dann  di© 
den  succcssiven  Elementen  zup:ehörigen  Wnrzclfunctionen  yt,  M,  iV 
stetig  ändern  und  ihre  Vorzeichen  nur  wechseln  mit  resp.  dl,  r/jn,  dv 
zusammen.  Ein  Zeichenwechsel  dieser  Grössen  rindet  aber  auf  be- 
sagtem Kreise  allein  in  6  Punktepaaren  statt,  (jedes  Punktepaar  iat 
coigugirt  in  Bezug  auf  die  Fnndamentalkngel    «  0). 

Diese  6  Punktepaare  sind  cbarakterisirt  durch  die  Werte  je  einer 
der  cyklidiöchen  Cuordinaten 

wo  wiederam  die  Wertepaare 

die  Grenzen  bflden,  innerhalb  dmm  die  cyklidischen  Coordlnatea 

resp.  If     V  eines  Punktepaares  eines  reellen  Doppelberühnings- 

kreises  der  beiden  Flächen  Aq  und  ^  sich  bewegen. 
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ftWean  ein  Panktpaar  (PP^)  •=»  (X,  fi,  v),  das  conjugirt  ist  iu 
JBvng  auf  'o  0,  einen  Doppelbertlhnuigskreis  flcri^of^talt  durchläuft, 
ndass  jeder  Punkt  des  Paares  einen  Halbkreis^')  beschreibt,  indem 
i,P  bis  P',  in  derselben  ^cbtarg  bis  P  geht,  BO  wechselt  jede  der 
^ungehörigen  Wnnellaiictioiien  iV  auf  Jedem  Halbkreis  zwei- 

„mal  dai  Toczeldien/* 

Wir  brauchen  darum  immer  nor  den  einen  Halbkreis  iu  Betracht 
m  zieheB^  auf  dem  audem  haben  wir  nur  eine  genaue  Wiederholung 
dessen,  was  auf  dem  ersteren  geschieht;  jeder  Puukt  des  ersten  Halb- 
kreises hat  seliiea  G^genpmikt  auf  dem  2teu  Halbkreis,  den  4teii 
hannonischea  za  dem  gegebeneo  und  dea  beiden  Schnittponkten  des 
Kidses  mit  der  FondamentaUmgel.  Da*  non  diese  Schnittpunkte  in 
dem  TOfgefilhrten  Falle  (cf.  Gap.  IL  S  !•  P*  ^)  eonjugir^  imaginAr 
Hu&llen,  so  ist  auch  die  Art  und  Weise  der  Aufeinanderfolge  der 
«iuelnea  Punkte  auf  beiden  Halbkreisen  genau  dieselbe. 

Die  4  Doppelberflhruogskreise,  die  durch  das  Ponktepaar  (PP') 
oder  (Ifir)  hladnrchlaaliBn,  lassen  sich  zu  Smal  2  Paaren  gmppiren. 

Nun  geheu  aber  durch  das  Puuktcpaar  A,  jn,  v  auch  3  Kreise, 
die  Norm  alkreise  A';,  A'^,  Kr,  welche  Doppelborahruugskreise  au 
2  der  Flächen  A,  f»,  v  sind,  während  sie  auf  der  3ten  noch  übrigen 
senkrecht  stehen,  Kx  z.  B.  berfihrt  die  Flächen  fi  und  v  je  2fach  und 
Btdit  ausser  auf  «  0  auch  anf  der  Gyklide  X  senkrecht  im  Pnnkte- 
pasie  X, 

Im  Anschlnss  an  die  Resultate,  die  Herr  Staude  p.  7.  seiuer 
Habilitationsschrift  erhält,  finden  wir  sodann,  dass  zu  jedem  der  3 
Nonnalkreise  eine  Gruppirung  der  4  durch  das  Puuktpaar  gchcuden 
Doppelberfihnmgskreise  zu  je  2  Paaren  gehört.  Jedes  Paar  bildet 
srit  dem  Kormalkreis  eine  Normalkogel,  sodass  zn  jedem  Kormalkreis 
t  Kormalkugdn  gehören,  and  wir  im  Ganzen  6  Kormalkugeln  he* 
kommen,  die  sich  zu  3  Paaren,  ordnen.  In  Bezug  hierauf  gilt  nun 

Sitz: 

,4)ie  4  Doppelberühmngskrcise  an  die  Flächen  Xq  und  j»o  durch 
ndu  Panktpaar  (PP')  oder  (l^v)  ordnen  sich  in  Bezog  auf  jeden  der 
ffi  Normalkreise  des  Punktpaars  in  2  Paare  und  zwar  dergestalt, 
„dsss  bei  jeder  der  3  Anordnungen  der  bevorzugte  Normalkreis  den 
nWiakel  eines  jeden  Paares  auf  der  zugehörigen  Normalkngel  halbirt'^ 


IS)  Die  Bwnichuiiug  »Halbkreis**  bedcbt  si«b  auf  die  eingeftbrta  anallag- 
asficlw  MüihtitioimiiTy. 


^  kj  o^uo  i.y  Google 
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Zwei  in  Bezug  auf  einen  der  Normalkreise  Kx,  K^^  Kv  conjngirt« 

Doppclbcrührungskreiso  uatcrschcidcü  sich  bozOglicli  iin  Vorzeichea 
Ton  oder  von  M,  oder  voü  A  und  M  zugleich,  da  wir  das  Vor- 
zeidien  tou  N  festgesetzt  haben. 

Beseichnen  wir  die  zum  Panktepaar  (PP')  gcbörigeD  4  Doppd* 
berfllirungskreise  durch  die  mgeh(hrigeik  cbsraklnistiseheii  YoneicheB- 

combinationen  von  A^  M,  iV,  (cf.  p.  212.)  und  nennen  die  3  Nonnal- 
kugelpaare  iSx -f  aSx     Sfi^S^—^  Sp^Sp—^  so  erbaileu  wir  die  Tabelle; 

eom^^taB«^  {  t+l  } büOea  } büdea 

Conjug>n      Beug  j  + +  .  j 

I  3.   Hot  jtiieldtbluCAMriii»  und  teinc  (jcotMltrMkA  B^deiOimg, 

Die  DUEnrentialgieichungea  der  €k»]igniein  der  Doppetberflbnings- 
toeipe  (cf.  p.  209.)  sind  in  der  gemeinsamen  Form  enthalten : 

Diese  Diffcreüiialgleichungen  wollen  wir  läugs  eines  Doppel- 
berühningskroisos  vom  Punktpaar  (PF')  oder  (Xfiv)  bis  zu  dea 
Punktepaar  (P^Po'),  in  weichem  die  Fläche  Aq  berührt  wird,  iategriren. 
DM'Eesoltat  der  Integration 

v^ir  la'jr  1^,0 

filf  lA 

giebt  2  Kelationen  zwischen  den  cyklidischen  Coordinaten  v,  fi,  l  and 
v'fi'  ^er  Punktepaare  {P^^)  und  (Po^o').  Die  Integration  ist  fttr 
alle  3  Integrale  in  der  Weise  aoszafilhren,  dass  fflr  jcdee  Panktpaar 
des  betreffenden  Kreises  die  demselben  als  einem  Pankteftaar  dieses 
Tangentiallmses  mgehOrigen  WnrzeUiinctioneii  NMA  einscWiesrilfii 
Ihrer  Yoneiehett  in  Bedmnng  gezogm  werden. 

Zweien  der  Anfangselementenpaare  der  4  gemeinsamen  Doppel* 
berflhmagskrmse  kommt  ein  positives,  zweien  ein  negatives  Yorseldien 

Ton  A  VL  Lftngs  PI'q,  resp.  p'Pq'  wediselt  das  Tonelcliett  von  A 
nicht;  ob  die  Torxeichen  von  JV  and  N  nnd  die  von  M'  nnd  M  mit 

einander  ttbereiostimmen  oder  nicht,  das  hängt  davon  ab,  ob  der 


mit  IkpftOttgthehtiä  dttnk  h^ptrOiiftMt  JWomii« 


215 


Bogen  FPo—  itnd  natOriicb  avch  PPo'—     Ebenen  v  &s     v  — 
nd  fi  =  o»  durchsetzt,  respu  die  Flftche  ^  »  fAo  berührt. 

Löst  man  die  gefundenen  Belationen  5)  mfielien  Afiv  und  ift^v' 
k  der  loJgeiiden  Weise  nnf : 

0,030, 

10  erhalt  man  das  Besnitat:  ^ 

ifZwiachen  den  cyklidischen  Goordinaton  v'|a'  des  BerQhmngs* 
),pankti»aar8  (P^P^)  einer  der  vier  vom  Ponlc^MUur  (Fi")  an  die 
„beiden  FUeben     nnd  fi«  laufenden  gemeinsamen'Doppelberftbnings- 
„kreise  mit  der  Fläche  Iq  einerseits  nnd  den  cgrUidiscben  Coordinaten 
f(.   des  Panktepaares  (PF^)  andererseits  besteben  die  Belationen: 


v,N         u,M        X,A  ^^N'  u',A 


7) 


v,N  i*,Af        X,A          y^ir  ji'.M' 

2 

O,  40 

a,  o,             lo              «1  «i 

9,wo  Af,  ^  die  dem  Panktcpaare  (PP^)  nnd  N'M'  die  dem 
f^Panktepaare  (Po^V)  als  Punkten  des  betrachteten  Kreises  mgebOrigen 
„ziuammengesetzten  Wnrzelfunctionen  bedeuten." 

Dieser  Säte  enthält  die  geometrische  Deotnng  des  ein- 
ftcken  Additionsproblems,  welches  verlangt»  bei  gegebenen 
oberen  Grenzen  ^,  jl  und  gegebenen  Vorzeichen  von  3f,  A  die 
oberen  Grenzen  v*,  ii'  nnd  die  Vorziehen  Ton  iV',  Af'  so  zn  bestim- 
nen,  dass  von  Periodenmultipla  abgesehen  die  beiden  Relationen  7) 
bestellen. 

Die  geometrisdie  Lfisnng  des  Problems  Ist  demnacb  die  folgende: 

Man  fixirt  auf  der  Fläche  k  eines  der  Punktepaaro  vfi,  für  wel- 
ches die  zugehörige  Wurzelfunction  N  das  gegebene  Yorzoichen  be* 
ntzt)  und  wählt  nnter  den  4  dorch  dieses  Pnnktpaar  (PP*)  gehenden 


^  kj  0^  .0  i.y  Google 
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gemciiuaroen  Tangentialkreisen  der  Fl&chea  Iq  und  fiQ  denjenigen 
ans,  dem  im  Puuktepaar  {PI*')  die  gegebenen  Vorzeichen  von  M  and 
A  zukommen.  Die  euklidischen  Coordinaten  des  BeFtthrangapiiiikt- 
pears  (vV')  mit  der  Flftche  üo  Bind  die  gesuchten  oberen  Qnmea 
and  die  dem  Ponktpaare  als  einem  Ponktpaare  des  in  Bede  stelieii- 
den  Kreises  zukommenden  zasammengesetzten  Wnnelfhnctioaeo 
und  M'  sind  die  gesachten  Wonelwerte  ^  and  M', 

i  4.    Schlie-fsungssciize  inncrhaUj  tler  Cougt'uenz  der  gemeinsamen 
DappeU/erüJirmtgskreiae  zweier  confocaler  Flächen, 

Kreispolygone,  welche  den  Flächen     vnd      mnschrieben  ood 
einer  Flftche  X  i^eichzeitig  elnbesdurieben  sind. 

Keben  deu  Flächen  nnd  ^  sei  eine  dritte  Flftche  i<IA« 
gegeben,  welche  also  von  Ao  umschlossen  wird.  Es  sollen  Kreispoly- 
gone betrachtet  werden,  welche  den  beiden  Flftchen  Aq  and  um- 
schrieben und  der  Flftche  X  einbeschrieben  sind. 

Den  ersten  Eckpuukt  F^^^  und  mit  ihm  seinen  Gegenpunkt 
kann  man  auf  k  beliebig  wählen.  Von  den  4  durch  sie  hindurcb- 
gcbendcn  Doppelberflbruugskreisen  wfthlt  mau  einen  als  An&ngsseite 
i5(^)  des  Polygons;  zugleich  geht  von  Pi^i'  aas,  auf  demselben  Kreise 
Hegend,  die  Seite  iS(^>'  aus  und  bildet  mit  den  folgenden  Kreisstflcken 
ein  2te8  Polygon.  schneidet,  nachdem  die  Flftche  X^  berfthrt 
worden  ist,  die  Flftche  zum  2ten  Male-,  der  SchniUpankt  ist  der 
zweite  Eckpunkt  P^^  dos  Polygons.  Ebenso  erhalten  wir  als  End- 
punkt von  einen  2ten  Eckpunkt  PO)'  des  conjugirtcn  Polygons.  Das 
2te  Seit€iii»aar  {S('-KS^->')  wühlen  wir  unter  den  3  gemeinsamen  Krei- 
sen, die  neben  (>S'^^SCi)')  noch  durch  (P^J)P<i)')  hindurchgehen,  so 
aus,  dass  S*^-^  conjugirt  zu  5^^),  jS<2)'  coujugirt  zu  S^^y  in  Bezug  auf 
X  ist  (cf.  p.  213.). 

Bei  dieser  Festsetzung,  die  auch  fQr  die  folgenden  Polygouaeitea 

Gcltuug  behalten  soll,  ist  die  Constrnction  desPolygons  ein- 
deutigbestimmt, nachdem  \  ufangspunkt  und  Anfangssoite 
gegeben  sind.  Die  beiden  entstehenden  Polygone  —  wir  erhalten  ja 
em  conjugirtes  Polygon,  dessen  Seiten  und  Ecken  durch  Accento 
markirt  sind  —  sind  durch  die  Kugel  =  0  von  einander  getrennt. 
Wir  verfolgen  ja  immer  die  Richtung  auf  den  Kreisen  von  i  bis  Ao, 
durchsetzen  aber  nie  die  Flftche  iL a«.  Es  kann  also  keine  Ver- 
einigung der  beiden  Polygone  zu  einem  stattfinden. 

Es  handelt  si(di  imn  l:*  Lrenwärtig  um  die  Frage,  ob  die  bei  der 
Polygoiicüii^triK  tiou  gugt'bciHu  Elemente,  niimlich  die  Parameter 
Ao,  f*o>  ^       vorgelegten  Flächen,  sowie  Anfangspunkt  nnd  Anfaogp^ 


mA  D^ptOugtUeknUt  durch  %]fpert0ifiii9A€  fkmelhnm. 
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Seite  der  Polygonconstnicttoii  so  gewftfalt  werden  kOnnen,  dats  die 
Coostrnction  mit  l  Seiten  sich  schliosst»  d.  Ii.  die  Seite  S^^  wieder  in 
die  Anfiuigsecke  P(<9  so  einlftnft,  dass  und  copiligirt  in  Be- 
ug mI  i  sind. , 

Aus  den  Belaüonen  7)  folgt  durcli  wiederholte  Anwendang  offen« 
iHr  die  Bedingung: 

Xo  H  «1 

«lg  Of 

Denn  die  Variabel n  ft  und  v  bewegen  sich  längs  des  Polygon- 
ouüiDgs  Stetig  oscillirend  zwischen  den  beiden  .Grenzen  und 
resp.  nnd  hin  und  her,  und  die  Vorzeichen  von  M  und  N  wech- 
seln immer  nur  in  diesen  Grenzen.  Demnach  bezeichnet  2»  die  An- 
abl  der  Dnrcbgaiigspankte  durch  jode  der  Bbenen  y  »  und  v  ^  «i, 
snd  2m  die  Anzahl  der  Durchgungspunkte  durch  die  Ebene  i* 
ttod  der  Berflhruiigspnnktc  des  Polygonumfangs  mit  der  FIftcho  ^aq. 

Die  Bedingungen  8)  ergeben  uns  den  Satz: 

„Wenn  ein  don  Flächen  A^,  und      umsdirieltones  und  der  Fläche 
einbeschriebenes  Polygon  sidi  einmal  mit  /  Seiten  schlicsst,  so 
„schlicsst  CS  sich  immer  mit  derselben  Seitenzahl,  wie  auch  der  Aufangs- 
nptmkt  und  die  Anfangsseite  auf  der  Cyklido  l  gew&hlt  werden  mag.'^ 

„Neben  diesem  einen  Polygon  erlialten  wir  alsdann  stets  noch 
,,ein  zwt  it-'s,  das  die  zweite  Scliale  der  Fläche  heiülirt  nnd  von 
,,dcni  ersten  Polygon  durch  X  ==  getrennt  ist.  Schliesst  sich  das 
»erste  Polygon,  so  schliesst  sicli  notwendig  auch  das  zweite,  zu  dem 
^ersten  coojugirte/* 

Natürlich  werden  keineswegs  alle  Polygone,  die  wir  im  Raum 
der  Flächenschaar  2ten  Grades  betrachten,  wenn  wir  sie  auf  den 
Cyklidenraum  übertrageti,  2  getrennte  Polygone  liefern;  im  allgemei- 
nen Falle  wird  vielmehr  ein  einziges  Polygon  mit  doppelter  Seiten- 
zahl entstehen.  Gestatten  wir  nämlich  unseren  Polygonseiten  im 
Raam  der  Flächenscbaar  2tcn  Grades  auch  die  4te  Ebene  des  Coordi- 
natentetraedcrs  =  0  zu  durchsetzen  (bei  Herrn  Staude  fällt  dieselbe 
mit  der  unendlich  fernen  Ebene  zusammen),  so  durchsetzt  wmor  Kreis* 
M^Mi  im  Q^klidennuim  die  Kugel  «4^0,  in  der  Bedingnngs- 
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gleicbimg  8)  tritt  noch  die  Periode  /      aaf ,  und  wir  werden  im 


Allgemeinen  ein  einiiges  Polygon  mit  doppelter  Seitenzahl  erhalten. 

Leicht  könnten  wir  nun  die  Zahl  der  Schliessungssatze  beliebig 
vermehren,  indem  wir  ähnlich  wie  Herr  Staude  in  aeiner  üabilitationa* 
achrift  die  gestcUten  Bedingungen  variiren  oder  die  von  Doppel- 
tangentialkreisen  der  Gongmenz  nmhflUten  geoditiachen  lanien  der 
Flftchen  lo  f<o  in  Betnwsht  sieben  nnd  geodfttisehe  Polygone  nna 
bilden.  IVir  lassen  nns  aber  an  dem  einen  Beispiele  genügen ,  da 
eine  weitere  AnslAbmng  nichts  principietl  Nenes  zn  Tage  fördern 
wOrde. 

Wir  geben  aneb  nicht  anf  die  DarsteUnng  der  Punkte  nnd  Kugeln, 
sowie  der  Kreise  des  QykUdenranmes  durch  byperelliptisebe,  qpeciell 
^Functionen  und  die  Deutung  der  bauptsädilicben  ^Relationen 
selbst  ein,  sondern  verweisen  auf  die  vielfach  genannte  Schrift  des 
Herrn  Stande:  Geometrische  Deutung  der  Additionstfaeoreme  etc. 
(22.  B.  der  Annalen).  Die  dort  gefondcncn  Resultate  ttbertragen  eich 
eben  mit  so  geringen  Modificatiouen  auf  den  Cyklidcnraum ,  dass  es 
sich  kaum  verlohnen  würde,  die  Untersuchung  nochmals  vorzufuhren. 
Es  mag  also  dieser  Hinweis  genügen,  und  ^ir  gehen  zum  2ten  Teil 
Uber,  die  Cyklide  in  Beziehung  m  setzen  zur  Kummer'schen  Fläche 
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MnntUm 


IX. 


Miscellen. 


1. 


Zmr  Theorie  des  Wlakelsplegels. 


Durch  da?  Studium  der  grösseren  Ahhaadlung  über  dm  Winkel- 
spiegcl,  welche  mein  Vater  L.  Mack  unlängst  in  dieser  Zeitschrift 
veröffentlicht  hat,  bin  ich  dazu  gelangt,  eine  neue  Formel  zu  finden, 
die  unter  allen  Umst&oden  dazu  dient,  schnell  die  GeBamtzahl  ;S 
der  Bilder  zu  bestimmen,  welche  ein  in  die  Oeffoung  dos  Winkel- 
spiegeia  gebrachter  lenchtender  Paukt  P  h^omft  Sie  lautet: 


2a  ist  der  Ocffunngswinkel  des  Winkelspiogcis ,  und  iS,  niki  fi^ 

bedeuten  diejenigen  zwei  Wiukel,  welche  die  aus  iler  Axc  des  Winkel- 
Spiegels  durch  P  gelegte  Ebene  mit  den  zwei  Einzelspicgeln  bildet. 
Jede  der  rechts  vürkommcnden  Klammern  soll  bedeuten,  dass  für  den 
von  ihr  eingeschlossenen  (^>uütienten ,  mag  er  nun  eine  ganze  Zahl 
oder  ein  Bruch  sein,  statt  seines  wahren  Werts  \  i elmehr  die  zunächst 
unter  diesem  liegende  ganze  Zahl  zu  nehmen  sei.  Von  zwei  etwa 
zusammenfalleaden  Bildern  ist  in  dem  Aasdruck  fttr  jedes  aelbat&iidig 
gezfthlt 

Sofern  die  Leser  des  Archivs  an  jene  grössere  Abhandlung  sich 
orinnorn  oder  nur  die  vier  ersten  §§  derselben  nachlesen  wollen,  so 
ist  mit  Beibehaltung  der  dortigen  Bezeichnungsweise  die  Herleituug 
der  neuen  Formel  knrz  anzugeben  wie  folgt. 

Man  betrachte  zunächst  diejenige  Bilderroihc,  die  von  dem  Bilde 

P/  ausgeht,  und  nur  diejenigen  weitern        /V,  Z^',   enthält, 

deren  jedes  von  dem  ihm  nächst  vorangehenden  erzeugt  wird.  Für 
diese  Bilder  ist  nun  getnäs«;  dem  Hauptsatz  des  $  3.  folgende  Beihe 
von  Winkelangaben  zu  machen: 


231 


WU.  AOF^'  —  9i 

Wkl  BOPt"=a«  +  Vj 

Wkl.  ylOPg'  =  4«+<Pi 

Wkl.  BOF^"'^ 

•  « 

Führt  man  jetzt  vielmehr  diejenigen  Winkel  ein,  welcho  die 
limeu  OF^',  OP^\  OP^\  Ol\'\...  mit  der  Mediano  OM  bilden,  so 
eilifllt  nftii  statt  obiger  Reihe  die  neue: 

7«+ Vi 

« 
■ 

Man  bemerkt,  dass  jeder  dieser  Winkel  um  2«  grösser  ist,  als 
der  ihm  nächst  vorangebende.  Werden  zugleich  die  den  toten  Üaum 
betreffenden  Angaben  des  §  4.  berücksichtigt,  so  ist  aach  auf  diesem 
Wege  leicht  zn  beweisen,  dass  die  Zakl  der  miter  I)  vorkommenden 
Bilder  eine  begrenste  ist 

Nnn  nehme  man  zu  jedem  der  Bildpunkte  Pj',  Pj',  Pg'   , 

welche  alle  hinter  dem  ersten  Spiegel  frei  liegen,  den  beztlglich  der 
Geraden  MO  mit  ihm  symmetrischen  Punkt  Diese  Hilfspunkte  der 
Keihe  nach  mit  /7/,  17,',  Uf',,,.  beaeiohnety  so  bat  man  ver* 
möge  I)  ancb  folgende  Beihe: 

/  Wkl.  MOni':=s 

1  Wkl.  IfOP,''—  Scr4- 9, 

II)  <  Wkl.  Mon^=^  5o  +  (jj, 

j  WkL  MOF;'  —  7o+9»i 
I  * 

V  *  * 

^  •  • 

Diese  Kcihc  bietet  den  Vorteil,  dass  die  in  ihr  aufgeführten 
¥fiakel  alle  nach  einerlei  Riebtang  von  OM  ans  gerechnet  sind. 

Wird  jijUt  mit  die  Zahl  der  Bilder  P,',  1\\  P/'....  be- 
zeichnet, 80  ist  dieselbe  identisch  mit  der  Zahl  der  Punkte  P,  il, 
welche  in  der  Keihe  II)  vorkommen.  Man  sieht  ferner  leicht  (vergl. 
§  4.  der  grossem  Abhandlung),  dass  kein  Winkel  dieser  Keihe  die 
Grösse  des  übertiachen  MOb  erreichen  kann,  iüenach  ist  bezüglicb 
der  Zahl  zn  schliessen:  sie-mnss  die  grösste  ganae  Zahl  sein»  die 
dar  üngieidisag  geBügt 


Wkl.  MOF^' 
WU.  MOPJ* 
I)  <  WW.  AfOPs' 

Wkl.  MOP;' 
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lä0<»+«>(2^-l)«+qrj 

welche  mit  Bcizieiioug  von  9«  fOr  2a  — übergebt  m 


180» +  y, 
2«  ' 


Sollte  der  Fall  eintreten,  daas  ein  letster  Punkt  Pm  der  Bäke 
II)  gerade  oocb  in  den  Punkt  Q  fide,  so  dOrite  er  nach  f  4  all 
Bild  nicht  mehr  gezählt  werden  nnd  9  wäre  gegenüber  von  «1  um 
Eins  ZQ  gross«  Man  hätte  dann  aber  für  diesen  Punkt  Ptl' 


In  diesem  Fall  eri^  ibo  sich  der  Quotient  (l8D°-t"9's^  •  als  ganxe 
Zahl,  wie  man  auch  durch  geometriscbe  Betrachtang  leicht  findet 

Dcmgemäss  können  wir  schreiben 


in  dem  Sinne  gemeint,  dass  für  den  eingeklammerten  Quotienten,  mag 
er  ein  Bruch  oder  eine  ganze  Zahl  sein,  die  zunächst  unter  ihm 
befindliche  ganze  Zahl  genommen  werde. 

£8  ist  nnn  leicht  zu  Ubersehen,  dass  fOr  die  bisher  aus  dem 
Spiel  gelassenen  Bilder  P/',  P,',  P",  P/....,  welche  alle  von  P,*^ 
abstammen,  die  den  obigen  Betrachtungen  ganz  analogen  zutreffen, 
80  dass  demnach  ihre  Anzahl  «9  anzugeben  ist  durch  die  Gleichung 


wobei  die  Klammer  rechts  In  demselben  Sinne  zu  Terstehen  ist»  wie 
oben. 

Da  die  Gesamtzahl  S  der  Bilder  aus  der  Summe  der  von  P/ 
und  der  von  P/'  abstammenden  besteht,  so  sind  wir  hiemit  zu  der* 
Jenigen  Formel  gelangt,  weiche  am  Anfang  dieser  Mitteilung  an« 
gegeben  ist 

Fallen  zwei  Bilder  zusammen,  was  nur  eintritt,  wenn  360:2« 
eine  ganze  gerade  Zahl  ist  (veigl.  §  13.  der  grossem  Abb.),  so  sind 
dieselben,  als  die  Schlnssbilder  der  zwei  von  uns  betrachteten  Reihen, 
in  dem  Ausdruck  für  S  nicht  als  Eines,  sondern  als  zwei  Bilder  in 
Rechnung  gezogen. 

Stuttgart.    Dr,  Karl  Mack. 
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2. 

B«weie,  dass  auf  eluer  algebraischen  FlEche  Tierter  Ordnung: 
■It  einer  Doppelgeraden  ausser  dieser  nlelit  mehr  als  16  Geraden 

liegren  kOnnen. 

Clebsch  bat  gezeigt'),  dass  jede  algebraische  Fläche  4.  0.  mit 
einer  Doppelgcradcn  ausser  dieser  noch  16  Geraden  enthält,  welche 
i&mtlich  die  Doppelgerade  schneiden  und  sich  zu  8  Paaren  ordnen- 
Dass  diese  Geraden  die  einzigen  sind,  welche  die  Fläche  enthalten 
kann,  ohne  zu  zerfallen,  wurde  von  ihm  a.  a.  0.  ebenfalls  dargetan, 
jedoch  nnr  in  abzählender  Weise  auf  Grund  einer  ebenen  Abbildung 
der  Fläche,  sodass  ein  dirccter  Beweis  noch  wünschenswert  erscheint. 
Ich  teile  im  Folgenden  einen  solchen  mit;  es  werde  ihm  kurz  der 
Nachweis  der  8  Geradenpaare  nach  Clebsch  vorausgeschickt,  damit 
ich  mich  bequem  darauf  beziehen  kann. 

Die  Gleichung  einer  Fläche  der  genannten  Art  hat  die  Form 

1)  Ahk-^ADv+B^w  =-  0, 

wo  V  «  0,    =  0,  IT  «=»  0  die  Gleichungen  von  3  Flächen  2.  0.,  -4  =  0, 
=  0  die  Gleichungen  von  zwei  Ebenen  sind ,  welche  sich  in  der 
Doppelgeraden  schneiden.   Die  Fläche  wird  also  erzeugt  als  Ort  der 
Schnittcurven  aller  Flächen  der  Schaar 

2)  .  t*  +  lr-{-;V  =  0 
mit  den  entsprechenden  Ebenen  des  Büschels 

3)  B  —  IA^O. 

Unter  den  Ebenen  dieses  Büschels  befinden  .sich  auch  solche, 
welche  die  ihnen  entsprechenden  Flächen  der  Schaar  2)  berühren  d.  h. 
in  einem  Geradenpaare  schneiden.  Die  Zahl  dieser  Ebenen  ist  also 
die  Zahl  der  Gcradeupaaro  auf  der  Fläche ;  stellt  mau  aber  die  be- 
treffende Bedingungsgleichung  für  den  Parameter  X  in  der  bekannten 
Determinantenform  auf,  so  iindct  man  dieselbe  vom  Grade  8,  wie 
behauptet. 

Gesetzt  nun,  es  gäbe  ausser  diesen  8  Geradenpaaren  noch  eine 
weitere  Gerade  »  auf  der  Fläche.  Dann  ist  zunächst  aus  der  soeben 
zur  Ermittelung  der  8  Geradenpaare  angestellten  Ueberlegung  klar, 
dass  dieselbe  die  Doppelgerade  nicht  schneiden  kann.  Daraus  ergiebt 
sich  weiterhin,  dass  «  notwendig  wenigstens  je  eine  Gerade  aus  den 


1)  Clebich,  lieber  die  Abbildang  algebraischer  Fl&chen,  insbesondere  der 
4.  and  5.  Ordnung.    Math.  Annalen  Bd«  I. 
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8  Geradenpaaren  schneiden  muss.  Denn  sind  a  und  a  zwei  Geraden 
eines  Paares.  /  die  l)oi!|)(*l^erade  ,  und  mm  legt  durch  /  diejeiiige 
Ebene,  welche  a  uud  «  enthält,  so  hat  diese  Ebene  mit  der  Fläche 
ausser  a  und  a  keine  weiteren  Elemente  mehr  gemein;  sie  schneidet 
aber  »  in  einem  Punkte,  welcher  nicht  auf  i  liegt,  folglich  auf  a  oder 
er,  oder  im  ficbiiittpiinkt  beider  Uflgen  mtisi. 

Nun  siieu  a,  6,  e  b  Geraden  aus  den  8  Paaren,  weiche  von 
von  ^(  schnitten  werden.  Dann  kann  man  durch  o,  i,  c  einerseits 
und  durch  r,  r/,  c  andererseits  je  eine  Regelliächc  2.  0.  legen.  Die- 
selben haben  dann  c,  l  und  »  gemein,  schneiden  sich  also  nur  noch  in 
einer  Geraden  welche  /  und  *  schneidet,  c  aber  nicht,  oder  sie 
sind  identiBch.  IJetzteres  würde  nach  sich  ziehen,  dass  die  5  (geraden 
a,  äy  «  lon  den  anendlich  vielen  Geraden  geschnitten  werdea, 
welche  die  andere  Regelscbaar  der  dnrch  a,  h^e^ä^e  gehenden  Regel- 
fläche bilden.  Von  diesen  schneidet  aber  jede  die  Flftche  4  0.  ia 
5  Punkten,  gehört  derselben  also  g&nxUeh  an,  die  Flftcbe  4. 0.  würde 
also  in  dieser  Rcgolfi&che  2.  0.  und  noch  eine  andere  zerfidlen. 

Es  bleibt  daher  nur  der  erstero  Fall,  dass  sich  die  beiden  Hegel- 
flächen in  einer  (Geraden  /  schneiden ,  welche  e  nicht,  wohl  aber  l 
nnd  s  trifft  Nnn  schneiden  diese  Begelfläcfaen  die  Fläche  4.  0.  sdioa 
in  6  Geraden,  nämlich  in  o,  6,  e,  «  nnd  der  doppelt  gesählten  rei^ 
in  c,  d,  e,  s  nnd  I  doppelt  gezählt,  haben  also  mit  ihr  nor  noch  Je 
einen  Kegelschnitt  gemein;  es  mflssten  sich  also  diese  beiden  Xegd- 
schnitte  in  denselben  4  Punkten  schneiden ,  in  welchen  die  Gerade  / 
die  Fläche  4.  0.  trifft,  was  nicht  möglich  ist  —  oder  auch  /  gehört 
der  Eiache  au,  ist  also  eine  Gerade  aus  einem  der  noch  liLrigou 
Geradenpaare,  und  die  beiden  Kcgelschuitte  zerfallen  in  /  uud  je  eiue 
weitere  Gerade  p  oder  g,  welche  beide  /  und  s  nicht  schneiden,  von 
denen  aber  etwa  p  die  Geraden  ^,  c,/,  und  q  die  Geraden  d,e,c,f 
trifft.  £s  schneidet  aber,  wie  oben  bewiesen,  jede  dieser  beiden  Ge- 
raden p  und  2  ebenso  wie  t  im  Ganzen  wenigstens  8  Geraden  aoi 
den  8  Geradenpaareu,  also  z.  B.  p  ausser  a,  5,  c,/  auch  noch 
Die  durch  «  und  p  gelegte  Begelfläche  2.  0.  hat  folglich  mit  der 
Fläche  4  0.  im  Ganzen  p,  a,  d,  ^,  «,  ^,  h  und  die  doppolt 
zählende  Gerade  /  gemein  d.  h.  sie  ist  ein  Teil  der  Fläche  4. 0^  und 
diese  zerftllt  also  auch  in  diesem  nur  noch  abrigen  Fall  in  2  Begel- 
flächen  2.  0. 

Oberehaheim  im  £1«.  Janaar  1885.        Alfred  Leman. 
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Die  DarsteUung  der  Flächen  vierter  Ordnung 

mit  Doppelkegelschuitt  durch  hyperelliptische 

Functionen. 


Von 

Paul  Richard  Donacli. 


U.  Teü. 

KiMMr'tche  PUdiaa  mail  CyklMea. 

L  Capitel. 

Die  Kummtr'Mli«  FUoIm  und  die  Ue'toiie  BerfihrunQttniRtfomMtion. 

S  !•   DU  FundamentalgebiUU  in  der  Geometrie  der  £ummer*sekem 

Fläche  und  ihre  Uebertragung, 

Indem  wir  die  schon  citirte  Arbeit  des  Herrn  Lie  im  5  ten  Band 
der  Annalen:  „Ueber  Complcxc,  insbesondere  Linien-  und  Kugel- 
complcxe"  und  die  darin  gegebene  Berühruugstraiisformation  im 
wesentlichen  als  bekannt  voraussetzen,  bemerken  wir  zunächst,  dass 
durch  letztere  2  Bftume  in  dreierlei  Aafibssung  in  Beziebong  gesetzt 
werden. 

Eutweder  man  lässt  Flächenclementen  des  einen  Raumes  FlÄ- 
chcnelemente  im  andern  entsprechen,  wie  es  der  Begriff  der  Bo- 
rühmngstransformation  mit  sich  briugt,  und  zwar  den  Flächcnele- 
menten  im  ersten  Raum  r,  die  2  consccutivo  Punkte  einer  Geraden  ent- 
halten,  die  Elemente  der  entsprechenden  Bildkugel;  es  ist  dies  die 
Tollkommenste ,  aber  auch  schwierigste  Art  und  Weise,  die  beiden 
B&ame  r  and  ü  mit  ihren  Gebilden  in  einander  zu  transformiren, 
lebwierig  dnmiD,  weil  bei  derselben  die  beiden  B&ame  nis  Aggregate 
len  FUchenelementen  anfgefust  werden  müssen. 

iiek.  4«f  Mftth.  a.  Piijs.  2.  BeiJie,  Teil  IL  11^ 
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Unsere  Lie'scbo  Berübrnngstrausfonnatioxi  fahrt  aber  aach  zwei- 
tens die  dreifach  anendlich  vielen  Paukte  des  einen  Raumes  r  über 
in  den  Complei  der  Minimalgcraden  in  Ä,  und  drittens  die  Pnuka» 
des  Raumes  in  die  Geraden  von  die  einem  aaflgezfiicbnelda 
linearen  Compiexe  angehteen 

Diese  beiden  letzten  Arten  der  Uebertraguog  werden  wir  der 
leichteren  BchanUlung  wegen  im  Polgeaden  vorzugsweise  zur  Anwen- 
dung bringen,  und  zwar  wechselsweise,  indem  wir  einerseits  von  dcu 
Punkten  des  Raumes  der  Kumraer'schcn  Fläche  ausgehen,  aber  auch 
die  Goraden  des  linearen  Complexes  in  Betracht  ziehen  und  diese  in 
die  Fankte  des  CjkUdenraumes  transformiren. 

Als  Fundamentalgebilde  ^)  treten  in  dem  Räume  r,  weleher  ik 
den  Cjrklidenraum  R  abgebildet  werden  soll,  zua&chat  die 

6  Fnndamentalcomplexe  auf 

C|S=0  Ef^O  fl%«»0  fl^*->0  «5*0  rf«"0 

Einen  dieser  6  Fundamentalconipkxe,  r^;  =  0  etwa,  werden  wir 
Tor  den  flbrigen  auszeichnen,  indem  wir  ihn  zu  demjenigen  linearen 
Complex  wühlen,  dessen  Gerade  sich  in  die  Punkte,  oder  präciser 
anflgedrttckt,  in  die  Punktkngeln  des  andern  Baumes  abbilden. 

Wir  markiren  demnach  als  erstes  Ergebniss: 

^Dea  Garadea  das  ao^iasalchnatau  Fandameatalcomplexaa  aatp 
„sprecfaaa  die  Panktkageln  dee  CyklidanlaaBla■^^ 

Es  restiren  noch  die  5  übrigen  Fundameutalcomplexe ,  welche 
unter  sich  and  mit  dem  sechsten  in  Involution  liegen;  einem  solchen 
mit  dem  anagezeichneten  Fundamentalcomplex  in  luTolution  liegeodun 
Complex  entspricht  aber  ein  Kagalcomplex,  ein  Kugelgebfisch  im 
Ray^adien  l^nne  XogalD,  welche  sftmmtlidi  ortbognal  la  «aar 
darch  aie  TOllatftad^  beatimmtaa  Kagel  atahen,  deren  Gaatram  ibr 


I)  Die  AbbHdung  eiiiM  Uneana  Gonplcsei  auf  dea  Paaktraui  hiat 
▼or  Herrn  Lie  tdioa  Herr  Mocher  gegeben  (»Zar  Theorie  der  algebraieehM 
Fooetioiicn*»  GOtliDger  NeefariehieB,  1669).  Daee  jedoch  beide  Baume  eioei 
Complex  eotheltea,  dessen  Liniea  sich  als  dte  Fankte  des  tten  Bannes  ife- 
bilden,  bat  Herr  Lie  soersl  benroigeliobeQ* 

6)  Die  ISradaaenUlgebiUle  der  Knnner'eefaen  Fliehe  —  die  6  Fasds^ 
SMntalcooipleae  and  deren  Conbloalioiien  sa  je  sweiea,  dr^a  and  vterea  — 
worden  behandelt  von  Herrn  Klein:  »Zar  Tbeorie  der  Linieaconplese  dn 
ersten  «od  tweiten  €kndee*,  Ifaib,  ▲naalea  Bd.  1.«  p.  196. 

c£.  tteye,  „8jDtbeu«che  Geometrie  der  Kogelo  u.  lio.  Kngeliytteae*» 
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Potenzcentnun  ist  —  ein  Punkt,  welcher  in  Bezug  auf  alle  Kugeln 
des  Gebüsches  dieselbe  Potenz  besitzt  —  ;  das  Quadrat  des  Radius 
jeaer  Orthogonalkugel  ist  entgegengesetzt  gleich  dem  Wert  der  Po- 
tenz des  Potenzcentrums. 

Zwei  Gerade  eines  dieser  5  Complexe,  die  in  Bezug  auf  2-6  =  0 
coojagirte  Gerado  darstellen ,  trausformiren  sich  in  dieselbe  Kugel ; 
den  Punkten  der  einen  Geraden  entspricht  die  eine  imaginäre  Er- 
zeogendeuschaar  der  Kugel,  den  Punkten  der  conjugirten  Geraden 
die  andere  imaginäre  Erzeugendenschaar.  Wir  erhalten  also  den 
Satz: 

„Den  Geraden  der  ttbrigen  5  Fundamentalcomplexe 

x^^O    sr,  «=0    a-3-="0       =  0       ^  i) 

,,entsprechen,  zu  je  zweien  als  conjugirto  Gerado  in  Bezug  auf  xq'^O 
„zusammengenommen,  die  Kugeln  von  5  zu  einander  orthogonalen 
„KugelgebQscben.  Die  Kugeln  jedes  Gebüsches  stehen  senkrecht  auf 
„einer  durch  sie  bestimmten  Orthogonalkugel.  Diese  Orthogonal- 
nkugeln  stehen  infolgedessen  selbst  auf  einander  senkrecht  und  bilden 
„ein  Fundamentalsystem'*. 

Weiterhin  treten  als  Fnndamcntalgebilde  in  dem  abzubildenden 
Kaume  die  15  Congruenzen  auf: 

la)   Xi=0   a?c=-0;     «,  =  0    X6=0;         — Oarc  =  0; 
«4  =  0   «0  =  0;     x^  =^  0   acg  —  0 

isfj  =  0  Xj  =  0;   X,  —  0      =  0;   Xj  =  0  x^  =»  0; 
1  flfi  -  0  xj  =  0 

Ib)  U      0  Xj  —  0;    X,  =  0  x^  —  0;    ar,  —  0  x^  =  0 

Ixj  =  0  X4  -  0;    Ts  =  0  xj  =  0 

'«4  —  0  Xft  =  0 

Auch  diese  teilen  sich  in  die  Untergruppen  la)  und  Ib)  von  5 
resp.  10  Congruenzen,  je  nachdem  x^  =  0  mit  auftritt  oder  nicht. 

Den  5  ersten  Congruenzen  la)  entsprechen,  da  tq  <=  0  sich  in 
die  Punktkugeln  abbildet,  5  Schaarcn  von  oo*  Puuktkugeln  des  Cy- 
klidenraumes,  die  je  einem  der  ar,-  =  0  (»  =  1,  2  .. .  5)  entsprechen- 
den Kugelcomplexe  angehören.  Die  Punktkugeln  eines  Kugclcom- 
plexes  liegen  aber  sämmtlich  auf  der  Orthogonalkugel  und  bilden 
dieselbe.    Den  5  Congruenzen  entsprechen  also  mit  den  5  Punkt- 

\5* 
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kngelbOndeln  b  zu  einander  scukrechtc  Kugeln,  welche  vüü  den 
PunktkugelQ  gebildet  werden,  also  das  Fuod&meutalsysUim : 

Wir  liaben  demnach  den  Sat2: 

„Die  5  Coügruenzen,  die  von  dem  ausgezeichneten  Fundamental- 
„complexc  verbunden  mit  je  einem  der  übrigen  5  FuDdLinioijtalcom- 
tfPicxe  gebildet  werden,  entsprochen  die  5  Fuudanientalkugelo  des 
,,Cyklidenraume8,  rosp  die  Puuktkugelcongraenzen,  welche  die  5 
„Fuadamcntalkogeln  bilden^'. 

Den  restirenden  10  Congrueazeu,  die  wir  unter  Ib)  autführton, 
entsprechen  10  Kugulhuudel,  die  orthogonal  sind  zu  den  10  Kugci- 
bttscheln: 

«1— Oj*  — 0,  «j-*0«gsO,         0#4=sO,   »i«04k  =  0) 

t,  —  0  *3  «=«  0,   #,  =  0  *4  =  0,      =.  0  «5  «  0; 

Eine  jede  Kugel  eines  Bündels  muss  ja  senkrecht  stehOD  auf  des 
Ortbogonalkiigebi  der  beiden  das  Bündel  bestimmenden  Kagelge* 
bflschen,  aenkrecht  stehen  also  ancb  auf  den  dnrch  die  beiden  Ortho* 
gonalkngeln  bestimmten  Eagelbflschel.  Wir  erhalten  so  den  weitersi 
Satz; 

„Den  10  Congrueuzen  Ib)  entsprechen  10  Kugelbündel,  deren 
„Kugeln  jeweils  senkrecht  stehen  auf  je  zweien  der  5  Orthogonal- 
„kugeln^  also  auch  orthogonal  sind  zu  den  durch  dieselben  bestimmten 
„10  KugelbU8cheln^^ 

Jetzt  fusen  wir  je  3  der  6  Fandamontalcomplexe  zusammen  nod 

erhalten  20  Tripel  von  Fn  ndamentalcomplezen.  Je  ein  Tripel 

liefert  eine  Erzeugung  einer  der  10  Fundamental  fluchen 
2t CD  Grades.  Es  gehören  also  je  2  Tripel  zubammeu,  welche  die- 
selbe Fuudamcutalfläche  liefern: 

(123)  (456)   (124)  (356)   (135)  (346)   (134)  (356)   (135)  (346) 

(234)  (156)    (236)  (146)    (245)  (136)    {Wo)  (12G)    (115)  (236). 

Den  10  jedesmal  za  zweit  geschriebenen  Tripeln,  welche  te^^O 
enthalten,  entsprechen  notwendigerweise  KogelbOschel,  die  nor  sai 
Punktkngeln  bestehen;  sie  mflssen  ausserdem  den  durch  3  der  Fsd* 
damentalkngeln  definirten  3  Kugelgebascfaen  angehören.  Es  sind  slio 
die  Punktkugeln,  welche  die  10  Schnittkreise  Je  zweier  der  5  Fwt 
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eatsprecben  z.  B.  die  Paaktkngelo,  welche  den  Kreis 

bfldeii.  '^""^  '^"^ 

Die  andere  Erzeugung  nun,  welche  dieselbe Foodamentalfläche 
2ter  Ordnang  liefert  nnd  definirt  ist  durch 

af|— 0   «j  —  0   a;^  =  0, 

toe  eiiifiich  vnendUche  Schaar  gerader  Linien  tranaformirt  sich 
ehenso  in  eine  co*  Sehaar  von  Engeln,  ein  Kagolbflsehel ,  gebildet 
von  allen  Kugeln ,  welche  sogleich  lenkrecht  stehen  auf  den  Kugeln 

des  Fondamcntalsystems 

H^O  #,«0 

^4  »  0  und  «5^0  sind  nun  2  Kugeln,  die  auf  den  3  genannten 
senkrecht  stehen;  es  wird  also  das  durch 

,^  =  0  »5-0 

Mnirte  Kogelbflschel  das  gesuchte  sein.  Die  2te  Erxeugoag  unserer 
hirausgegrtffnien  Fundamentalflache  liefert  also  in  anderer  Auflassung 
allerdings  denselbeu  tou  3  Fundamentalkngeln  geMldeten  Kreis  wie 
dte  erste  Enengang. 

Wir  sprechen  das  erhaltene  Besnltat  folgeadermasien  ans: 

,J)6n  zweifachen  Erzcngungsweisen  der  Fnndämentalf!ächcn  2  ter 
„Ordnung  entspricht  durch  die  Bcrührnngstransforraation  eine  zwei- 
M^ache  Erzeugungeweise  der  10  Fuadameutalkreise,  gebildet  durch  je 
nswei  der  fttnf  Fandamentalkngeln.  Das  einemal  werden  die  Kreise 
ndarch  die  anf  ihnen  liegenden  Funktkngeln ,  das  anderemal  durch 
idieKugelbascIiQl  erzeugt,  deren  TMger  sie  sind*\ 

Jetzt  bilden  wir  die  15  möglic!i»  n  Qaadmpel  aus  den  6  Funda- 
mental com  plexon,  und  zwar  ordnen  wir  sie  in  2  Gruppen  su  10  und 
^)  je  nachdem  sie     —  0  enthalten  oder  nicht: 

(1236)  (1246)  (1256)  (1346)  (1356) 
(1456)  (2346)  (8866)  (3466)  (8456) 

Ib)  (1234)    (1236)   (1245)   (1345)  (2346). 

Je  4  der  Fmdaaientaleoniplexe  haben  2  Gerade  gemein;  diese 
Uta  dia  IHruetrIcon  der  Congruenaeu,  welche  jeweils  gebildet  werden 
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ans  den  noch  übrigen  2  Furulamontalcomyiexoai  (1236)  liefert  also 
z.  B.  die  Directricea  der  Coogrueuz 

X4     0  «6  —  0  etc. 

Die  dareh  die  ersten  10  Quadrupel  la)  defiairteo  20  Geraden 
gobdren  niin  sftmmtlich  dem  ansgeKeicfaBeteii  FnndaineiitalcoiBplei 
SS  0  ao;  jede  der  2d  liefert  also  ftr  sieh  eine  Kogel»  und  swar 
eine  Pnnktkugel,  welcbo  jedesmal  dreiepi  der  dnrch  die  Ftindameolal* 
kugeln  definirten  Gebflscben  angehört  Als  Pnnktkngel  liegt  sie  dem- 
nach  auf  der  jedesmaligen  Orthogonalkogel  des  Gebttsches.  Je  2n* 
sammcngehörigo  Punktkageln  vcrdeu  also  gebildet  von  den  beides 
Puukteu,  welche  je  dreien  der  Fuadamentalkogeln  gemeinsam  siad. 

Wir  bekommen  demnach  diesen  ersten  10  Directiieenpaaren  sai- 
sprechend  die  10  Pnoktkogelpaare: 

#j=sO  «^—O  «3=0  *i=0  «,—0  #4—0  #1—0  #,—0  #5—0 

2a) 

S^wmQ  f^wmO  #4—0  «s—O         0    «i—O  «4—0  J|=a0 

J^— 0  J^— 0  *4«-0  «,—0         «4=0  #,—0  #4=0  «4=0 

«^•■0  «4-»0  *5""0. 

Jetzt  restiren  noch  die  6  Directhcenpaare  Ib). 

Jedes  dieser  Paare  bildet  2  in  Bezug  anf  arg  =0  conjue-irte  Ge- 
rade, ein  Directricenpaar  bildet  sich  also  aof  eine  Kug<l  ab, 
und  wie  die  5  Dircctricen paare  je  4  der  Fuüdamentalcomplexc  an- 
gebören  müssen ,  so  mass  die  entsprechende  Kogel  jeweils  vieren  der 
entsprechenden  Kogelgebfische  angehören. 

Vier  zu  einander  orthogonale  KugelgebOsche  haben  aber  nnr 
eine  einzige  Kngel  gemein,  e»  ist  dies  die  eine  Kugel,  welche  za 
ihren  4  Orthogunalkugeln  selbst  orthogonal  ist,  also  jedesmal  die 
b  tc  Orthogouaikugel  des  Fondamentalsystems. 

Den  Dlrectricenpaaren  Ib)  entsprechen  so  der  luiihe  nach  jo  i 
Erzeuguugs weisen  der  Fundamentalkogeln : 

2b)  #5  —  0  #4  —  0  #^  —  0  #^  —  0  ^  —  0. 

Wir  kleiden  das  Besoitat  in  Worte: 

„Die  15  vorhandenen  Dircetricenpaare  der  15  aus  dou  Funda- 
„mcntalcomplexeu  gebildeten  Congruouzen  teilen  hieb  bei  der  Trans- 
„foriiiaLion  in  2  Gruppen  zu  10  und  5.  Die  der  ersten  Gruppe  afl- 
„gehörigen,  welche  Gerade  des  ausgezeichneten  FondamentalGomplexei 
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»  0  sind,  bilden  sich  in  die  10  EiiQgezeichneten  Fonktkiigclpaaro 
Ä  welche  je  dreien  der  5  Fandftm0]italkiigol&  geroeuMun  sind.  Die 

DireetricenpMre  der  2teii  Orappei  die  Jeweils  tn  Bezog  auf  — 0 
weoiüqgirte  Oersde  dantellent  bilden  eich  dagegen  in  die  5  Fnnda- 
nMlalkttgeln  ieHiet  ab**. 

IHe  15  Birectricenpaare  orden  sich  naa  an  dea  15  Fundamental- 
tetraedcrn  ansammen.  Die  Kanten  werden  gebUdet  Ton  3  Paaren 
?oo  Directricen,  deren  Congreeazen  stets  zuBammen  BtmmtUebe  6 
FndameBtaleonpleze  eatheltea.  Beseiebnen  wir  die  Direetrioen 
durch  ihre  Congmensen,  so  haben  wir  folgende  15  Fandamental« 
tetraeder:  (Ibaen  entsprechen  nach  dem  Yorhergehenden  die  daneben 
geaeNtstea  ZasammeBordmuigen  fon  Fnadameatalkogeln.) 


X^mmO  X4»0 

m^mmO  «4=0 

«f— 0  «g— 0 

«§=as0  «§- 0 

3-1=0  *8«=0 

«,«=-0  «6=0 

x,=0  ar3-=.0 

«4S3O 

2Pi=»0  X6-=0 

»,=0  asf— 0 

«j— 0  «4—0 

«4—0  «6=0 
«,—0  «6—0 

«8"^  0 

«8-=0  «6=0 

0^=0  «^—0 

«j=U  «5=0 

ar,— 0  «6—0 
a:,==.0  ««—0 

«t=0  a^—0 

aj«=0  «j— »0 
1^=0  a!^-»0 

«4—0  «6—0 

«,—0  «g— 0 

C|— 0  «4=0 

«1-0  ^-0 

1^=0  «4=0  #5=sO 

,j=.0  #,—0  #6—0 

«5=0 

«1=0  *4"^0  Äj'^O 

9^ — 0  *5«=-0  «5 — 0 

*s«=0  *5-0 

#1=«0  #4'=0  *5=0 

^6-0 

•^^0  «4^)  «^">0 

,j=0  #,—0  #4=0 

#4=0 

j^— 0  #4—0  #6=0 

t^— 0  #1—0  #4—0 

#4-0 

l^iO  «4—0 

«1—0  «5S>0  #4—0 

«4-^ 
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J4i->0  #5-"0 

#i»0  #^—0  J^«»0 

#4—0 

S^mmO  «,-«0 

0  #4—0  #3=0 

«t-^O  «4->0  #a-=0 

#1—0  #6=0  «a=«0 

#4=0 

jii*-0  J|»0  j^sO 

«|SaO  #|<"0 

#s=0 

•s— 0  «s— 0  0 

#1^)  #4«0  #t=0 

#,—0 

*,=0  #4=Ü  #,—0 

#1-0  #6-0  #,—0  1 

#,—0 

#4—0  «t— 0  #,—0 

j^sssO  #|t=0  #1—0 

#1—0 

#,=0  #6—0  #1—0 

«,=0  #4=0  #,—0 

#1=0 

^=0  #4—0  #1—0 

#1—0  #4=0  #1—0 

#i— 0 

Den  Kanten  der  Fundamentaltetraeder  entsprechen  so  jedesmal 
4  Punktkupoln,  welche  aus  einer  Fundamentalkugel  durch  2  der 
Fundamcntalkreise  ausgeschnitten  werden,  sofiammea  mit  der  beM* 
fendea  FniidameiiteUnigel  aeibst 

Auf  jeder  der  5  Fundamentalkugen  gibt  es  3  Pnnktkugeljaare 
entsprechend  dem  Umstände,  dass  sich  die  4  übrigen  Kugeln  dreimal 
in  2  Paare  teilen  lassen. 

Betrachtea  wir  des  Nftlieran  die  auf 

•4-0 

iegenden  Punktkugelpaare 

^•.0^3a!0#4SsaO;«|  — 04^»0^  — 0;«^  — 0«4  — Ott-J) 
,4-.  0  #4  -  0  #6  —  0;  #,  =  0  #4  —  0  #i  —  0;  #,  —  0  #g  —  0  #|-0 

Süd  Ton  diesen  wiedernm  beispieliweiae  das  erste 

Q    #1  =  0    #4  —  0 
#4  —  0    #4  —  0  #4—0 

Jede  Punktkngel  des  Paares  #,  =  0  #j  =>  0  #5  =  0  hat  mit  45  0 
zwei  Erzeugende  gcnieiu,  die  jeweils  in  den  Tanpentialcbcnt  n  in 
diesen  Punkten  an  #(  —  0  verlaufen,  den  Minimaigeraden  /  U  reip. 

/  zr'>  ^  ^'  jjf  I  seien  £rzdagende  derselben  Art. 

Erzeugende  verschiedener  Art  schneiden  sich  stets;  also  ii\üsscn 
sich,  wie  /  und  //,  /'  und  W  auch  /  und  II\  U  und  /'  schneiden 
in  2  Punkten  3  und  4. 

Die  beiden  Pnnktkugeln  «1  —  0  #1  =0  #4  —  0  echneldeii  skb 

aber  in  dem  Kreise  #,  —  0  #4  —  0,  sie  sind  ja  die  Punktlmgeln  des 

durch  den  Kreis  bestimmten  Kugeibuschels.  Also  müssen  die  beides 
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Ponkte  3  und  4  anf  *j  —  0  *4  =  0  liegen;  sie  liegen  aber  auch  auf 
»5  »  0.  Es  sind  demnach  die  beiden  Punkte  3  und  4  dio  Centren 
des  2ten  zu  betrachtenden  Puuktkugelpaares 

#3  =  0  *4  =  0  #5  ■=  0. 

Das  System 

»1  -  0    #,  =  0  #5  —  0;     *3  -  0    #4  -  0  *5  =  0;     #5  •=  0 

bat  also  dio  4  ein  räumliches  Vierseit  bildenden  Minimalgeraden  ge- 
mein. Dieses  räumliche  Vierseit  ist  es  infolgedessen,  das  dem  Fun- 
damentaltetracder  entspricht. 

Wir  gewinnen  den  Satz: 

„Den  15  Fuudamentaltetraedern  entsprechen  durch  unsere  Ab- 
„bildong  15  räumliche  Vierseite,  deren  Kauten  von  Minimalgeraden 
»gebildet  werden ,  und  dorcu  Ecken  auf  den  Fundamcutalkugeln 
fliegen  und  ausgeschnitten  werden  von  den  10  Fundamentalkrcisen. 
„Auf  jed'.T  der  5  Fundamentalkugeln  liegen  die  Ecken  von  3  Vier- 
„Seiten  entsprechend  dem  Umstand,  dass  sich  dio  4  übrigen  Funda- 
„mentalkugeln  auf  3  Weisen  in  je  2  Paare  teilen  lassen,  wir  also 
^3  Paare  von  Fundamentalkreisen  erhalten.  Jedem  dieser  Paare 
„entspricht  ein  Vierseit". 


§  2.    Die  Schaar  der  Kummer  sehen  Flächen  in  ihrer  Beziehung 

zum  Cyklidensystem. 

Wollten  wir  in  möglichst  allgemeiner  Weise  verfahren,  so  hätten 
wir  anszogchen  von  den  00'  Liniencomplexen  2ten  Grades: 


1) 


Diesen  würden  dann  im  Kugolraura  oo*  Kugelcomploxo  2ten 
Grades  entsprechen,  und  solche  Kugelcomplexc  2ten  Grades  hätten 
wir  als  Verallgemeinerungen  der  Cyklidcn  zu  betrachten,  die  an  sich 
nur  gebildet  werden  von  den  Puuktkugeln  eines  solchen  Kugelcom- 
plexes  2ten  Grades. 

Wir  beschränken  uns  aber,  indem  wir  in  1)  fi  —  setzen,  auf 
dio  Linien  der  oc*  Congruenzen: 


2'o4        Doms  eh:  DU  DanUHhng  der  fVuhtn  vierter  Ordnu^ 

Diesolbea  sind  die  Doppoltangcoteo  oo^  Kmnmer'seheD  Flidm, 
welche  sich  Iftogs  der  6  ausgezeichneten  Hanpttangentenciirreii  Slw 
OrdmiBg  berflhren*). 

Da  tt^^O  QDser  aoagezeichneter  Fandamentaiconplcx  iit|  to 
entsprechen  den  co>  LiDiencongruenson  jeweUs  die  PunlrtkQgelQ  fOft 
00^  Etigelcomplexen  2teii  Grades,  also  die  Cyklidenscbaar 

wenn  ki  —  =  c«  gesetzt  wird.  Die  Cyklidenscbaar  aber  bildet  ein 
cüiifocales  System,  wie  schon  ans  der  Form  der  Gleichimg  8)  e^ 
hellt «). 

Wir  haben  demnach  den  Satz: 

^Einer  co^  Schaar  Kiimmer'Bcher  FUchen»  welche  Bmaiichea 

„der  00 1  CongmemEen 

i    — l  • 

,,aDd  sich  nach  einer  ansgezeichnet^n  Haupttangentoacurvo  8  ter  Ord- 
„uung  berühren,  bilden  sich  ab  als  c»  ^  Cykliden 

i  et — l 

,fdie  ein  confocales  System  bildend 

Hieran  scblicsseu  wir  sofort  den  folgenden  Satz  (Lie,  a.  a.  0. 
p.  193—194.) 

„Jene  ausgezeichnete  Haupttangentenoirve  transfonnirt  aich  in 
,,die  „Developpale  Focalo'S  welche  allen  Cykliden  des  confocaliB 

„Systems  sarout  dem  Kugelkreis  umschrieben  ist''. 


2  Congmensen  der  Schaar  2),  entsprechend  2  beatimmteii  Waten 
von      haben  eine  Linienflacfae  gemein  ^  welche  die  beiden  Brsaa» 


4)  £iD  tolcbes  System  betrachtit  Lio,  a.  a.  0.  p.  ass.  Die  Hiapt- 
tangentcncnrven  der  Kummcr'schen  Fl&che  Warden  taergt  antenucht  too  des 
Herren  Klein  and  Lie  in  den  Berl.  Monatsberichten,  15.  December  1870,  in 
«iner  Abbandlang,  die  licb  wieder  abgedrackl  findet  in  Bd.  IS.  der  Math. 
Aonalea,  p.  579. 

ft)  Siehe  p.  80,  Parboox,  a.  a.  O.»  p.  IS4. 

5)  Daneben  gilt  nocb  ^«^*=0  enteprecbend  ^^"rsO. 

I  I 
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üidieB  der  GongroeDzen  Iftnga  Jo  einer  Haopttangentenciirve  berflhrt. 
Diese  Linienfliche  ist  vom  8ten  Grade  ^).  Dem  entspreehend  schnei- 
den  sich  2  Qykliden  des  SystemB  Iftngs  einer  Canre  rechtwinklig 
(rBchtwinUig  dämm,  weil  Jeder  Snseogeade  der  Linienflaehe  S  Paar 
BerflhmngspoBkte  trägt,  die  zn  einander  harmoniseh  liigc  n) ,  und 
diese  ist  Kriinimungslinie  auf  bcidon  Flächen,  im  Übrigen  tbüulaliä 
vou  der  Sten  Ordouog 

Je  3  Cottgmottzen  der  Schaar  hahen  16  —  0  angehorige  Ge- 
nde  gemein«  die  Doppeltaugenten  sind  Ittr  die  3  zagehOrigon  Brenn- 
fliehen.  Anf  Jedor  der  16  gemeinsamen  Doppeltangcoten  bilden  die 

6  Beröhrunpspuiikte  3  Paare,  2  beliebige  dieser  8  Paare  sind  zu  ein- 
ander harmonisch.  Dem  entsprechend  schneiden  sich  im  Cykliden- 
raum  je  6  cuufucale  Gykliden  in  16  Punkten  recbtwmklig. 

Durch  Jede  Linie  des  ansgezeiehneten  linearen  Complexes  lassen 
lieh  3  Gongmenzen  der  Schaar  legen,  deren  Brennflftchen  die  soeben 
berthrte  Kigenschaft  beritzen.  5  Cougruenzen  der  Sehaar  degeneriren 

in  diesen  Fällen  in  die  Directricen  dieser  linearen  Congrnenzen. 

Dem  stellen  nch  Ar  den  Oyklidenranm  die  Sfttze  zor  Seite,  dass 
durch  Jeden  Pnnkt  des  Eanmes  3  Gykliden  der  Schaar  gehen,  nnd 
6  Qyfcliden,  ihr  i  —  zu  Kugeln  degeneriren;  es  sind  dies  die  6 
Fnndamentalkugeln. 

Zunächst  werden  wir  aber  nicht  das  ganze  Fläcbensystem  in's 
Asge  &ssen,  sondern  ^e  einzelne  Knmmer'sche  FIAche  in  ihrer  Be- 
nebaag  zor  einzelnen  CyUide.  Wir  werden  also  in  2)  resp.  3)  dem 
variabehi  Parameter  einen  lasten  Wert  za  erteilen,  etwa  i  eo  setzen  *, 
daoa  haben  wir  die  Qyklide 

5 

i)  £an^  =  0. 

1 

Jeder  Doppeltangente  der  Kammer'schen  Fläche  entspricht  eine 
PttskÜragc!  im  Cyklidenranm ;  also  entspricbt  je  2  Panktcn  der  Kum- 
aier'schen  P'läche,  den  2  Berühruugspunkten  der  Doppeltangciito  näm- 
lich, uur  ein  Tunkt  der  Cyklidc.  Ausgcnoniiiu  u  allein  sind  die  i'iniktc 
der  obcngedachten  ausgezeichneten  llaupttanj^euteucurve  8ter  Ord- 
Buog  der  Kommer^schen  Fläche.  Diese  ist  eine  Curve  4  punktiger 


7)  UnMr  dem  Grad  daer  Liai«DflBdie  Tertlehen  wir,  vi«  Üblieb,  di«Aa- 
ttlil  der  Eneogendeii,  welche  eioe  beliebig  vorgegebene  Gerade  treffeii. 

8)  Auf  das  Eottprecbea  tod  LinieofllclieD  and  Garveo  geben  wir  in  |  4., 
^  t).  aaalUirlielMr  ein. 
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Berührung  für  die  Kommer^scbe  Fläche»  die  Doppeltangeuten  in  te 
Punkten  derselben  sind  vierfache  Tangenten,  jedem  Punkt  also  te 
Hanpttangentenenrve  für  sich  allein  entspricht  ein  Paukt  der  G^klide: 
die  Beziehung  ist  in  diesem  FUIe  eine  (1, 1)  dentige.  Die  entspre- 
chenden Punkte  der  Cyklide  bilden  die  singuUre  Erflmmungslinie,  ia 
welcher  die  Flftche  von  der  benachbarten  des  Systems  gcschoitlei 
wird;  denn  die  ausgezeicbiiete  Hanpttangentencanre  verwandelt  ddi 
ja  in  die  developpabcle  Focale,  und  diese  berührt  die  Cyklide  in 
jener  su%uiäreu  Krummungslinie. 

Wir  geben  den  erhaltenen  Besultaten  die  Fassung: 

,fDie  Beziehung  zwischen  Kummer'scher  Fläche  und  Cyklide  ist 
,«eine  derartige,  dass  im  Allgemeinen  je  zwei  Punkten  der  ersteres 
„nur  ein  Punkt  der  letzteren  entspricht,  nämlich  den  2  Berfthroogi« 
„punkten  einer  der  oo  '  Doppeltangenten,  die  »  0  angehören,  siss 
„der  00*  Pnnktkugeln,  welche  die  Cyklide  bilden^. 

,.Xur  die  Punkte  der  ausgezcichnc  cn  Haupttanf;entencurve  8ter 
„Ordnung  entsprechen  den  Punkten  der  aosgezeichueteu  singttl&rea 
«yKitUnmangslinie  ein*  eindeutig^. 

Da  den  Hanpttangcnten  der  Kuinmer*8chen  Fläche  die  Haupt- 
kugeln der  Cykhde  entsprechen,  so  finden  wir  überhaupt  den  Satz^): 

„Die  Haupttangentencurven  der  Eummer^schen  Fliehe  bilden  sich 
„in  die  KrflmmuDgslinien  der  Cyklide  ab*^ 

S  3.   Farameienerieiliuig  auf  dtr  JTtimmer'ftfAen  FUMie 

und  d^rm  Vkibßriragung. 

Jeden  Punkt  der  Kummer'schen  Fläche  können  wir,  krummlinige 
Goordinaten  einführend,  durch  die  beiden  Haapttaagentenciirven  be- 
stimmen, die  durch  ihn  hindurchlanfen: 

Ii  =  oonst;  =  const 
seien  die  Gleichungen  dieser  beiden  Haupttangentencurven.  Daua 
ist  durch  diese  Parameterwerte  der  bctrcffendo  Punkt  bestimmt,  aber 
nicht  eindeutif;? ;  die  beiden  Haupttangenteocnrvcn  16ter  Ordnung 
treffen  sich  ja  in  32  Punkten,  und  diese  32  Punkte  hangen  sämmt- 
lieh  von  denselben  Parameterwerten  uud  ab.  Um  die  einzelnen 
Punkte  der  Gruppe  zu  individualisiren,  nehmen  wir  als  Bestimmungs- 
stflcke  nidit  und  A, ,  sondern  die  beiden  überall  endlichen  Nomal- 
integmle  vom  Geschlecht  2,  Angeleitet  su  A|,  resp.  A^  als  obere  Grenssn 


9)  et  p.  es.,  Lie,  a.  a.  0»,  p.  177. 
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ond  als  Irrationalität  wo  die  Qi  die  Parameter  der  6 

tasgezeichnetou  Haupttangentencarven  Bter  Ordnung  bedeuten. 

Betrachten  wir  eine  solche  Gruppe  von  32  Punkten,  so  sehen 
wir,  dass  aus  einem  von  ihnen  15  weitere  hervorgehen  durch  15 
Collineatiouen  —  die  15  involutorischen  windschiefen  Perspectiven, 
die  sich  auf  die  15  Directricenpaarc,  also  die  15  Congruenzen 
=  0     -=  0  stützen. 

Die  16  noch  übrigen  bangen  von  den  16  schon  betrachteten 
dualistisch  ab.  Betrachten  wir  nämlich  einen  der  16  Punkte,  so  ge- 
hört zu  ihm  eine  Tangentialebene  an  die  Kummer'sche  Fläche;  in 
dieser  Tangentialebene  wird  eine  Gerade  des  Tangenteubüschels  dem 
ausgezeichneten  Complex  =■  0  angehören.  Diese  ist  Doppeltangente 
an  die  Kummer'sche  Fläche  und  liefert  infolgedessen  einen  2ten  Punkt 
der  Eummer'schen  Fläche.  So  erhalten  wir  zu  den  16  Punkten  noch 
16  weitere  hinzu. 

Das  Coordinatensystem  der  Haupttangentencurven  transformirt 
sich  nun  in  das  Coordinatensystem  der  Krümmuugslinien.  Wie  dort 
ein  Punkt  durch  die  hiudurchlaufcnden  Haupttaugcutencurveu  detinirt 
war,  ist  er  hier  definirt  durch  die  2  Krümmungscurven 

*=  «],  c,. 

Die  Haupttangentencurven  schneiden  sich  nun  in  32  Punkten, 
welche  auf  die  oben  bezeichnete  Weise  zusammenhangen  ;  je  2  der- 
selben liefern  aber  als  Berührungspuukte  einer  Doppeltangente,  welche 
dem  Complex  arg  -=  0  angehört,  denselben  Punkt  der  Cyklide. 

„Der  Gruppe  von  32  zusammengehörigen  Punkten  der  Kummer- 
„sehen  Fläche  entspricht  also  auf  der  Cyklide  eine  Gruppe  von  nur 
„16  Punkten,  welche  auseinander  durch  Spiegelung  au  den  Fuudamental- 
ftkugeln,  wie  dort  durch  Spiegelung  an  den  Congruenzen  xi  =■  0  xg  0, 
„(i  =-  1,  2...  5)  hervorgehen." 

Einem  Punkt  der  Kummor'schen  Fläche  entspricht  eine  Minimal- 
gerade,  welche  die  Cyklide  in  dem  Punkt  berührt,  welcher  der  Doppel - 
tiDgente  an  die  Kummer'sche  Fläche,  xg  —  0  augehörend,  entspricht, 
die  im  Ausgangspunkt  construkt  wurde.  Der  Tangentialebene  im 
Ausgangspunkt  au  die  Kummer'sche  Fläche  entspricht  die  2te  in 
jeuem  Punkt  der  Cyklide  berührende  Minimalgerade;  diese  letztere 
Hioimalgerade  ist  aber  auch  das  Bild  des  2ten  Punkts  der  Kümmer- 


te) Anjfahrliches  hierüber  siebe  p.  81. 
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sehen  Fläche,  der  zum  Ausgangspunkt  dualistisch  gehört,  ebenso  wio 
dio  erste  Minimalgerade  der  Taugeutialebenc  in  jenem  2ten  Punkt 
der  Kammcr'scheu  Fläche  entspricht. 

Machen  wir  demnach  eine  dualiatische  Umfornrang  im  Rairai  der 
Knnuner'schen  Flache ,  hinsichtlieh  des  linearen  Complexes  0, 
durch  welche  jeder  Punkt  in  dio  ihm  durch  den  linearen  Complei 
zugeonliieto  Ebene  und  jcdf'  l^bene  in  den  entspreclictidcu  Punkt 
verwandelt  wird ,  so  vertauschen  sich  die  beiden  Untergruppen  von 
je  16  Punkten  auf  der  Kummer*schen  Flüche.  Eine  solche  Vertau- 
schung ändert  aber  das  Cyklideusystem  in  keiner  Weise.  Die  in 
Rode  stehende  dualistische  Umformuug  des  einen  Baumes  bringt  im 
anderen  keinerlei  Aenderung  hervor. 

f  4.    Abbildung  von  Linienßächeny  deren  Erzeugende  dtm 
auigeuichnetm  üneare»  CompUx  angehörem. 

Im  Folgenden  wird  es  sich  vorzugsweise  darum  handela,  die 
Abbildung  von  Curvon  der  Kummer*8cheu  Fläche  auf  die  Cyklide  zu 
zu  leisten.  Wir  kuniiteu  zu  dem  Zwecke  die  Punkte  der  Curve  selbst 
abbilden  —  liinen  entsprechen  ja  im  Cyklideuraum  Minimalgerade, 
dio  die  Cyklide  in  jo  einem  Punkte  berühren  — ;  einfacher  gestalten 
sich  aber  die  Verhältnisse,  wenn  wir  in  jedem  Punkt  der  Cor^'e  auf 
der  Kummer*8cben  Fiftche  die  zugehörige  Doppeltangente  construiren^ 
die  dem  ausgezeichneten  Complex  angehört  Die  so  entsteheade 
Linienflfiche,  deren  Erzeugende  also  dem  ausgeseichneteii  linearen 
Complex  angehören,  bildet  sich  sofort  auf  eine  Curre  der  Cyldide 
ab;  jeder  Doppeltangeate  entspricht  Ja  ein  Punkt  der  CjkUde. 

Wir  betrachten  demnach  zunächst  allgemein  Linionflächeu, 
deren  Erzeugende  =  0  angehören,  und  deren  Abbildnn* 
gen,  und  stutzen  uns  hierbei  auf  ein  von  Herm  Klein  gütigst  sor 
VerflBgnng  gestelltes  Mannscript:  Zur  Theorie  der  linearen  Compleze, 
dessen  Resultate  die  eigenen  TcrvoUstftndigen  halfen. 

£he  wir  auf  die  in  Bede  stehende  Abbildung  selbst  eingebeo, 
irird  es  zweckmassig  sein,  gewisser  Ausnahmgebilde  Erwähnung  »i 
tun,  die  bei  unserer  Abbildung  sowohl  im  linearen  Complex  als  im 
Punktranra  auftreten. 

Im  Allgemeinen  ist  die  Abbildung  eine  (ll)dentige;  joder  Gera- 
den des  Complexes  entspricht  ein  Punkt  des  Cyklidenrauaies ;  es 
giebt  aber  eine  Gerade  des  Complexes  —  die  Fundamental- 
gerade")  — ,  der  Qo*  Punkte  entsprechen,  die  eine  ganze 


11)  cf.  Lie,  ft.  a.  0.  p.  16S. 
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Ebene  im  CyUideiinmni  erftUlen,  und  rnngekelirt  Punkte  im  Gj- 
klidenranm  —  aie  liegen  auf  einem  Kegelsclinitt  — ,  denen 
ein  gMuas  Bflscbel  von  Oeraden  des  Gomplex es  entspricht. 

Dieser  Kegelschnitt  ist  im  gegebenen  Falle  der  KngelkreiB. 
Jeden  Paukt  des  Kngelkreises  entqiricht  also  ein  Bflsehel  ?on  Gomplex- 
genden,  wi^cbem  die  Fnndamentalgerade  angehört;  durch  dasselbe 
wird  ein  Punkt  der  Fondamentalgeraden  und  eine  durch  sie  hindurch- 
gehende Ebene  dem  betreuenden  Punkt  des  Eugelkreiset  amgeoninet 

Um  die  YerhAltniase  der  Abbildung  klar  xn  flbersehen,  folgt  eine 
TlMle,  welche  entsprechende  Gebilde  einander  gegeuQberstellt.  soweit 
■e  Beug  haben  n  den  Ansnahmägebilden. 


Baum  den  Gomplezes. 
Die  Fondameatalgende  X: 

Eine  Complexlinie: 

£ine  Complexlinie,  die  L  schneidet : 

Dm  dadurch  beittmmte  Bflsehel: 

Die  Congmenz,  gebildet  yom  ge- 
gebenen Complez  und  den  durch 
dieFuodaraeutalgerade  bestimm- 
tenspeciellen^d.  h.  eine  lineare 
Congruenz  mit  als  Dop- 
pellinie: 

Eine  lin.  Congruenx  mitBop- 
peliinie,  die  L  enthalt, 
d.  h.  die  OD*  Linien  dei  Gom* 
jletes,  welche  eine  Gomplex- 
Ihiie  lebaddeu,  die  ihreneitB 
L  trifft: 

Eine  allgemeine  lin.  Con- 
gmenz, die  L  enthältond 
dem  Complex  angehört: 

Die  Directricen  dieser  Gon- 
iruena: 

Bne  allgemeine  lineare 
CoQgracQz,  die  L  nicht 
eutbält  and  dem  Complex 

aQi;ebört: 

Linienfiftche  2ten  Gra- 
des, welche  L  enth&it: 


Gjklidenraum. 
die  ooferne  Ebene, 
ein  Punkt. 

ein  Punkt  des  Kugelkreises, 
derselbe  Punkt  des  Kugelkreises. 


der  Kugelkreii. 


od'  Punkte,  eine  £bene  bildend, 
die  mit  dem  Kngelkreis  einen 
Punkt  gemein  hat,  d.  h.  eine 
Tangentialebene  an  den 
Kugelkreis. 


eine  £bene. 

die  beiden  Kreispunkte  der  Ebene. 

eine  Kugel ;  die  Ponkte  des  Kngel- 
kreises entsprechen  den  Geraden 
der  Congruenz,  die  L  schneiden. 

eine  Gerade,  die  den  Kugel- 
kreia  nicht  trifft 
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Kaum  des  Complexes. 
Die  Erzengende  Lt 

Eine  Linienfiftclie  2ten  Gra« 

des,  die  L  berührt: 
{L  schneidet  nur  eine  Erzeu- 
gende.) 


£inc  beliebige  Linieufläche 
2ton  Grades: 

{L  schneidet  2  Erzeagende,  be- 
stimmt also  2  Büschel  von  Com- 
plezgeraden.) 


Gyklidenraam. 

der  Schnitt  mit  der  oneadlidi 
fernen  Ebene. 

ein  Kreis,  der  die  unendlich 

ferno  £l>oiic  berührt,  d.  b. 
üur  einen  Kreispnnkt  hat.  Die 
Ebene  des  Kreises  entspricht 
der  linerireu  Conp^rueuz,  welche 
(üf»  pf'schuitteue  Krzeuge&de 
zur  DoppeiUnie  besitzt 
Ein  Kreis. 

(Den  beiden  Büscheln  entsprechei 
die  bdden  Kreispitnkte. 


Betrachten  wir  jetzt  eine  allgemeine  Linienflüche,  deren  Enet- 
gende  dem  linearen  Gomplez  angeh((ren.  Der  Orad  derselben,  d.  h. 
die  Zahl  der  Erzengenden,  die  von  einer  beliebigen  Geraden  ge- 
schnitten werden,  sei  n.  Der  Grad  wird  Im  Allgemeinen  mit  der 
Ordnung  und  Classe'*)  der  Linienflächc  übereinstimmen,  nur  wenn 
die  Erzeugenden  eine  Develoi>pabeIe  bilden,  ist  der  Grad  gleich  der 
Ordnung  der  Developpabelu  uud  der  Classe  der  zugeborigen  Raum- 
curve. 

Als  charakteristisch  Ist  femer  zu  betrachten: 

Das  Gesclilecht  p  (d.  h.  das  Geschlecht  der  ebenen  Schnittcnrre); 
Die  Zahl  der  Doppelerzeagenden  p 

und  der  stationären  Erzeugenden  tf. 

Die  Zahl  der  siugulareu  LiuiLii 

Die  Art  der  Brenucongrueaz^^).    Die  Breuncurvc  uud  Brenn- 
doveioppabele  der  letzteren  gicbt 

die  Doppelcurve  ^  )  ,         t   •  u 

nnd  die  DoppeldoTeloppabele  s}«»«  «<*  i^^^^- 

Es  möge  die  Linientiäcbe  die  bei  der  Abbildung  des  Compiexes 
benützte  Fundamentalgeradc  L  nicht  enthalten,  auch  möge  keine  ihrer 


IS)  Ordnung  und  Classe  sind  nach  einem  bekannten  SuUe  von  Cajlej  is 
diesem  Fnlle  gleich. 

13)  Unter  der  Brenncongrucnz  vcrttlehl  man  die  ob'  Gerndiji,  welche  toH 
der  Gesammtbeit  der  Büschel  berrahreo,  die  von  sieh  schneidenden  liinioa  der 
Fl&cbe  gebildet  werden. 
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aos^ezeichneten  Liaiea  der  linearen  Congraenz  augehörea,  deren 
lK>ppelüme  L  ist 

Dum  TerwaDdelt  sieb  die  Linienflftche  nten  Grades  ver- 
möge nnserer  Abbildnug  ia  eine  Curve  uieu  Grades,  die  den 
Kugelkreia  iu  n  getrenuten  Puuktcn  schneidet  —  die  FuuUa- 
mentalgerade  trifft  ja  n  Erzeugende  der  Linienfläcbe. 

Die  Anzabl  der  Doppelpunkte  wird  gleich  9,  die  Anzahl  der 
Reekkebrp unkte  9. 

Nun  ist  aber  das  Geschlecht  der  Linienfliehe,  wenn  die  Ordnung 
nd  daaae  der  DeppelcnrYe    A  ist 

(n~l)(n-2)  ^ 

(^V  ir  hallen  >a  das  Geschlecht  der  ebenen  Schoittcorve  zu  be- 
itmunen.) 

Der  Brenncurve  /<ter  Ordnung  entspricht  nnn'eino  Minimallinien- 
ditbe  :^Ater  Ordnung,  die  den  Kngelkreis  Afach  enthält.  Jede  Er- 
zeugende derselben  Bchneidet  die  Raumcarvc  2  mal,  entsprechend  dem 
Umstand,  dass  die  Brenncurve  erzeugt  wurde  durch  sich  schneidende 
Linien  der  Brenncongruenz.  Von  jedem  Punkt  des  Kugclkroises  lau- 
fen also  h  Erzeugende  der  Minimallinicnfläche  aus;  die  Baomcnnre 
nter  Ordnung,  die  der  Linieufläcbc  des  Complexnnmes  ent^richt, 
]iat  demnach  k  scheinbare  Doppelpunkte.  £s  ist  also  ihr  Geschlecht 

(n"l)(i>~2)  , 

P  g  

,,Ks  tiberträgt  sich  also  auch  das  Geschlecht  der  linienfl&che 
naiif  die  fiaumcorre  im  Qrklidenranm.'^ 

Als  Rang  der  I^a  am  curve  erhalten  wir 

r  -  11      1)       -  8^ — 8e 

Eb  ist  dies  auch  die  Ordnung  der  durch  dieseihe  bestimmten 
I>efeioppabelen.  Letztere  schneidet  den  Kugelkr^  ausser  in  den  n 
doppelt  sfthlend«  Punkten  in 

2(r  ~»)  Punkten; 

iottal  Hegen  also  IGnimalgenkde  auf  der  Developpabelen,  soviel  mal 
'ntldt  indem  Worten  die  Verbindungslinie  2er  benachbarter 
Puakte  derRaumcurre  Minimalgeradc.  ii,ia  derartiges  Vorkomm- 
liM  enUpricht  aber  einer  singulären  Linie  der  LinienflAcho 
ioa.  s.  HMk  «.  Ykf»,  %  iiiK  ttn  a  le 
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des  Complexraumes,  d.  h.  dem  Falle,  wo  eine  Erzeugcodc  m  j 
ihrer  beuücLbartca  goscliuitlcu  wird.   Wir  erhalten  demnach  ] 

,,Der  Anzahl  der  siuguiärcu  Linien  entspricht  also  die  Zahl  der  \ 
„Punkte,  in  denen  die  Developpabolo  der  Haumcarvo  vom  Kngelkreit 
„getroffen  vird  aoBser  den  n  doppolt  zülüenden  Punkten,  in  denen 
„die  Ranmcnrve  den  Eogelkreis  dnrcbeetzt'' 

Eine  beliebige  Erzeugende  der  Linienflache  wird  von  (n— 2) 
ilircsgleicheii  getroffen,  cino  Doppelerzeugcado,  rcsp.  stationäre  Er- 
zeugende von  (n  —  4)  andern  Erzeugenden.  Es  liegen  also  auf  jeder 
der  letzteren  (n  -4)  Doppelpunkte,  resp.  liackkebrpunktc  der  Doppel- 
cnrve.  Die  Anzahl  der  Doppelpunkte  resp.  BAckkehrpunkte 
der  Doppelcurve  ist  denuuush 

— 4)  resp.  a(n — 4). 

Ebenso  hat  die  Doppeldeveloppabele  ((ii— 4)  Doppelebenen  und 
4)  Inflexionsebenen,  welehe  sa  (n~4)  dnreh  die  (^-h«)  meh^ 
&chen  Erzeagenden  hindorchgehon  and  der  gleichen  Anzahl  m 
Doppel-  nnd  Bflckkehrpunkten  einzeln  entsprechen. 

Demgemäss  erhalten  wir  im  Punktraum  auf  der  Minimallinico- 
fläche»  deren  Erzengende  Secanten  der  RaommirTe  sind,  9(fi^4) 
Doppelerzengende  und  <r(n — 4)  stationäre  Erzengende«  die 
Jeweils  zn  (n^4)  durch  einen  PuiÜLt  der  Ranmcnrve  gehen. 

Jetzt  gilt  es  nun  noch,  die  Linienfläche,  deren  Erzeugende  dem 
ausgezeichneten  linearen  Complex  angehören,  in  Verbindung  zu  brin- 
gen mit  der  Ausgangscnrve  auf  der  Kummer'schen  Fläche,  läng» 
welcher  beide  Flächen  elliander  berOhren. 

Geheu  wir  also  aus  von  ciucr  beliebigen  Curve  auf  der  Kummer« 
sehen  Fläche,  deren  Ordnung  gleich  «  sei. 

CoDstruiren  wir  dann  in  jedem  Puukti'  dorsolbcu  die  Doppel- 
tangente, welche  dem  ausgezeichneten  imeareu  Coiupiex  uugi  buri,  su 
wird  deren  2ter  Berührungspunkt  im  Allgemeinen  kein  Punkt  der 
Cnrve  sein ,  wir  werden  also  neben  der  geLrebt  iien  Curvo  noch  eiae 
2te  auf  der  Kummer'schen  Fläche  ia  Betracht  zti  ziehen  hüben ,  die 
dieselbe  Linienfläche  liefert,  die  also  auch  dasselbe  Bild  auf  der 
Gyklide  hat. 

Die  Linienfläche,  welche  von  den  Doppeltangenlen  gebildet  wird, 
wäre  als  Schnitt  eines  linearen,  eines  quadratischen  nnd  eines  Com- 
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plexes  «ten  Grades  —  letzterer  ist  durch  die  Curve  nter  Ordnung 
bestimmt  —  von  der  Ordnung  in.  Diese  Zahl  redncirt  sich  aber 
Mf  die  HjUfta,  da  die  in  Bede  stehende  Cunre  auf  der  Brennfläche 
der  Congmeni  (d2)  verlänft.  Demnach  eiigiebt  sich  als  Ordnung  der 
Sten  „coiyugirten^  Cum  S».  Die  Singularitäten  der  ersten  Gurre 
finden  anf  der  2ten  ihr  dualistisches  Gegeostttck.  Dieser  Dualismus 
ist  aher  keiner  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes.  ConstrofreD  wir 
nämlich  in  allen  Punkten  der  ersten  Curve  die  Ebenen,  die  ihnen 
▼ennögc  des  au^gezoichncteu  linearen  Complexes  eutsprcchon,  so  bo- 
rQhren  dieselben  die  Kummcr'scho  Fläche  in  l'unkten,  deren  Gcsammt- 
beit  die  2te  zur  ersten  dualistisch  gehörende  Curve  bildet 

Der  Ordnung  n  der  Ausgangscurve  entspricht  die  Anzahl  von 
Tangentialebenen,  die  man  von  einem  beliebigen  Punkt  so  an  die 

Kummer'sche  Fläche  legen  kann,  dass  sie  in  einem  Punkt  der  2 ten 
Curve  berühren;  dagegen  entspricht  der  Au/alil  von  Tangentialebenen, 
die  man  von  einem  beliebigen  Punkt  so  an  dio  Kummer'sche  Flaclio 
legen  kann,  dass  sie  in  einem  Punkt  der  Ausgangscurve  berühren ^*), 
die  Ordnung  der  2  ten  „coi^jugirteu*^  Curve. 

In  speeiellen  Fällen  kann  die  3te  conjugirte  Curve  mit  der  ur- 

sprflnglichen  zusammenfallen.  Dies  geschieht  z.  B.  bei  deu  Haupt- 
tangenteneurven ;  in  diesem  Falle  ist  die  Curve  zu  sich  selbst  dua- 
listisch und  zwar  bei  den  Haupttaugeutencurveu  im  laudläuiigou  Sinne 
des  Wortes,  da  die  Tangentialebenen  an  die  Kummer'sche  Fläche  in 
Punkten  einer  Hauptangentencurve  OscnlatioTisebenen  au  letztere  sind; 
Jas  stimmt  mit  dem  Umstand,  dass  Ordnung  und  Classc  der  llaupt- 
tangentencarve  gleich  sind.  Die  Liuientläche  der  Doppeltangen teu 
kann  in  letzterem  Falle  als  Schnitt  eines  linearen  und  2 er  quadra- 
tischer Complexe  angesehen  werden,  ist  also  von  der  8ten  Ordnung 
ihr  die  Haupttangentcncarvcn  16tor  Ordnung;  f&r  die  Uanpttangenten- 
curven  8tcr  Ordnung  wird  sie  von  der  4  ten  Ordnung  (als  Schnitt 
2er  linearer  und  eines  quadratischen  Complexes). 

Ist  demnach  die  Ordnung  der  auf  der  Kummer'scheu  Fläche  ge- 
gsbeiK»  Curve    so  ist  im  Allgemeinen  der  Grad  der  Linienflftche  2». 

Wir  haben  also  den  Satz: 

„£iner  Curve  »ter  Ordnung  auf  der  Knmmer^schen  Fläche  ent- 
nspricht  im  AUgemeinett  eine  Curve  2fiter  Ordnung  auf  der  Cjrklide.'^ 


U)  DicM  Anuhl  erhält  man,  indem  man  die  SchnitSpnnktc  der  Curve 
Bit  der  «ntMl  Polare  der  Fliehe  in  Bezug  anf  den  angenommencD  Vnukt 
•«cht;  in  noferm  Falle  erh&It  man  «o  Sn»  «iie  ZaU»  die  wir  icboa  oben  für 
fii  OidniiQg  der  tten  Cnnre  ikudeo. 

IS» 
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Tritt  dagegen  der  Fall  ein«  wo  sftmntüiebo  2toii  Berflhmqgi- 
pankte  der  Doppeltangenten  wiedemm  Punkte  der  Corre  sind,  di» 
conjugirte  Corre  also  mit  der  ursprflnglichen  znsammenfiUlt,  lo  iü 

die  Ordnung,  resp.  der  Grad  der  Linienflftclie  nnr  2  •  ebenso  ist  dsoa 

die  Ordnung  der  Car?e'  auf  der  Qrklide  g    So  ist  es,  wie  gessgl, 

bei  den  Ilaapttangentcncnrven ihnen  entsprecbon  die  KrUmmnngs- 
iinicn  8ter  resp.  4ter  Ordnung  der  CykUde. 

Die  B  o  p  p  e  1  p  u nk te  der  gegebenen  Cunre  auf  der  Kommer^sebes 
FIftcbe  ergeben  Doppelerzeagende  der  Linienflflcihe,  die  von  den 
Doppeltangenten  gebildet  wird.  Es  ergiebt  sich  dennaeh  der  8sls: 

^Den  Doppelpunkten  der  Curve  auf  der  Kummer'schen  FUdie 
^lentspreefaen  wiederum  Doppelpunkte  der  Gnrve  auf  der  Oyklide.^ 

Hat  dagegen  die  Curve  auf  der  Kummer'schen  Flache  eine  Sj  itze, 
80  liegen  3  aufeinanderfolgende  Erzengende  der  Linienfl&che  in  der- 
selben Ebene;  es  liegen  also  3  aufeinanderfolgende  Punkte  der  Carre 
im  Cyklidenraum  auf  derselben  Minimalgeraden;  wir  erhalten  eiusfi 
Tangenteninflexionspunkt  Hat  umgekehrt  die  Curve  auf  der  Kummer^ 
sehen  Flftche  einen  Tangenteninflexionspunkt,  dann  ist  die  Taqgesks 
in  diesem  Punkt  Haupttangento  an  die  Kummer'sche  Fliehe.  Ibr 
entspricht  eine  Hanptkugcl,  welche  die  Gyklide  in  dem  entspreebei- 
den  Punkte  osculirt;  eine  solcho  schneidet  liber  in  einer  Curve  mit 
Spitze  in  diesem  Punkte;  infolgedessen  bekommt  die  Curve  im  Cy- 
klidenraum eine  Spitze.   Wir  sehen  also: 

„Den  Spitzen  und  Tangenteniuflexionspnnkten  der  Curve  auf  der 
,^ummer^scben  Flflche  entsprechen  resp.  Tangenteninflesionspunkle 
„und  Spitzen  der  entsprechenden  Curve  im  Cyklidenranm.  Diese 
letzteren  Tangenteninflczionspunkte  sind  notwendig  imagin&r.** 

Da  das  Geiehlecht  der  Cunre  auf  der  Cyklide  flberdies  noch  von 
der  Ordnung  der  Doppelcurve  h  der  Linienflftche  abhAngt,  und  A  von 
den  Singularitäten  der  Curve  auf  der  Kummerschen  Flftche,  welche 
deren  Geschlecht  bestimmen,  unabhängig  ist,  so  sdien  wir,  dass  man 

von  dem  Geschlecht  der  Cunre  auf  der  Kummer'schen  Fläche  noch 

nicht  aui  day  der  Curve  auf  der  Cyklide  schlicssen  kauu ,  sondern 
erst  die  Linienfläche  gebildet  von  den  Doppeltangenten  construircn 
mnss.  Dann  aber  erhält  man,  wie  wir  sahen,  vollständigen  Aufschiuss 
Uber  alle  in  Frage  kommenden  Singularitäten. 

Wir  wollen  noch  ergänzend  erwähnen :  Geht  die  Curve  auf  der 
Kummer'schea  Fläche  durch  einen  Knotenpunkt  hindurch,  so  konunt 
zu  der  Linienfläche  «ten  Grades  der  Doppeltaitgenten  noch  eine 
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Linienfläche  ersten  Grades,  ein  GeradenbüscheP*),  hinzu;  infolgedessen 
erhalten  wir  als  Bild  auf  der  Cyklide  die  Curvo  2nter  Ordnung  in 
Verbindung  mit  einer  auf  der  Cyklido  liegenden  Minimalgcradon. 

II.  Capitel. 
Kummer'sohe  Fläche  und  Cyklide  unter  BerQoksiohtigung  der  G. 

Auf  dreierlei  Weisen  wurde,  wie  schon  in  der  Einleitung  er- 
wähnt, die  Kummer'scho  Fläche  durch  hyperelliptischo  Functionen 
(Tom  Geschlecht  2)  dargestellt.   Wir  haben  sachlich  geordnet: 

1)  Die  liniengo ometrische  Darstellung  Röhns. 

2)  Die  Borchardt'scho  Darstellung,  beruhend  auf  einer 
Göperschen  biquadratischen  Relation. 

3)  Die  Wober'sche  Darstellung. 

In  dieser  Aufeinanderfolge  ist  uns  zugleich  das  Eintoilungsprincip 
gegeben,  dem  wir  folgen  werden. 

§  1.    Die  liniengeometrische  Darstellung  der  Kummer  sehen  FU'iehe 
vnd  die  hierauf  basircnde  Uebertragungsweise. 

Wir  wissen,  dass  wir  die  Punkte  der  Kummer* sehen  Fläche  bo- 
bestimmen  können  durch  die  hindurchlaufendeu  Haupttangontencurvon, 
indem  wir  das  System  der  letzteren  zum  krummlinigen  Coordinatcu- 
system  wählen;  wir  wissen  aber  auch^^),  dass  durch  die  Parameter- 
werte  2  er  Haupttangente ncurven 

Aj  =  «j,  — 

ein  Punkt  der  Kummer'schen  Fläche  nicht  eindeutig  bestimmt  ist 
sondern  dass  wir  die  Wahl  unter  32  Punkten  haben.  Um  diesem 
Uebclstande  abzuhelfen,  charakterisiren  wir  den  Punkt  der  Kummer- 
Bchen  Fläche  nicht  durch  die  2  Parameter  und  der  beiden  durch 
ilin  hindurch  gehenden  Haupttangentcncurvcu  selbst,  sondern  durch 
die  Nonnalintegrale  erster  Gattung  vom  Geschlecht  2: 

1) 

Aj,^  l^^A  ^ly-^  ^2f'^ 

a  ß  a  ß 


15)  In  einer  der  Doppeltangentialebcncn,  die  durch  den  Knotenpunkt  gehen 

16)  cf.  p.  66.  .^K^^^ 
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in  denen  i|  nnd  Xf  aU  obere  Grenzen  anftrelea,  während  die  Wahl 
der  unteren  Grenzen  «  nnd  ß  noch  in  nnserer  Hand  steht,  and  A 
den  Wert  hat: 

2)         ^  -  y (A  -     {k  -  cj,)  ( A  -     (A  -     (i  -  c^)  (.1  -  cg) 

WO  die  Parameter  der  6  Haapttangenteneonren  8ter  Oidr 

nnng  bedeoten.^0 

Bezeichnen  wir  nun  mit  II  ein  Moltiplam  von  Perioden,  ao 
lassen  wir  von  den  Aofldrflcken 

8)  ±u'±u"+n 

diejenigen  denselben  Fankt  der  Enmmor^scfaen  Fliehe  bedeuten,  weldu 
sich  durch  eine  gerade  Anzahl  von  Vorzeichen  und  durch  gerade 
Hultfpla  von  Perioden  nnteracheiden,  während  sämmtliche  AnsdrAdn 

zubammengcuommcu  die  32  zusammongohörigon  Punkte  liefern. 

Unsere  Gruppe  von  82  Punkten  sondert  sich,  wie  wir  wiasest 
in  2  Untergruppen  von  je  16  Punkten.  Diese  16  Punkte  daer  UBte^ 
gruppe  nntersehdden  wur  durch  die  16  verschiedenen  Perioden  m 
einander,  die  bei  Integralen  erster  Gattung  vom  Geschlecht  2  mflglicli 
sind.  Ist  der  Ausgangspunkt  dargestellt  durch 

SO  erh&lt  man  die  15  zugehörigen  Punkte  der  Untergruppe  also  dareh 
ZufBgen  von  den  15  von  0  |  0  verschiedenen  Perioden: 

«u  I  Oll  «HO 
%i+*»l«ia  «11  +  «»  l«if+w* 

ni\  m*  an  +  «if  +  w«  I  ai2+«fs  +  wt 

ajj+Ttt  I  a„-f  ni:  «ji  +  «i*  +  ^*  I  «it  +  a« 

«11  +  »»  I  ««  I  «11  l  «it+w» 

«11 +  «11  I  «2l2  +  "w4-^» 

«ii+«ii  I  «ia+«at 
«it  I  «at 

Öji  I        +  Ä» 

0  1  ni 

wenn  die  Perioden  gegeben  sind  durch  das  Schema: 


17)  Es  ioi  ffir  ihis  Folgende  bemerkt,  duss  wir  uns  biosichtlich  der  Tlieorie 
der  liypeicIliptiBohcn  Integrale  und  iunclioncn  nn  ITprrn  Piym  „Neur  Theorie 
drr  uliriiclliptischcn  Functionen",  Dcnkscliriften  der  Wiener  Akndrmic,  Bd.  *i 
und  Ilcrrn  Krazer:  „Theorie  der  2fiacb  unendlicbeQ  ^Ueihen",  Leipng  lISSi 
AnscbU«MeB  werden. 
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a^2 

0 

S 

«81 

0 

ni 

und  die  Riemann'sche  2  blättrige  Fläche  für  ^  =  2  die  charakteristische 
Zerschneid oDg  zeigt  (s.  Fig.  5.) 

Die  Punkte  der  aDdern  Untergruppe  unterscheiden  sich  von  den 
entsprechenden  Punkten  der  ersten  durch  das  Vorzeichen  von  u\ 
oder  u'  was  dasselbe  besagen  will  bei  unserer  Festsetzung  auf  p.  246. 

Durch  unsern  linearen  Complox  Xq  =  0  worden  nun  solche  Punkte 
einander  zugeordnet.   Gehen  wir  von  dem  Punkt 

»/+«,"  1  <+< 

aus  und  nehmen  diejenige  Ebene,  welche  ihm  durch  den  Complcx 
Tg  =  0  entspricht,  so  ist  deren  Berührungspunkt  mit  der  Kummer- 
schcn  Fläche  der  dualistisch  zum  ersten  gehörige  Punkt,  dem  die 
Argumente  zukommen 

ttj— Uj     I  t*,— t*,  . 

Beide  Punkte  liefern  nun  gemeinsam  denselben  Punkt  der  Cy- 
klide,  dem  also  2  Argumentenwerto  mod.  doppelter  Perioden  zukom- 
men. Aus  ihm  erhalten  wir  15  weitere  durch  Zufügen  der  15  von 
0  I  0  verschiedenen  Periodenmultipla. 

Wir  erhalten  demnach  den  Satz: 

„Je  2  Punkte  der  Kummer*schen  Fläche,  deren  Argumente  sich 
„simultan  in  die  Form  setzen  lassen 

«i'+«r  1  nnd  u/-<lt*.'-u,", 

,4iefcm  denselben  Punkt  der  Cyklido." 

„Ebenso  Iftsst  eine  simultane  Umkehr  beider  Vorzeichen  den 
„Punkt  der  Cyklide  ungeändert." 

„Vermehren  wir  diese  Argumente  um  die  15  möglichen  von  0 
„verschiedenen  Perioden  (mod.  2  genommen),  so  erhält  man  auf  der 
„Cyklide  aus  einem  vorgegebenen  Punkte  die  15,  welche  durch  Spie- 
ngcluDg  an  den  Fundamentalkugeln  aus  ihm  hervorgehen,  gerade  so, 
„wie  man  auf  der  Kummer'schen  Fläche  aus  dem  entsprechenden 
„Puuktcpaare  15  weitere  erhält,  die  durch  Spiegelung  au  den  Con- 
„graenzeu  xi  =  0     «  0  aus  ihm  hervorgehen. 
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Carveus^  ätomo. 
Jetet  nehmen  wir  miflere  ArgvmMite 

zu  den  Argumenten  von  0  Functionen  Tom  Geschlecht  2,  nnd  fragen 
zunächst,  waa  bedeutete  das  Nullsetzcn 

a.  Der  6  ungeraden  ^Fanctionea? 

IH«  6  ongmden  4^Fanctiottenf  ißMk  Noll  gesetit»  Keiarn  nMt- 
lich  anf  der  KunniAr^schea  FIfldie  die  6  HaupUaageDteaenmn  8tar 
Ordnung,  da  wir  die  Parameter  defselben  za  YenweigmigspiuikteB 
genommen  haben. 

Bemeotspreehend  erhalten  wir  anf  der  Cyklide  6  ausgeselchiieto 
Krnmmnngtlinien.  Wir  viiaen  schon,  dass  die  Hanpttangentancnrre 
Issc^  ftbergeführt  nird  in  die  dngailre  Eirammnngslinie  8ter  Ofd- 
nnng,  in  welcher  die  Cyklide  Yon  der  benachbarten  geschnitten  wird'*). 
Beide  CnrTen  sind  derartig  anf  einander  beaogeu,  dass  den  Tangentea 
der  einen  die  Punkte  der  andern,  den  Punkten  der  einen  die  Tan- 
genten der  andern  cutsprcchcu;  sie  sind  reciproke  Curveu  im  Siime 
des  Herru  Lii Die  Spitzen  der  einen  verwandeln  sich,  wie  wir 
wissen,  in  die  stationären  Tangenten  der  anderen  Cnrve  uml  umge- 
kehrt. Da  nun  die  6  ansgezeichneten  Haupttangentencurvcu  Hter 
Ordnung  anf  der  Kumraer'scheu  Fläclio  4^»  stationäre  Tangenten  und 
keine  Spitzen  haben,  so  hat  die  singulare  Krümmungslinie,  längs 
welcher  die  developpabeie  Focalo  der  Cyklide  berührt,  keine  statio- 
nftren  Tangenten,  aber  40  Spitzen.  (Die  40  Osculationskugeln  iu 
diesen  Punkten  sind  HypeioscnlatioaskQgela  und  achaeiden  die  Cykikie 
lAngs  2  er  Geraden  nnd  eines  Kreises,  der  dareh  den  Sehaitt  dsr 
beiden  Geraden  geht,  die  40  Pankte  sind  die  40  Kabeipankte  der 
pyklidex»). 

Bio  übrigen  5  ausgezeichneten  Haupttangcntencurvcn  erbaltoji 
wir  für  A  <—  «r»,  t  «-  1,  2,  3,  4,  5.  Ihnen  entsprechen  auf  der  Cyklide 
die  5  ausgezeichneten  Krnmmungslinien  4ter  Ordnung, 
die  6 Focalcurven,  die  ansgeschnitlien  werden fon  den^Fnada* 
mentalkngein. 

In  diesem  Failc  gihorl  die  Linieuflächc,  dcrcu  Erzeugende  die 
ängs  der  betreffenden  ausgezeichneten  Haupttangentoncurve  couatruir- 


IS)  ftch»  p.  6S. 

IS)  LIe»  a.  «.  a,  p.  164. 

SO)  DarboQx,  a.  a.  Ot  p,  809. 
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ten  Doppcltangcnten  an  die  Kummer'sche  Fläche,  dem  Coraplex  2*6  0 
ZQgehörend,  sind,  einer  linearen  Congruenz  an;  infolgedessen 
Kegt  die  entsprechende  Cnrve  im  Cyklidenraume  in  der  Tat  auf  einer 
Kugel,  and  zwar  einer  der  5  Fandamentalkugeln. 

Die  Linienfläche  ist  vom  4tenGrado  nndbat  das  Geschlecht 
1,  enthält  jede  der  Directrieen  der  Congmenz  doppelt  und  hat 
8  singuläre  Linien,  4  davon  haben  ihren  zugehörigen  singulären 
Ponkt  in  einer  der  Direktricen,  während  ihre  Ebenen  durch  die 
andere  gehen;  bei  den  4  übrigen  findet  das  Umgekehrte  statt 

Infolgedessen  hat  die  Curvc  auf  der  Cyklide  von  der  4 ton 
Ordnung  ebenfalls  das  Geschlecht  1,  und  es  tritt  achtmal  der 
Fall  ein,  dass  eine  Tangente  der  Cnrve  Minimalgerade  ist; 
diese  Tangenten  sind  Erzeugende  der  betreffenden  Fundamental- 
kagel,  4  Erzeugende  der  einen,  4  Erzeugende  der  andern  Art. 

b.   Die  10  geraden  6  Functionen. 

Wir  wissen ,  dass  auf  der  Kummer'schcn  Fläche  den  10  gleich 
Null  gesetzten  geraden  -^Fuuctioncn  mit  den  in  Rede  stehenden 
Argumenten  die  Schnittlinien  mit  den  10  Fundamentalflächen  2ter 
Ordnung  entsprechen,  also  Curven  achter  Ordnung*'). 

Dementsprechend  erhalten  wir  auf  der  Cyklide  Curven  16ter 
Ordnung,  welche  den  Bertihrungsschnitt  bilden  mit  Minimalflächen 
16ter  Ordnung,  welche  den  Kugelkrcis  8  fach  enthalten  und  einen  der 
Fnndamentalkreisc  als  Leitlinie  (4  fach  zählend)  besitzen.  Man  gelangt 
zu  einer  dieser  Minimallinienflächen ,  wenn  man  die  Punkte  der 
Cnrve  der  Kummer'schen  Fläche  abbildet.  Natürlich  erhält  man  die- 
selbe Curvc  auf  der  Cyklide,  wenn  man  die  Linienfläche  16  ten  Grades 
constmirt,  welche  von  den  Doppoltangenten  gebildet  wird,  und  diese 
dann  der  Abbildung  unterwirft. 

Wir  fassen  das  Resultat  in  den  Satz  zusammen: 

„Den  10  geraden  ©Functionen,  gleich  Null  gesetzt,  entsprechen 
.,10  Curven  16ter  Ordnung  auf  der  Cyklide.    Dieselben  können  auf- 
7ofasst  werden  als  der  Bertihrungsschnitt  mit  10  Minimallinienflächen 
I6ter  Ordnung,  die  den  Kugclkreis  achtfach  enthalten  und  je  einen 
„der  Fundamentalkreiso  als  Leitlinie  (4  fach  zählend)  besitzen." 


21)  Man  vergleiche  Röhn  :  Betrachtungen  über  die  Kummcr'sche  Fläche  und 
ibren  Zutammenbang  mit  den  hypercll.  Funct.  p  =  2,  Diss.,  ferner  die  ge- 
naoote  Arbeit  desselben  Verfassers  im  15.  B.  der  Math.  Ann. 
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c  Die  GnrveiuGbur  (^(«1—0)  —  0 

(«I  i  €i  =  einfachea  Integralen.) 

—  e)  =  0  stellt  auf  der  KumnierVhen  Fläche  die  Schaar 
der  Haiipttangeuteiiparven  16ter  Ordnung  mit  16  SpiUea  and  96 
staüoimren  Tangenten  dar. 

Die  HanpttaBgencnnren  verwandeln  sich  nadi  den  frflbereii  8 
in  die  Krammnngslinien  8ter  Ordnung  auf  der  Qrklidc,  die  also  IS 
stationftre  Tangenten,  die  zugleich  MinlmalHnien  sind,  nnd  96  Spitzea 

haben  müssen.  Dass  damit  die  Zahl  der  stationären  Taugenten  über- 
haupt nicht  erschöpft  ist,  geht  daraus  hervor,  dass  sich  auch  eine 
stationäre  Tangente  einstellt,  —  welche  in  diesem  Falle  reell  sein 
kann,  —  wenn  3  aufeinanderfolgende  Erzeugende  der  Doppeltangenten- 
flächo  einer  Erzeugung  einer  Fläche  2teu  Grades  angehören,  welche 
die  1^  Uli  iam  nralgeradc  dos  Complcxraumea  ebenfalls  als  ikzengoade 
derselben  Art  enthält 

„Die  Gleichungen  ^(m  -  r)  «=  0,  wo  )  einfachen  Integralen 
„congrueut  sind,  stellen  bei  veränderlicher  obrer  Grenze  dieser  ein- 
„facbeu  Integrale  die  Schaar  der  KrümmungsÜiüeu  auf  der  Cyklide  dar.^ 

d.  Die  Curvcnscbaar  ^(u  — e)     0  bei  beliebigem     \  «1 

Wenn  für  einen  Punkt  der  Knmmendien  Flidie  4^(ti— «)=0 
ist,  so  muss  für  denselben  Punkt  auch 

sein;  denn  ebenso  wie  der  bc treffende  Punkt  durch  u,'4-**i"  I  »«5'+«?" 
charakterisirt  ist,  können  wir  ihn  auch  bestimmen  durch  die  Aign- 
mente  mit  entg^engesetzten  Yorseichen 

Ist  also  (^(»—0)     0,  80  mttu  auch 

^(ift— e).^(tt-|-0)  —  0  sein. 

Nun  iät  aber  nach  dein  Additiousthüorem  der  v^FuucüoneB''^ 

-  ^0'  (t*)  ^0*  W + ^1*  (")  ^i'  W + (")         + K  («)  ^3^(0 

wo  3  angerade  4^ Functionen  sind,  deren  Chankteristikm 

die  Summe  0  ergeben. 

SS)  ef.  s.  B.  Krastr»  Theorie  der  Sfacb  uDendlichen  ^Beihen  p.  S9. 


mit  DoppelkfgeUcfiintt  durch  hyptreUiptische  Functionen. 
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Der  letztere  Ausdruck,  gleich  Null  gesetzt,  stellt  aber  auf  der 
Kammer*schen  Fläche  eine  Cnrvenschaar  16ter  Ordnung  dar,  wie  sich 
bei  der  Ucberlegung  ergiebt,  was  die  ^Quadrate  zu  bedeuten  haben. 
(Man  vergl.  übrigens  die  Seminarvorträge  des  Herrn  Klein  im  W./S.  83 
„üeber  die  Kummer'sche  Fläche".) 

„Wir  erhalten  also  auch  auf  der  Cyklide  eine  oc*  Schaar  von 
^Carven  IGter  Ordnung,  die  den  Kugclkreis  in  IQ  getrennten  Punk- 
„ten  treffen/' 

§  2.    Die  Bor chartW sehe  Darstellung  der  Kummer" sehen  Flache 
unti  die  hierauf  sich  grütulende  lieber tragungsweise. 

I.    Allgemeine  Bemerkungen. 

Die  Borchardt'scho  Darstellungsweiso  ergiebt  sich  aus  der  im 
vorigen  Paragraphen  erörterten  durch  Anwendung  einer  quadratischen 
Transformation,  so  dass  die  transformirten  ^Functionen  —  wir  wollen 
sie  mit  einem  Acccnt  bezeichnen,  —  nur  noch  die  halben  Argumente 
haben  und  nur  4  für  die  Transformation  charakteristischen  Perioden 
angeändert  geblieben  sind.  Es  gehört  infolgedessen  zu  einer  jeden 
Classe  von  quadratischen  Transformationen  —  deren  wir  15  haben  — 
als  charakteristisch  eine  Gruppe  von  4  ^Functionen,  die  ein 
Vicrersystem  erster  Art,  eine  Göperscho  Vier*^)  bilden.  Solche  4 
^Functionen  sind  durch  eine  GöpeTscho  biquadratische  Re- 
lation mit  einander  verbunden,  deren  wir  also  auch  15  wesentlich 
verschiedene  haben. 

Eine  solche  Göpersche  Relation  stellt  nun  die  Gleichung  der 
Kummer'schen  Fläche,  bezogen  auf  eines  der  15  Fundamental tetraeder 
dar  (siehe  Teil  II.,  Cap.  1.,  §  1.  p.  227.)  Die  ^Functionen,  welche 
die  Relation  bilden,  geben,  ohno  Rücksicht  auf  die  Kummer'sche 
Fläche  einzeln  gleich  Null  gesetzt,  die  Gleichungen  der  4  Ebenen, 
welche  das  Fuudamentaltetraeder  bilden.  Mit  ihren  Vorzeichen- 
änderungen und  Vertauschungen  bedcnten  sie  die  homogenen  Punkto- 
ordinaten  von  16  zusammengehörigen  Punkten  der  Kummcr*schen 
Fläche  bezogen  auf  eins  der  15  Fundamentaltetraeder**).  Die  Gruppe 
solcher  16  Punkte  zerlegt  sich  wiederum  in  4  Untergruppen;  die  4 
Punkte  einer  Untergruppe  unterscheiden  sich  in  den  Coordinaten 
durch  2  Vorzeichenwechsel,  dagegen  gelangt  man  von  einer  Untcr- 


23)  siehe  Krazcr,  a.  a  0.  p.  SO,  p.  61. 

24)  Göpel:  Thcoriae  trnnscendcnlium  AbelinnnrQm  primi  ordinis  adum- 
bniio  IcTi»,  Cr.  Jonrn  ,  Bd.  35,  p.  292,  Formel  30. 

25)  Röhn,  Bd.  15  der  Anoalen  p.  344.  <^ 
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gruppo  zur  andern,  indem  man  die  Coordinaten  in  2  Paare  teilt  Dod 
die  Elemente  jedes  Paares  mit  ciDauder  vertauscht'*). 

Als  Beispiel  einer  solchen  GöpePschen  Belation  fillnen  ivir  die 
von  H.  Borcbardt     za  Gmnde  gelegte  Gleichung  nn: 

^5*-Ko'*+^m'*+<^i4'*+2(5)(0)(23)(14)X 

ngt^((5)»+c(0)»+g'(23)^+fg7lt)^)  

K6)«(0)«-(23WU)"}  {(5rt23J»-(0)«(14n  R5)«(14)>-(0rt23rt 

(5)^+(0)*-(23)*)-(14)» 


(5)«(0)*-(23)»(14)^ 


(5)^+(23)^(0)^-(l  1)^ 
(ö)*(23J»— (0)«(14)«    *^        —  ' 

 (5)«(14)>-(0)*(23)~'^»  ^»  ^• 

(Hierin  siud  die  Vorzeichen  noch  nicht  vollständig  bestimmt;  bei 
Herrn  Erazer  findet  man  dagegen,  a.  a,  0.  p.  65.,  Formel  m,  eine 
Gleichnng,  die  sämmtliche  GOpd'sche  Relationen  mit  Angabe  sDer 
Vorzeichen  nmfasst) 

Die  Constanten  (5),  (0),  (23),  (14)  liefern  die  iiomogenan  Cooi> 
dinaten  der  16  Knotenpunkte  der  Knmmer'schen  Fi&che. 

Im  Ganzen  liaUeu  wir.,  wie  schvn  gesagt,  15  derartige  Darstel- 
lungen, entsprechend  den  15  Göpi  Tsciit  n  Relationen  und  den  15 
Classen  von  quadratischen  Transformationen.  Der  LmstaTid,  dass 
jede  Classe  noch  eine  Gruppe  von  24  Traustormationen  outhält,  tiudct 
darin  seine  Begründung,  dass  nach  Auswahl  des  Tetraeders  die  Ecken 
desselben  noch  24  Permatationen  gestatten. 

Wie  uuii  eine  solche  biquadratische  Göpersche  Relation  die  Kum- 
mer'scho  Fläche  darstellt,  so  >vird  dieselbe  nach  Ausführung  dor 
Berührungstransforniation  auch  die  Cyklide  darstellen  und  zwar  be- 
zogen auf  eins  der  15  räumlichen  Vierseito,  welche  den  15  Fonda- 
mentaltetraedem  entsprechen  (cf.  p.  233.) 

Jedes  der  4  ^\  welche  die  Göpersche  Relation  bilden,  für  sich 
gleich  ^uU  gesetzt,  stellt  die  betreöcudc  Miaimalgerado  dar,  welche 


56)  Boho,  a.     0.  p.  SS7. 

57)  Borehardt,  Grelle's  Josnitl  Bd.  SS,  p.  98S.  Di«  BsMicbnang  dor 
iMch  Weier  •traft. 

9S)  Hierbei  sind  die  Arganeiifte  der  ^'  weggelaiaeo  and  Ar  die  llitt* 
werte  abkfiraend  die  bloMeii  Charaklerietikea  geeeCit 
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eta  Bestandteil  des  rftnmlichen  Vieneits  ist*^.  Die  4  d'Fanctionen 
«teilen  mit  den  Yoneiche&wecbseln  nnd  Yertanschnngen,  wie  sie  sich 
tnf  p.  252.  für  die  Gruppe  der  16  Pnnkte  der  Eummer'schen  Flftche 
ergaben,  die  Coordinaten  einer  Gruppe  von  16  die  Gykllde  in  je 
einem  Pnnkte  berflhrenden  Minimalgeradon  dar,  die  sich  ebenso  wie 
die  Gruppen  der  16  Punkte  der  Kummcr'scheii  Flüche  iu  4  Uuter- 
gmppi'u  sondert.  Die  4  iu  der  Gleichung  auftretenden  Constanten 
besümmen  mit  ihren  VorzeicheDcunibiiJütiünon  dio  ir»  Miuimalgeradcn, 
die  auf  der  Cyklide  liegen;  denn  diese  eutspreciiou  den  16  Knotea- 
pnukten,  resp.  den  singuilLren  Kbeucu. 

Wir  erhalten  demnach  die  Sätze: 

„Eine  der  15  hiqnadratischen  Gdpel'schen  Relationen,  welche 
nswiscben  4  9"%  die  einem  TierersTStem  Iter  Art  angehören,  he- 
nStehen,  liefert  die  Gldchnng  der  Cyklide  in  homogenen  Minimal- 
Jiniencoofdinaten  belogen  anf  eines  der  rinmiichea  Yierteite,  welche 
fjusB  MinimatHnien  sosammengesetzt  sind,  nnd  deren  Ecken  von  den 
,,Pankt6n  gebildet  werden,  iu  deuen  je  3  der  Fundaineutalkugeln  sich 
„treffen". 

Die  Gmppimng  dieser  rftnmlichen  Yierseite  seigt  uns  {  1.  des 
Iten  Capitels  des  2ten  Teils,  p.  233. 

„Die  B'  Functionen,  welche  die  Relation  bilden,  liefern  dio  Coor- 
.,di Daten  von  je  16  snsammengehörigen  Minimalgeraden,  welche  die 
„Cyklide  berahreu.  Sie  sondern  sich  wieder  in  4  Untergruppen  von 
«je  4  Minimalgeraden.  Die  Minimalgeraden  einer  Untergruppe  anter- 
Wicheiden  sich  in  den  Coordinaten  durch  2  Yorzeichenwechsel;  da* 
MgVgea  gelangt  man  von  einer  Untergruppe  zur  andern,  indem  man 
fidie  Coordinaten  in  2  Paare  t^t  nnd  die  Elemente  Jedes  Paares 
„mit  ehumder  vertaiischt". 

II.  Curvensystema 

a.  Die  16  einfachen  ^' Fonctioneu. 

Prägen  wir,  was  auf  der  Kummer'schcu  Fläche  die  16  einfachen 
uüctiüuea,  weuu  wir  sie  gleich  Isull  setzen,  bedeuten,  so  finden 
^ir  zunächst  eine  Teilung  dersolbeu  iu  4  und  12.  Uic  ersten  4, 
welche  das  Vierersystem  erster  Art  bilden,  aus  welchem  die  dio  Kum- 
mer'sche  Fläche  darstell eude  Göpersche  Koiatiou  besteht,  liefern  nattir- 
lich  die  Schnitte  mit  den  4  Ebenen  des  Fundamentaltetraeders,  also 
4  ebene  Curven  4ter  Ordnung  Ton  allgemeinem  Cha- 


SS)  retp.  die  dnrdk  diflselb«  btttliiimte  CoogriMiii  von  lliniiaalgeraden. 
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raktcr  auf  der  Kummcr'sdipn  Fläche.  Die  12  übrigen  liefern,  wie 
Herr  Röhn  zeigt,  die  Beruh  ruiigsschuilte  4ter  Ordnung 
mit  Flächen  2ter  Ordnung,  welche  das  betreffende  Fanda- 
mentaltetraeder  zum  gemeinsamen  Polartetraeder  haben. 

Was  zuaaclist  die  4  Schnittcurvcu  mit  den  Tetraederebenen  an- 
betrifft, so  entsprechen  diesen  vermüge  unserer  Transformation  Cnrven 
Gter  Ordnung  auf  der  Cyklide,  die  wie  die  entsprechenden  (  urven 
auf  der  Kummer'schen  Fläche  keine  Doppelpunkte  haben  werden, 
aber  den  Kagelkreis  in  Ö  Punkten  schneiden. 

Sie  kann  übrigens  auch  aufgefasst  werden  als  Berübrungsscboitt 
mit  einer  Minimallinientläche  8ter  Ordnung,  die  den  Kugelkreis  4- 
fach  enthält.  Diese  Mluimallinieufläche  hat  als  Leitlinie  eine  Mini- 
mallinie  und  enthält  letztere  doppelt  zählend,  es  ist  dies  die  bctn^- 
fende  Minimallinie  des  Coordinatenvierseits. 

Die  12  flbrigen      liefm  Cnr?eii  4ter  Ordmiiig  auf  der 

Cyklide,  die  wir  ansehen  können  als  Berühmngsschnitte  mit  12  Da- 

pm'schen  Cyklideu;  denn  in  solche  verwandulu  sich  vermöge  der 
Transformation  die  12  die  Kummer'sche  Fläche  berühreüdcü  Fiaciicü 
2  ter  Ordnung  und  zwar  sind  dieselben  auf  dasselbe  Coordinaten- 
vierseit  bezogeu. 

Wir  &8flea  die  erhaltenen  Besaltate  wiederum  la  den  Sati  in- 

sammeu : 

„Setzen  wir  die  16  eiufiMhen  6'  gjleiclt  Kai],  so  erhalten  wir  auf 
„der  Cyklide  4  Gnrvea  8  ter  nnd  12  Carren  4  ter  Ordnung.  Die  e^ 
„steren  entsprechen  den  4  ausgezeichneten  8',  die  das  gewihlte 
,,yierersystem  bilden ,  nnd  können  angesehen  werden  als  die  Bertb- 

,,rung88chnitte  mit  Minimallinienflächen  8  ter  Ordnung,  die  den  Kogel- 

„kreis  vierlach,  und  die  entsprechende  Minimalliuie  des  CoordinateD- 
„vicrseits  als  Leitliuie  iMach  enthalten.  Die  12  übrigen  Curren  4U;r 
„Ordnung  sind  die  Beriihrungsschuitte  mit  12  Dupin'&cheu  Cykliden^^ 


b.  Die  oo'  Cnryenschaar  &\u—t)  s=Ol 
«1 1  «t  =  einfachen  Integralen. 

Nach  Seite  250  ist  mit  ^'{u~e)  aach  ^'{u-\-f)^0^  und 
—  e)  .'^'(t*-^«)  kann  man  wiederum  in  eine  Summe  von  ^'Qua- 
draten zerlegeOt  deren  Argumente  die  «i  |  %  allein  sind.  Diese 


30)  Bd.  15.  der  Math.  Ann&leu  p  346. 

ai)  Li«,  Bd«  5.  der  Amwlen,  «.  s.  0.  p.  178. 
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Quadrate  wiederum  lassen  sich  sämmtlich  durch  die  Quadrate  der 
ursprünglichen  ein  Vierersystem  erster  Art  bildenden  &  ausdrücken 
Eine  derartige  Gleichung  stellt  demnach  auf  der  Kummer'schcn 
Flüche  den  Schnitt  mit  einer  Fläche  2ter  Ordnung  dar,  also  Curveu 
8tcr  Ordnung.  Wir  erhalten  so  auch  auf  der  Cyklide  eine  co' 
Schaar  von  Curven  16ter  Ordnung. 

c.   Die  00*  Curvenschaar  ^'(t*  — ß)  =  0 
bei  beliebigem  Cj  |  c^. 

Wir  erhalten  ganz  dasselbe  Resultat,  wie  unter  b.,  nur  jetzt  eine 
«'Schaar  von  Curven  IGter  Ordnung. 

§  3.    Die  Cayley- Weber'' sehe  Darstellung  der  Kummer^scJien  Fluche 

und  ihre  Ueber tragung. 

I.  DieGleichnngsform. 

Während  die  so  eben  in  Betracht  gezogene  Darstellung  an  die 
Gloichnugsform  der  Kummer'schen  Fläche  bezogen  auf  eins  der  15 
Fondamentaltetraeder  anknüpfte ,  gründet  sich  die  jetzt  zu  bespre- 
chende Methode  auf  die  von  H.  Kummer")  gegebene  Gleichungs- 
form, welche  voraussetzt,  dass  die  Seiten  des  Coordinatentotraedcrs 
Doppelebenen,  und  die  Eckpunkte  Knotenpunkte  der  Fläche  sind. 
Auf  diese  Gestalt  der  Gleichung  wird  man  aber  geführt,  wenn  man 
die  4  ^'  jener  biquadratischen  Relation  einer  nochmaligen  quadra- 
tischen Transformation  unterwirft,  so  dass  man  die  daraus  hervor- 
gehenden 9"  auch  als  aus  den  ursprünglichen  9  (ohne  Accente)  durch 
Zweiteilung  entstanden  ansehen  kann.  Wenn  man  alsdann  die 
nunmehrigen  ^"Quadrate  —  wir  bezeichnen  sie  durch  2  Accente,  — 
dnrch  die  4  ein  Vierersystem  2ter  Art  bildenden  ausdrückt, 
und  letztere  ^"Quadrate  den  4  Coordinaten  §,  ^,  w  eines  Punktes 
der  Fläche  gleichsetzt,  so  erhält  man  die  gewünschte  Gleichungs- 
form  »*) 


32)  Siehe  Krazer,  a.  a.  0.  p.  5S. 

33)  Kummer,  Monatsberichte  der  Berl.  Akad.  1864,  p.  352. 

<—    Abb.  der  BcrI.  Akad.,  1866:  Ucber  algebraischo  Strahlensystemc. 

34)  Röhn,  Bd.  15.  der  Annalen,  p.  347.  lo  rationaler  Form  findet  man 
die  Gleichung  bei  U.  Krazer,  a.  a.  O.  p.  44.,  Gleichung  4» 
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Hierin  sind  die  -O-Nnll werte  durch  e  mit  aogehäogten  Iudex  be- 
zcicbuet,  entsprechend  der  jeddfimaligen  Charakteristik;  die  Besflidi- 
naug  ist  die  von  Weierstrass. 

Die  16  Doppclebenen  der  Kummer'scheu  Fläche  verwandeln  sich 
nun  durch  die  Berührungstransformation  zusammen  mit  den  16 
Knotenpunkten  in  die  IG  Miuiiiial-eradi  ii,  du:  auf  der  Cyklidc  iiegcn- 
Dieselbe  ©Relation  also,  welche  die  Kummer'sche  Fläche  bezogen 
auf  eiu  Doppelebeneutetraeder  darstellt,  stellt  auch  die  Cjklide  be- 
zogen aaf  ein  Minimailinicnguadmpei  dar^  die  sämmtlicli  der  Qyküde 
angehören.  Wie  es  nun  80  Vierer^ystema  2ter  Arl*^)  giebt,  M  er- 
halten wir  auch  80  Doppeiebenentetraeder. 

Den  4  Ebenen  eines  Tetraeders  entsprechen  nun  im  Cyklidenraam 
4  Minimalgerade  der  Cyklide.  Je  drei  der  TetraederebeneD  schneiden 
sich  aber  in  einem  Knotenpunkte;  es  entstehen  so  4  Knotenpunkte, 
und  diesen  mflasen  ebenfalls  4  Gerade  der  Cyklide  entsprechen.  £s 
können  nun,  wie  eine  einfache  Ueberlegnng  zeigt,  2  FftUe  eintreten; 
die  4  Knotenpunkte  liefern  entweder 

1)  dasselbe  Geradeaquadrupel  wie  die  4  singnL 
Ebenen,  oder 

2)  ein  Geraden  quadrupel,  weiches  mit  dem  ersten  eiao 
Scbläfli'sche  Doppelvier  bildet,  und  zwar  erbalteu  wir  im 
Ganzen 

40  Qnadmpel  der  ersten  Art, 

40  Quadrupel  der  zweiten  Art,  oder  20  Duppclvieren 

Wir  haben  demnach  den  Satz: 

„Die  Relation  4ten  Grades,  welche  zwischen  den  d'QuadratCD 
„besteht,  die  einem  Viererqrvtem  2ter  Art  angehören,  liefert  die 
„Uleichnng  der  Cyklide  bezogen  auf  eins  der  80  Qnadrapel,  welche 
,,ans  den  Geraden  der  Cyklide ,  entsprechend  den  80  Yiereraystenea 
„2ter  Art,  gebildet  werden  können;  40  von  diesen  Quadrupeln  haben 
^e  besondere  Eigenachait,  20  SchlAfli'sche  Doppelcurfen  ni  bil- 
„den". 

m 

Indem  wir  nochmals  darauf  hinweisen,  daas  unsere  jetzigen  Ar- 
gumente nur  halb  so  gross  als  die  ursprünglichen  sind,  welche  die 


35)  Kmzer,  a.  a.  O.,  Tabelle  IL,  am  Schluss. 

3G)  Damit  sinJ  aber  die  Doppclvicrcn,  welche  die  Goraden  der  Cjklidc 
bilden  können,  erschöpft,  Tergl.  Clebtch:  Ueber  fl&chco  4ter  Ord.  etc.  Ct.), 
Bd.  69.,  p.  157. 
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fiaiengeometriscfae  Daratellnng  Yennlttelteii,  bemerken  wir  noch,  dass 
die  bomogeaen  Coordinaten  eines  Ponktes  der  Kommer^scben  Fläcbe 
lieb  jetzt  dnrcb  die  ^"Quadrate  ausdrücken,  infolgedessen  zu  einem 
Punkte  die  Argumente 

geboren,  «o  n  ein  beliebiges,  nach  ungerades  Periodenmnltiplnm  be- 
aeicbnen  kann. 

£benflo  bestimmen  jetzt  im  Cyklidenraum 

±u+n 

dn  und  dieselbe  die  Qyklide  bemhrende  Minimalgerade,  also  auch 
■ittelbar  einen  Punkt  der  Qjrklide,  demjenigen,  in  welchem  die 
Minimalgerade  berührt 

^ie  Werte,  welche  dio  4  ^"Quadrate  auncbmon,  die  einem 
„Vierersystem  2  tcr  Art  angehören,  liefern  die  Coordinatenwcrte  einer 
„der  Minimalgeraden,  welche  die  Cyklide  berftbren;  diese  Coordinaten 
„bleiben  ungeändert,  wenn  wir  die  Argumente  der  {^"Functionen  im 
wVorzeichen  ftndem  oder  beliebige  Periodenmultipla  zulDgen**. 

II.  Gurvensystcmo. 

a.  Die  einfachen  ^'Functionen. 

Die  16  einfachen  '^''Functionen  orgeben  zunfichst,  gleich  Null 
gesetzt,  auf  der  Kummer'schen  Flache  die  Gleichungen  der  16  Kegel- 
schnitte, in  weldien  die  16  Doppelebenen  die  Knmmer'sche  Flftche 
berfthren.  Ihnen  entsprechen  auf  der  Cyklide  natOrlich  die  16  Ge- 
ladeo.  Insofern  jeder  Kegelschnitt  durch  6  Knotenpunkte  geht,  die 
idcbt  SU  seiner  Ebene  gehören,  erhalten  wir  bei  der  Constmction 
der  Doppeltangenten  ausser  der  IJnionflftche  Iten  Grades,  welche 
die  Ebme  des  Kegelschnitts  ausmut,  noch  5  Linien  ersten  Grades. 
Denselben  entsprechen  die  5  Geraden  der  Cyklide,  welche  eine  vor- 
gegebene Gerade  derselben  schneiden. 

Wur  erhalten  den  Satz: 

,,Die  16  einfachen  6^"Quadrate,  gleich  Null  gesetzt,  liefern  die 
„16  Minimalgeraden,  die  anf  der  Cyklide  oxistiren*^ 

b)  Die  Currenschaaren  e)  =  0. 

1)  t>,"(iA  —  e)  =  0 wo  ej  1  ej  einfachen  Integralen  con- 


S7)    s  eiiMr  der  IS  Gbi 
if«h.  d.  Math.  a.  Phji.  S.  Baih«.  ItU 
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gruent  ist,  liefert  auf  der  Kummer'schen  Fläche  eine  Tangett- 
tial ebene,  welche  iu  einem  der  IG  Knotenpunkte  an  dieselbe 
gelegt  wird;  dieselbe  schneidet  auf  der  Kummer*8chen  Fläche  eine 
Carve  4  ter  Ordnung  aus,  weiche  in  dem  Knotenpunkt  eine  Spitze  hat 

2)  Ist    I  «2  aUgemein,  und  nehmen  wir  «|  |    in  der  Gestalt 

an 


«1 1  ^  2 


2 


so  liefert 

2)  e)ssO 

eine  Tangentialebene  der  Kammer^schen  Fläche,  welche 
in  dem  Punkt  berührt,  dessen  Argumente  sich  in  die  Gestalt  setiea 
lassen  ^) 

I  ^1  — 

^  I  ««  —  — 2 — 


2 


Diese  schneidet  auf  der  Kummcr'scheu  Fläche  also  eine  Conre 
4tcr  Ordnung  aus,  .die  iu  dem  betreuenden  Punkt  einen  Doppei- 
punkt  besitzt 

Die  Curven  4  ter  Ordnung,  welche  anf  der  EnramePschen  Flldie 

dnrch  die  Gleichung  1)  dargestellt  ^Yerdeu,  verwandeln  sich  in  Curven 

8  ter  Ordnung  auf  der  Cyklide,  die  eine  der  MinimalgLiadon  der 
Cyklidc  zur  stationären  Tangente  besitzen ;  sie  bilden  den  Berübrungs- 
schnitt  n»it  MininialliuieuHilrhen  8  ter  OnJminjj,  welche  den  Kugeikreis 
4 fach  eutiiaiten  und  diejenige  Minimal liaif  als  Leitlinie  (2 fach  zäh- 
lend) besitzen,  welche  die  Cyklide  iu  dem  genannten  Xange&ten- 
inflexionsponkt  der  Cnr?e  berührt 

Wir  erhalten  den  Satz: 

„Durch  die  Gleichnagen 

Biiu-^e)  s  0,  wo     1    =  einfachen  Integralen, 

„werden  auf  der  Cyklide  16  Curvensysteme  8  ter  Ordnung  dargestellt, 
„welche  je  eine  der  16  Minimalgeraden  der  Cyklide  zur  Wendet&u- 
„genta  besitzen  nnd  angesehen  werden  kOnnen  als  BerOlimngssduiitt 
„mit  Minimailinienfiftchen  8ter  Ordnnng,  die  den  Kngelkreis  46«^ 
„enthalten  nnd  die  in  dem  betreffenden  Wendepunkt  die  Qyklüde  te- 
„rOhrende  Minimalgerade  als  Leitlinie  besitzen^S 


38)  Man  vergleiche  Semiaarvortrag  dea  H.  KUio,  W.  S.  SS|8S.  «Utber 
die  Knmmer'eche  fliehe''. 
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DaraQ  schliosst  sich  sofort  der  weitere  Satz,  die  Garren  betref- 
fend, die  durch  2)  dargestellt  sind: 

„I>urch  die  Gleicbuogeu 

^'(«— «)  =s  0  bei  beliebigem  \ 

„werden  auf  der  Cjrklide  oo^  Curven  8ter  Ordnung  mit  Doppelpunkt 
„dargestellt,  die  angesehen  werden  können  als  Berührungsschnitt  mit 
„MinimaHinienflächen  8ter  Ordnung,  die  den  Kngelkreis  4 fach  ent- 
,4ialten  nnd  eine  der  beiden  im  Doppelpunkt  die  Cyklide  berflbron- 
„den  Minimalgeraden  als  Leitlinie  besitzen*^. 

Schlusacapitel. 
Beziehungen  zwischen  Kummer  sehen  Flkohen  und  Flachen  2ten  Grades. 

Uebertrageu  wir  die  Ergebnisse  des  letzten  Capitels  im  ersten 
Teil  auf  den  Raum  des  linearen  Coinplexes,  so  erhalten  wir  hier  an 
Stelle  der  doppeltherührendeu  Kn  isc  an  2  Flachen  des  conforak'ii 
Systems  Hyperbuluide,  welche  2  Erzeugende  derselben  Art  enthalten, 
die  Doppeitaugenten  der  einen  Kummer*schen  Flüche,  und  2  weitere 
firaengendc  derselben  Art,  die  Doppeltangenten  der  andern  Kummer- 
achen Fläche  der  Schaar  ^**')  sind ,  Hyperboloide  ber&hren  die  Korn- 
mer^schen  Flächen  also  in  je  4  Pnukten.  Die  Erzeagenden  der  an- 
dern Art  der  Hyperboloide  entsprechen  zn  je  zweien  den  Kngoln  des 
durch  den  BQdkreis  bestimmten  Büschels;  den  beiden  Pnnktkugeln 
des  Bflsdiels  entsprechen  (die)  2  arg  »  0  angehangen  Erzeugenden. 

Wahlen  wir  2  Knmmer'sche  Flächen  der  Schaar  mit  den  Para- 
metern Ao  nnd  fiQ  willktiriich  heraus  und  Überdies  ein  Geradenpaar, 
das  0  angehört  nnd  conjngirt  in  Bezog  auf  einon  andern  der 
Fondamentalcomplexe  ist,  so  lassen  sich  dnrch  dieses  Geradenpaar 
4  Hyperboloide  l^gen,  welche  die  gewünschte  üigenschaft  besitzen, 
mit  jeder  der  Kommer'schen  Flächen  2  Doppeltangenten  gemein  zn 
haben  nnd  anf  jeder  derselben  die  Kammer*sche  Fläche  2  mal  zn 
beröbren.  Durch  ein  Doppeltangeutcnpaar  ar^  =  0  auf  einer  der  bei- 
den Kumraer'schen  Flächen  selbst,  das  conjugirt  ist  in  He/.ug  aui 
einen  der  andern  5  Complcxc,  lasseu  sich  noch  2  Hypurbaloidc  der 
verlangten  Art  legen. 

Whr  haben  demnach  anf  einem  solchen  Hyperboloide  2  Geraden 
der  ersten  Erzeugung.  Die  ar.  =  0  (i  =  1,  2,  3,  4  od.  5)  und  2  Gc- 


SS)  Die  Eammer'Mhen  Flicbeo  der  Scliaar  berflhren  sich  Itogs  der  aus* 
liMiehii.  Haupttang.  8.  Ord. 

17» 
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rado  der  2teü  Erzeugung,  die  «-  0  augehören.  Diu  übrigcii  Geraden 
der  letzten  Erzeugung  gruiipiren  sich  zu  je  zweien  zu  denselbou  als 
Doppolelcinentcn  einer  Involution;  entsprechend  der  Involution  dtis 
Kugelbüschels  mit  den  Punktkugeln  als  Doppelelemcnten.  EincKüffcl 
des  Büschels  wird  zur  Ebene;  ihr  entsprechen  die  beiden  conjugirteu 
Erzeugenden,  die  die  Fundameutalgerade  treffen.  Die  Fundamental- 
gerade  wird  noch  von  2  Erzeugenden  der  andern  Art  geschniUeui 
letztere  entsprechen  den  Kreispankten  des  Ausgangskreiaes. 

Wir  haben  jetzt  im  Raum  des  Complexes  =  0,  indem  wir 
noch  einen  der  übrigen  Fundamentalcomple.xo  xi  =  0  {l  =  1,  2,  3.  1 
oder  5)  herausi; reifen  '^^),  eine  Darstellung  der  Garadenpaare,  je\uiis 
cottjugirt  in  Bezag  aof  diesen  2  ton  Fundamentaicomplex,  durch  3 
Parameter  A,  f«,  y,  wo 

Einem Werttripel  X,  f(,  v  gehören  8  Geradenpaaro  an,  wekhe 
die  3  Knmmer'schea  Fuiciien  der  Schaar,  entsprechend  den  3  Paia^ 
met<^rn  X,  fi,  v  als  gemeinschaftliche  Boppeltangentan  hesitzeo  (cf. 

p.  236). 

Die  00  >  Schaar  von  Hyperboloiden  wurd  alsdann  analytisch  de- 
finirt  durch  die  simultanen  Differentialgleichnngen 

1) 

J     1^/1        ti.ltt        VfTv  ^ 

WO  ji^      N  die  Werte  3)  p.  210.  besitzen  nnd  ^slmnitp 

lieh  dasselbe  Vorzeichen  besitzen.  Um  nur  mit  reellen  Grosseu  IS 
tun  zu  haben,  lassen  wir  wiederum  dio  Ungleichungen  bestchoa 

Der  Uebergang  von  einem  Gomplexgeradenpaar  Jl,  ^,  v  zu  eiuem 
benachbarten  k+äk,  v+dv  giebt  nns  alsdann  eins  der  4 

in  Redestehendon  Hyperboloide,  wenn  dabei  die  Gleichungen  1}  er- 
fallt  werden.  Die  4  Hyperboloide  sind  von  einander  unterschiedeD 
durch  die  Vorzeichen  der  Verbaltnisse  der  Wnrzelfhnctionea  A 

Betrachten  wir  jetzt  ein  einzelnes  der  4  Ilyiu  rboloide.  Wir 
lassen  das  Erzeugeudeupaar  {k^v)  —  wir  woiiea  es  {LL')  nenneo  — 

40)  Wir  wollen  x^ssO  auszeichnen. 


dl 

A 

M 

+  N 
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vdv 
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längs  des  jzanzen  Hyporboloids  hinlanfen;  es  werdnii  sich  dann  die 
den  saca'ssiven  Er/ougoiKjeupaaren  zugehörigen  Wurzelfunctionen 
3f,  N  stetig  ändern  und  ihre  Vorzeichen  nur  mit  resp.  dkj  dfi^  dv 
nmunmeD  Andern,  d.  h.  in  den  Erzengendenpaarcn  rcsp.  A  » 
A     i«;  ^  =      ^  »  ^0;  V     oj,  V  ==•    ;  jede  Worzelfonction  än- 
dert also  ihr  Voneichen  2 mal  anf  jeder  Hftlfte  des  Hyperboloids^^). 

Geht  man  von  ilom  Gorailcnpaar  (LL')  ^  (X  iav)  bis  zu  dem 
Ooradenpaare  (X^Lq')  ^  (A,j  a'a'),  das  Doppeltangontenpaar  an  die 
Knmmer'sdie  Flftche  Iq  ist,  so  ergeben  die  Differentialgleicbuagea  1) : 


tff 


als  Kelationcn  zwischen  den  Coordinaton  (v'f*)  <ior  Berüh- 
rungsdoppeltangente (LqLq^)  einer  der  4  vom  Geradenpaar 
{LL')  an  die  beiden  Flächen  Aq  nnd  fio  gehenden  Doppelbertthmngs* 
lisyperboloide  und  den  Coordinaten  kfiv  Ton  {£dt% 

Nun  können  wir  eudlicb  auch  Schiiessungssatze  aufstellen  für 
Gebilde  —  den  Polygonen  entsprochond  —  die  aus  Teilen  von  Hy- 
perboloiden zusammen  gesetzt  sind,  welche  zu  der  betrachteten  oo^ 
Schaar  gehören,  Gebilde  also,  die  den  Flächen  Ao  nnd  fio  nmschrieben 
shid,  und  ausserdem  einer  Fläche  der  Schaar  einbeschrieben  sein 
mOgen. 

Man  gelangt  zu  einem  solchen  aus  Hypcrboloidteileu  bestehenden 
Gebilde,  indem  mau  von  einem  Doppeltangentenpaare,  conjugirt  in 
Bezug  auf  arg  =  0  der  Kummer'schen  Fläche  X  ausgeht  nnd,  eins  der 
hmdorch  gehenden  4  Hyperboloide  der  Schaar  beliebig  herausgrei- 
feud,  anf  demselben  von  Erzeugender  znr  Enengender  fortschreitet, 
bis  man  wiedenun  za  einem  Erzeqgendeapaare  gelangt,  das  der  Fläche 


41)  Das  Hyperboloid  wird  durch  die  2  =s  0  «ngehOrigeii  Braengeate 
in  2  H&lften  geteilt. 
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K  angehört  Jetzt  Terlasseii  wir  das  Ansgangsbyperboloid  und  gehen 
auf  dem  In  Bezog  auf  l  cofljngirten  Hyperboloid  weiter,  filr  welches 
A  das  entgegengesetzte  Vorzeichen  hat.  Bleibt  diese  Festsetznng 
anch  fftr  alle  sp&teren  Schnitte  mit  der  Fläche  l  bestehen,  so  ist 
dadurch  unsere  Gonstmction  eindeutig  bestimmt,  nachdem  Anfitngs- 
crzeugendenpaar  und  An&ngsflftche  gegeben  sind. 

Neben  dem  einen  Polygon  (im  übertragenen  Sinne)  erhalten  wir 
ein  2t6s  copjuglrtes«  dessen  Kanten  eben&lls  auf  l  liegen,  aber  das 
vom  ersten  durch  die  Congmenz  m^^O  »^^0  geschieden  ist  Aach 
jetzt  ist  zu  bemerken,  dass  wir  im  altgemeinsten  Falle  nicht  2,  son- 
dern ein  einziges  Polygon  erhalten  würden  mit  der  doppelten  Kan- 
tenzahl, welches  die  Congmenz  0^4  -»  0,  a;^  —  0  durchsetzt 

Soli  die  Polygonconstrnction  sich  schliessen,  also 
Endkante  mit  Anfiingskante  zusammenfallen,  und  das  letzte  Hyper- 
boloid mit  dem  ersten  coiyugirt  in  Bezug  auf  l  sein,  so  mnss  die 
Bedingung  bestehen: 


Digitized  b; 


mit  Doppelkegehchnitt  durch  htfpertüiptische  Functionen. 


263 


Inhaltsübersicht. 

a  Teil. 

Kummer'sche  Flächen  und  Cykliden. 

1.  Capitel. 

Die  Kammer*scho  Fläche  und  die  Lie*scho  Berührungs- 
transforraation. 

§  1.   Die  Fundamentalgobiide  in  der  Geometrie  der  Kum- 

mer*schcn  Fläche  und  ihre  Uebcrtragung  p.  225 

§  2.  Die  Schaar  der  Kummer'schen  Flächen  in  ihrer  Be- 
ziehung zum  Cyklidensystem  233 

§  3.   Parameterverteilung  auf  der  Kummer'schen  Fläche  und 

deren  üebertraguug  236 

§  4.   Abbildung  von  Linienflächen,  deren  Erzeugende  dem 

ausgezeichneten  linearen  Complex  angehören    ....  238 

§  5.   Abbildung  von  Curven  242 

n.  Capitel. 

Kummer'sche  Fläche  und  Cyklide  unter  Berücksichtigung 
der  ©Functionen   .  245 

§  1.   Die  liniengeometrische  Darstellung  der  Kummer'schen 

Fläche  und  die  hierauf  basirende  Uebertragungsweise  .  245 

Curvensysteme  248 

a.  Die  6  ungeraden  ^Functionen  248 

b.  Die  10  geraden  ©Functionen  249 

c.  Die  Curvenschaar  0(u— e)  =  0 

c,  I     =  einfachen  Integralen  250 

d.  Die  Curvenschaar  S(u  —  e)  bei  beliebigem  e^\e^  250 

§  2.  Die  Borchardt'sche  Darstellung  der  Kummer'schen 
Fläche  und  die  hierauf  sich  gründende  Uebertragungs- 
weise. 

I.   Allgemeine  Bemerkungen  251 

n.  Curvensysteme. 

a.   Die  16  einfachen  ©Functionen  253 

h.  Die  X*  Curvenschaar  S{u  —  e) 

einfachen  Integralen  254 


264 


c  Die  oo'  Onrvensdiaar  B\m^i^ 

«I  I  9t  beliebig  


1  3.   Die  C  ayloy-\Vcbcr*scli('  Darstellung  der  EMmaaasfWBSaoL 
Fläcbe  und  ihre  UebertragOQg. 

I.  Die  QleichangBform  

IL  Ciir?eii9ysteiiie  

a.  Die  16  einfachen  6Fanctionon  ........ 

b.  Die  Carvenschaftren  ^\u—€)  —'0 

Scblusscapitcl. 

BcziebaDgon  zwischen  Kauimer'schon  Flächen  imd  FiäsdMSi 
2ten  Grades  


Gomeum  Teixeira:   Ueber  einen  Satz  der  Zahlentheorie.  265 


«-»■I 


XI. 


Ueber  einen  Satz  der  Zahlentlieorio. 


Von 

Herrn  F.  Gomes-Teixeira, 

Professor  an  der  UniversitAt  Coimbra. 


In  einer  Note,  publicirt  in  den  Comptcs  Rcndus  de  l'Academio 
des  Sciences  de  Paris,  tomo  XCIII,  hat  Herr  Woill  gezeigt,  dass 

nl 


eine  ganze  Zahl  ist,  wofern 

n  =>  aa -\- bß -\- cy -\- . .  .hX 

Er  beweist  diesen  Satz,  indem  er  zeigt,  dass  obiger  Ausdruck 
die  Anzahl  der  Arten  darstellt,  auf  welche  man  aus  n  Buchstaben 
eine  Zusammenstellung  von  a  Gruppen  zu  a  Buchstaben,  h  Gruppen 
zu  ß  Buchstaben,  c  Gruppen  zu  y  Buchstaben  u.  s.  w.  bilden  kann. 

Wir  werden  sehen,  dass  man  diesen  Satz  mit  Hülfe  der  Theorie 
der  Derivirten  beliebiger  Ordnung  begründen  kann,  ein  Verfahren, 
welches  die  Bedeutung  hat,  dass  es  einen  Platz  zwischen  zwei  Doc- 
trinen,  der  Combinatorik  und  der  Lehre  von  den  höhern  Derivirten, 
aufstellt 

Botrachton  wir  dio  2  Fuuctionen 

Die  successive  Differentiation  von  u  nach  x  gibt,  wie  leicht  zu 
sehen,  das  Resultat: 
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g-2;^«W(y')«(^V...(yW)A 

wo  A  eine  ganze  Zahl  ist 

Um  den  Satz  in  aller  Allgemeinheit  zu  beweiBen,  betrachten  wir 
die  Fnnctionen 

In  nnserm  Artikel  —  aber  die  Derivirten  beliebiger  Ordonng» 
publicirt  im  XVIII.  Bande  des  Giomale  di  Battagüni,  haben  wir 

gezeigt,  dass  die  Derivirte  nter  Orduang  von  u  nach  k  dorch  die 
Formel  gegeben  ist: 

wo  A  eine  ganze  Zaiü  and  dorch  die  Fonuel  ausgedruckt  ist: 

nl 


wo 

Der  Satz  ist  hiemach  Tollständig  bewiesen. 

Aus  dem  eben  Gcsagteu  schhesst  man,  dass  ein  Band  besteht 
zwischen  den  Coefficienten  im  analytischen  Ausdi  ui  k  der  Derivirten 
«ter  Ordnung  und  der  Anzahl  der  CombinatiorK  n  von  n  Buchstaben; 
und  so  ergibt  ein  beliebiger  Satz  aus  der  einen  Ductrin  einen  ent- 
sprechenden Satz  der  andern,  nnd  die  mit  der  einen  verknüpften 
Gegenstände  sind  es  anch  mit  der  andern. 

So  sind  z.  B.  die  BerQOolli'schen  Zahlen,  gemäss  ihrem  Ausdruck 

2» 

^2«-i-(-i)"25rniS'o<*-« 

wo  die  (2fft— l)t6  DeriTirte  der  Fnnction 

j,  =  (l+<?«)-i 

für  »  0  darstellt,  verknüpft  mit  den  iu  Rode  stehenden  Coefficienten 
A  mittelst  der  folgenden  Formel: 

«»-1-  22-  — 1  2«+io!/3!...Al(21)^C31)y...(iiI)* 
«+2/J+3y+...(2«  — l)As=2»  — 1 
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Um  die  Bedeutung  der  Zusainuunstellung  der  Theorie  der  Do- 
ririrten  beliebiger  Ordnung  mit  den  C  o m  h i  n a  t  i  ou e n  ans 
Liebt  zu  stellen»  wollen  wir  einen  Satz  der  Theorie  der  Derivirten 
Jieiieitea. 

Zu  diesem  Zwecke  wollen  wir  zuerst  mittelst  einer  Derivirten 
«ter  Ordnung  den  Ausdruck  der  Summe  der  Coefticienton  A  suchen, 
fttr  welche  «  +  i3-J--..  +  ^  einen  bestimmten  Wert  i  hat. 

Setzt  maa  in  der  Formel 


80  werden  alle  Terme  von  der  Ordnung  »  an  null,  weil  man  hat: 

Macht  man  naehber  y  ^  —  1  ood  =  0,  so  erhält  man  ge* 
sondert  den  Tem  tter  Ordnung,  wdl  y  0,  y'»  1,  1,  etc., 
foigüch 

«ssO,  «'«-0,  W'ssO,  ...»(•-1)— 0 


Wir  haben  also 


1  /8h(.x_1).N 


wo  ^  die  Summe  der  Werte  von  A  darstellt,  welche  den  Ldenngen 
der  Gleichongen 

m  poBiÜTen  ganzen  Zahlen  entsprechen.  Dafür  kann  man  schreiben: 

»  +  /J  +  2y  +  ...(Ä  — l)il  =  0 
Andrerseits  haben  wir  in  Anwendung  der  Leibnitz'achen  Formel: 

wo  die  h  alle  ganzen  Zahlen  von  0  bis  »  zu  durchlaufen  haben,  fOr 
welche 

ist,  und  wo  fi  die  Anzahl  der  Jl  bezeichnet,  welche  —  0  sind,  ond 

folglich 
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WO  dio  h  unter  der  Beschräukuug  (1)  von  1  bis  n  variiren.  Wir 
liabcu  also: 


Be^^cichnct  man  nun  durch  -j- <?/+.••)  dio  Anzahl  der 

Arten,  auf  welche  man  mit  der  Bedingang 


eine  ZosammcnsteUang  von  a  Gruppen  zu  a,  b  Gmppen  zu  /7,  e  Grap- 
pen  zn  y  Bncbstaben  a.  s.  w.  bilden  kann,  so  haben  wir  folgenden  Sftto: 


das  lieisiit: 

,,Die  Summe  aller  Anzahlen  yon  Arten,  auf  welche  man,  nach 
>,Zerleguüg  von  n  auf  alle  mögliche  Arten  in  t *+ +  2y + . . .  (« — 1)  1, 
„Zusammenstellungen  von  »  Buchstaben,  ß  Bu'^fastaben,  2  Gruppen  zu 

Buchstaben  n.  s.  w.  bilden  kann,  ist  gleich  der  Summe,  welche  der  Zer- 

„legung  vou  n  aul  alle  mugiiciieu  Arten  in    4"    "i"  •  •  •  4"  ^»  ß^^spricht." 

Zum  Schluss  dieses  Artikels  geben  wir  noch  den  Ansdm^  von 
SA  mittelst  der  Derivirten  beliebiger  Ordnung.  Setzt  man  zu  diesem 
Zwecke  i»        y     «*— 1,  so  hat  man: 


1  ^  «t 


und  lolglich 


Porto,  den  6.  Januar  18S5. 
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XII. 


Zum  Molins'schen  Problem. 


Von 


R.  Hoppe. 


In  den  M^moires  de  PAead.  des  sc,  inscr.  et  b.  1.  de  Tonlonse. 
T.  y.  bat  H.  Molins  die  Anigabe  gestellt  nnd  gelöst:  in  voller  Allge- 
meinheit diejenige  Cnrve  in  Coordinaten  darzustellen,  von  welcher 

der  Radius  dvr  osculirendeu  Kugel  gcgebeue  Function  des  Krümniungs- 
raiiius  ist.  Ohne  in  den  wesentlichen  Bestandteilen  der  Herloitiiiig 
etwas  abziiaiicieru,  nchiue  ich  die  Aufgrabe  noch  einmal  auf,  um  diese 
BestaiJflteilo  in  eiiifachern  Ziisamnn  iiluing  zu  bringen,  die  teilweise 
Zuziehuug  geometrischer  Betrachtuugcu,  welche  dem  Kiuhlick  keiner- 
weise  dieuUcb  ist,  darcb  gleichmässig  fortschreitende  Rechnung  za 
ersetzen  nnd  zu  zeigen,  dass  der  Weg  der  Lösung,  wolcber  in  vor- 
liegender Darstellung  durchweg  als  Invention  erscheint,  aus  der  Auf- 
gabe und  der  ergänzenden  willkOrlicben  Bestimmung  sichtlich  her^ 
Torgeht 

Da  zur  Bestimmung  einer  Curve  2  Kelationou  notwendig  sind, 
die  Aufgabe  aber  nur  eine  liefert,  so  muss  die  allgemeine  Lösung 
eine  willkflrliche  Function  enthalten  Ks  steht  uns  frei  diese  von 
Anfang  festzusetzen.  Molins  hat  das  Krammungsverhältniss  zur  will* 
kllriieben  Function  des  einen  Bichtnngswinkels  der  Tangente  gemacht, 
letzterer  tritt  dann  als  unabhängige  Variable  im  Ausdruck  der  Curre 
auf.  Wir  behalten  diese  Wahl  bei,  fahren  jedoch  die  ergänzende 
Relation  erst  nach  erster  Integration  ein;  denn  es  ist  bemerkenswert, 
dass  sich  liue  solche  schon  unabhängig  davon  vollziehen  lässt,  was 
bei  der  Mulins  scheu  lutegrationsweiso  nicht  aus  Licht  kommt 


270  Bopptt  2km  MoUn^Mckm  JPirobhm, 

Die  Coordinaton  eines  Punktes  der  Curvc  s  seien  x,      2,  die 

Richtuijgscüsiuus  der  Tangeute  /,  A,  (Kt  liauptuurmaic  y  ',  g  ,,  h\ 
der  liiuüimale  m,  «,  der  Contingeuzwiukel  der  Tangente  3t,  der 
Schmiegungsebene  d^,  der  Accent  bezeichne  die  Differeutiatioo  nach  i 

Der  Erftnimiingsradlas  ist  hiernach  «  Der  Badins  der  osca- 
lirenden  Kugel,  d.  h.  derjenigen  Kugel,  welche  durch  4  coneecvtffe 

Punkte  geht,  bat,  wie  bekannt,  den  Ausdruck: 

woraus: 

Der  Aufgabe  gemäss  soll  nun  n  gegebene  Function  ?oa  «'  seiiL 
GL  (2)  zeigt,  dass  dann  auch  der  Torsionswinkel  ^  bekannte  Function 
von  «'  ist 

Jetzt  iührcü  wir  als  willkürliche  Function  von  /  ein.  Aus 
dieser  Relation  allein  geht  mit  Beachtung,  dass  dl  =  —f'd^  ist,  henror: 


Kuu  ist 
folglich 

oder 
oder 


öl  ^   ,  (3) 


Vi- 

8/ 

Vi 

-f-if^B/)' 

«'8/ 

Vi- 

-f'-{f»'äf)* 

J    .   W 


Dies  identificirt  mit  (2)  gibt  zwischen     und  /  die  Relation: 


Bs'    _  /»  a^ 


(5) 


Was  übrig  bleibt,  ist  eine  bekauutc  Aufgabe.  Aus/,/',  ^  findet 
man  g,  A,  indem  mau  setzt: 

/  —  cosf;  g  =  sin{:cosi7;  A  =  sinfsin^  (6) 
woraus  durch  Differentiation: 

A'—  i'cos{;8ini}-f-i2'8in£cosif 

und  in  Verbindung  mit  (6): 
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mithin 


''Vi-/»"'  J  1-/» 


(7) 


Da  Dan  ausserdem     =  alz  bekauut  ist,  so  hat  mau  uach  (6): 

X  =  Sfsdx ;    y  ^Jn'dx  COS  1/ 


wo  *'  durch  Gl.  (5),  öt  durch  Gl.  (3),  ?/  durcli  Gl.  (7)  als  Function 
von  f  bestimmt  ist. 

Nach  Einsetzung  der  Werte  (3)  von  öt  und  (6)  von  f  erhält  man 
die  Formeln  Ubereinstimmend  mit  den  Resultaten  von  Möllns. 

Die  Vergleichuug  beider  Behandlungsweisen  liefert  eine  neue 
Bestätigung  der  Regel,  welche  ich  in  meiner  analytischen  Curven- 
theorie  über  das  Verfahren  bei  der  Lösung  und  Untersuchung  curven- 
theoi  etischer  Probleme  aufgestellt  habe.  Die  Curvcntheorie  gestattet 
eine  Sonderung  aller  Linear-  und  Richtungsgrössen  derart,  dass  die 
Fragen  nach  den  letzteren  unabhängig  von  erstem  zur  Entscheidung 
gebracht  werden  können.  Die  Lösung  der  so  vereinfachten  Aufgabe 
liegt  öfters  unmittelbar  zutage,  und  die  restirendc  Einfuhrung  der 
Liueargrösse  bietet  nachher  gewöhnlich  auch  keine  Schwierigkeit, 
andernfalls  wird  man  meistens  leicht  finden,  von  welcher  nicht  integra- 
beln  Gleichung  die  Lösung  abhängt*,  während  es  bei  Complication  von 
Linear-  und  Richtungsgrössen  als  eine  Sache  glücklicher  Speculatiou 
erscheint,  wenn  eine  Lösung  gefun  !en  wird,  und  bis  dies  gelungen 
ist,  die  Lösbarkeit  ungowiss  bleibt. 

In  der  Tat  ist  bei  der  von  Möllns  gewählten  ergänzenden  Re- 
lation das  Gelingen  dadurch  bedingt,  dass  sie  frei  von  Lineargrössen 
ist.  Diese  Eigenschaft  bleibt  aber  unbeachtet,  wenn  man,  wie  er  es 

tut,  statt  -rs—  schreibt  -wop=^«r=«„.  also  das  Linicnelement 
CT  r       ^      ox  o& 

in  eine  Relation  einfuhrt,  die  nichts  damit  zu  tun  hat. 

Knüpfen  wir  jetzt,  mit  Absehen  von  der  Molins'schen  Lösung, 
die  orientironden  Gesichtspunkte  an  die  Aufgabe  selbst,  so  ist  un- 
mittelbar gegeben  eine  Differentialgleichung  zwischen  einer  Richtungs- 
grösse  und  einer  Liueargrösse  welche  sofort  eine  Trennung  der 
Variabein  zulässt,  so  dass  sie  ^  zur  bekannten  Function  von  «'  macht. 
Ich  bezeichne,  um  ein  kurzes  Wort  dafür  zu  j^^||^^iLÜ^^|Richtuugs- 
grössen"  unter  den  Bestimmungsgrössen  ^Jp'  "  welche 
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reine  Zahlcu  sind,  zum  Unterscliied  von  den  „Lincargrösscu",  welche 
die  Linieneinbeit  zum  Factor  haben. 

Es  bandelt  sich  nun  um  die  Wahl  der  zweiten  Relation.  Bedin- 
gung für  dieselbe  ist  allein,  dass  sieb  aus  den  zwei  in  Beziehung  ge- 
setzten Variabein  die  übrigen  Bestimmungsstücke,  namentlich  aber 
/,  <jr,  /*  finden  lassen.  Der  obigen  Regel  gemäss  muss  die  Frage  über 
die  Richtuugsgrössen  entschieden  sein,  ehe  die  gegebene  Relation  in 
Anwendung  kommt  Dazu  ist  die  zweite  Relation  allein  nur  aus- 
reichend, wenn  sie  keine  Liueargrössen  cnthiUt 

Unter  den  genannten  Richtungsgrösson,  nämlich  den  9  Richtungs- 
cosinus, r,  und  deren  Differeutialquotienten  gibt  es  zahlreiche 
Combinationeu,  welche  der  Bedingung  entsprechen.  Wir  können  daher 
noch  weitere  Zwecke  mit  der  Auswahl  verbinden.  Zunächst  ist  es 
gewiss  wünschenswert  den  Uebelstand  zu  vermeiden,  welchen  die 
Gl.  (5)  zeigt,  dass  sie  nämlich  auf  beiden  Seiten  allgemeine  Functio- 
nen enthält,  sich  daher  nach  keiner  Seite  auflösen  lässt,  so  dass  die 
Resultate  nicht  explicit  aufgestellt  werden  können.  Dies  geschieht 
oflfenbar,  indem  wir  O  zur  einen,  und  zwar  unabhängigen  Variabein 
nehmen.  Die  zweite  Variable  kann  dann  ein  Richtungscosinus  der 
Ilauptnormale  oder  Blnorraale  sein,  während  der  der  Tangente  (desgl. 
die  Grösse  r)  unlösbare  Differentialgleichungen  herbeiführen  wtlrde. 
Die  Rechnung  mit  der  Binormale  ist  die  einfachere ;  sei  daher  l  will- 
kürliche Function  von  ^.    Dann  hat  man: 


(9) 


(10) 


(11) 


g  =  COS  t] 


(12) 


X  =f  fs'Bz]   y  =  / z  =  J  Iis' dt 
Setzt  man  nun  ^  =-  9(^)  und  zur  Vereinfachung 


(13) 


des, 


Hoppe:  Zum  MoUnM'tchen  Problem. 


273 


71  = 


smx 


0  X  gegebouo  Fanction  von  »  ist,  so  wird 

a#'tgx  ' 


man  braucht  nur  erst  in  den  Gleichungen  (9)  (10)  (11)  (12)  die 
JiJü=fcft  genannten  4  Werte  (14),  überdies  in  (12)  den  Wert  (11)  von 
in  (13)  die  Werte  (9)  (12)  von  f,  g,  h  und  den  Wert  (10)  von  dx 
^'**nsetzen,  um  ar,  y,  s  explicit  in  *'  ausgedrückt  zu  finden.  Gleich- 
ä  <Wig  ergibt  sich  der  Bogen: 

9  fa'di 


In  Betreff  der  geometrischen   Bedeutung  der  vorkommenden 
^ssen  mag  erwähnt  werden,  dass  der  Mittelpunkt  der  osculirouden 
{el  der  Coincidenzpunkt  der  Krümmungsaxe  ist.   Demnach  wird 
dnrch  die  Verbindungsgerade  der  entsprechenden  Punkte  der  Ur- 
|-^|n^e  und  der  Einhüllenden  ihrer  Krümmungsaxe  dargestellt.  In 
j^^Jlcser  Lage  ist  n  die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks, 
.j^iessen  Katheten  in  der  Hauptnormale  und  Krümmungsaxe  liegen,  so 
iass  der  Krümmungsmittelpunkt  den  Scheitel  des  rechten  Winkels 
Irildet,  and  x  den  Winkel  zwischen  der  Verbinduugsgeradcn  und  der 
^[rümmangsaxe  bezeichnet 
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xm. 

Bewegung  eines  senkrecht  empor  geworfenen 

Körpers. 

Von 

R.  Hoppe. 


Zu  den  Versuchen,  welche  die  Axendrehnng  der  Erde  beweisen 
können,  gehört  offenbar  auch  der  folgende.    Ein  senkrecht  empor 
geworfener  Körper  muss  (wenn  keine  zufälligen  Störungen  vorhan-  , 
den  sind)  relativ  zur  Erde  hinter  deren  Rotation  zurückbleiben,  also  I 
weiter  westlich,  und  weiter  nach  dem  Aequator  zu  den  Erdboden 
wiedererreichen.    Es  wird  erzählt,  dass  vor  längerer  Zeit  einmal  zur 
Beobachtung  dieses  Erfolges  eine  Kanone  in  verticaler  Richtung  ab- 
geschlossen worden  sei,  dass  man  aber  das  Geschoss  nicht  wieder- 
gesehen habe.   Eine  Berechnung  des  theoretischen  Ergebnisses  scheint 
nicht  stattgefunden  zu  haben,  obwol  daraus  erst  zu  erscheu  gewesen  • 
wäre,  welche  (weit  geringere)  Schussgcschindigkcit  für  den  Zweck 
am  förderlichsten  sein  würde. 

Im  folgenden  will  ich  die  Berechnung  unter  den  vereinfachenden 
Annahmen  ausführen,  dass  die  Erde  eine  homogene  Kugel  sei,  und 
kein  Luftwiderstand  stattfinde.  Auf  diesen  einfachen  Fall  sind  y»ir 
nämlich  beschränkt,  wenn  wir  in  geschlossenen  Ausdrücken  rechnen 
wollen,  und  können  von  diesen  Ausdrücken  als  Hauptwerten  aus- 
gehen, um  dann  die  Abplattung  der  Erde  und  den  Luftwiderstand  als 
Correction  zu  berücksichtigen. 

D2r  Mittelpunkt  der  Erde,  einer  Kugel  vom  Radius  c,  sei  An- 
öir  im  Räume  festen  xyz^  die  Rotationsaxo  Axe  der  ar,  in  der 
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jry  Ebene  liege  der  Ausgangspunkt  P  des  Wurfes  in  der  Breite  ß;  die  z 
seien  positiv  nach  Osten.  Ferner  sei  g  die  Anziehung  der  Erde  auf 
die  Masseneinheit  in  ihrer  Oberfläche  und  r  der  Radiusvector  des 
geworfenen  Körpers,  o  die  Rotationsgeschwindigkeit.  Dann  ist  dessen 
Bewegung  bestimmt  durch  drei  beliebige  der  4  Gleichungen: 


dt 

zBx  — 

xBz 

dt 

ydx 

dt 

(2) 


(3) 


und  durch  die  Anfangswerte,  welche  durch  den  Index  0  ausgedrückt 
seien. 

Im  Anfang  ist 

Tq  =  c;    aro  =»  csinjS;    yo  =  ccOSjS;    Zq  0 

Die  Anfangsgeschwindigkeit  setzt  sich  zusammen  aus  der  verticalcn 
Wurf gcsch windigkeit/)  und  der  Geschwindigkeit  vou  r  in  der  z  Rich- 
tung.   Ihre  Componenten  sind  also 

Demnach  wird  61.  (3): 

xdy  —  ydx  =  0 


woraus : 


X  Xq 

Hiermit  werden  die  Gl.  (2)  identisch  und  geben: 


t^^^cotß  (4) 


?^^-^^  =  «c2cos«i3  (5) 


Ist  «  ein  Bogen  der  Bahn,  so  gibt  Gl.  (1): 
das  ist  im  Anfang: 


(6) 


p«  +  o«c»cos»i3  =  2(V7  — X»  (7) 

18* 
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ferner  die  Quadratsumme  der  Gl.  (2)  (3): 

H  ^^-g^- a^c* cos V  (8) 
and  nacb  £UmiDation  toq  dt*  durch  OL  (6): 

Sei  nnn 

siny^^cos/J  (10) 

0 

T'^^il  +  CQ^yCOStif)  (11) 

daon  werden  die  Gl.  (9)  (5): 


öl 


(13) 


Nehmen  uir  im  Anfang,  wo  r  mit  t  wächst,  sini^  positiv,  so  wird 
nach  Gl.  (12)  (11): 


rd^  c^g  f. 

dt  =  —  =s  —  jj5-(l+co8yco8f)ö^ 

integrirt: 


(U) 


*—  ^fVo— ^  +  C08y(8ini^;o  — sin  v)l  (15) 


und  zwar  ist  nach  Gl.  (11) 


cos  y  cos     «  - —  1  .  (16) 

Jetzt  wird  nach  GL  (7) 

«  ^  ««+2^-      sinV  =  (f  cosy )  -  (x- 

-=       cosy  sin  i|;o)* 
daher 

cosy  sin  t//o  —  ^  (17) 
eg 

woraas  sich  der  kleine  Winkel      hesser  bestifflmt  als  ans  Gl.  (16). 
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Ferner  ist  mit  Zaziehang  von  Gl.  (4) 

(Ä) 

■ 

Hiermit  Gl.  (13)  dividirt  und  mit  Gl.  (14)  multiplicirt  gibt: 

-        2  cos/5         c^osiny  d^f 

aarctg--^  =  --^-  (19) 

Setzt  man 

tg9  =  tg^tg|  (20) 
80  erhält  man  nach  Gl.  (11): 


r       c*g  l+cosycosV^  c*^8iny 
nnd  die  Integration  von  Gl.  (19)  gibt: 


arctg^^=  2(<po-9) 


Verbindet  man  hiermit  die  Gl.  (18)  (4),  so  findet  mau  leicht: 
«  =  rsin  j?co82((po  —  <p)  \ 

y  =  r  cos  ^  cos  2(90  —  9)  /  (22) 
z  =  r  sin  2(^0  —  q>)  ' 

Sobald  nun  der  geworfene  Körper  die  Erdoberfläche  wieder  er- 
reicht, wird  r  =  <?,  daher  nach  Gl.  (16),  indem  \l>  beständig  ab- 
nimmt,    —  —  ilfQ,  und  nach  Gl.  (20)  (p  =  —  9o»  folglich 

X  =  c  sin  jS  cos  4qpQ  \ 

y  =  c  cos /?  cos  4^0  >  (23) 
s  =  csin4(po  ) 

Geht  alsdann  die  Breite  ß  über  in  ß—ß\  die  Länge  null  in  die 
westliche  Länge  A,  so  ist  gleichzeitig 

x  =  cs\n{ß  —  ß')  \ 

y  =  cco8(/J— /5')cos(ot  — A)       >  (24) 

a  =  c  cos  (/3  —  ß')  sin  {at  -  k)  ) 


also 


sin  {ß  —  ß')  =  sin  ß  cos  4(^0  (26) 
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Nimmt  man  besonders  grosse  Werte,  nämlieli  IHr  j»  die  von 
Kanone  erzengte  Geschwindigkeit  600  Meter,  nnd  den  Anagangspoirikt 
im  Aeqnator,  so  werden  die  Grossen 


V  =.  ^  0,0039988 

ge 


(27) 


in  denen  sich  alle  Grossen  darstellen,  noch  immer  klein  genug 
schnellen  Annfthemng,  wenn  wir  Beihen  nach  Potenaen  derselben 
entwickeln. 

Unmittolbar  gibt  GL  (7): 

««  =  2cjy(l-§-^)  (28) 

worans  nach  GL  (10) : 

=)/K^+T+'-^^— +-) 

nach  GL  (17) 

C08  y  sin  %  =»  y  2v  (1  —  — ^  ...  > 

nn%  -  V2v    +         +         32  +  ) 

Vo— y^*'^i-h  4 32      16^  160^  •••j 

I A  A  ,  3/i+v  .  23it4»+10Mv+3v'  ,  \ 

iI>o+cüsysin^o  -  2y2v^l  +  ^  —  ^+   jg—  jeö  *^  "*  j 

dauu  uach  GL  (löj,  wo  i^  =  —  i/'o  zu  setzen,  mit  Berücksicbüguag, 
dass 


ist: 
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und  Dach  Gl.  (20): 

tg49>o  =  +   +         f*v  +  ...) 

woraus  nach  Gl.  (25): 

Dies  sabtrahirt  von  (29)  gibt: 


(29) 


ß 

Ans  Gl.  (24)  findet  man: 


3  C08Ö  V   ^C08»/}^  5  ^  J 


ß'  =  2^.  (1  +  2^  +  3^»--^*-^  +  ...  )  tgß 
das  ist  nach  Substitution  der  Werte  (27): 

p«o»Bin2|3       ,  2c«»eco3«/»  ,  \ 

ß  7— +  -j 

Der  Hauptwert  von  ß'  ist  in  der  Breite  45°  am  grössten.  Nehmen 
wir  diese  durchgängig  an,  so  dass 

log  c  =  6,80392 ;     log<7  =»  0,99149 ;     log  a  =  5,86285  — 10 

und  rednciren  A  und  ß'  durch  Multiplication  mit 

10000  000 
R 

auf  Meter,  so  kommt: 

X  =  0,000   001  0180;)3(1 +0,000  000  011  931p«) 
ß'=  0,000   353  27  p* 

das  ist  im  obigen  Beispiel  p  =  500: 

X«=  127,63;  88,32-,   VÄ^+P  -  155,44 
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In  dieser  Eatfernang  »  155  Meter  bfttte  dae  GeschoM  nocli  gesehai 
werden  k()nnen,  doch  konnte  es  aneh  leieht  der  Beaditiing  entgehen, 

wenn  die  Richtu  Dg  nicht  vorher  berechnet  war.  Aus  l  nnd  ß'  ergibt 
sich  eiue  Kicbtong  fa^t  35^  von  West  iiäch  Süd. 

Die  umgekehrte  Aufgabe,  ans  der  Entfamong 

die  Anfangs[^es(  li\vindipkeit  zu  berechnen,  lässt  sich  nicht  direct  durch 

Bcihcacutwickelaug  lösen  ^  doch  kann  man,  da  p  Fanction  von  d  ist, 

ß' 

eine  Tafel  darüber  aufstellen.   Blan  findet,  wenn  -j  =  tgj;: 


d 

t 

0,001 

1,686 

W 

0,01 

5,320 

89^12 

0,1 

16^16 

870,23 

1 

52,90 

81<>,8d 

10 

160,30 

659,21 

100 

423,36 

39^29 

lUOO 

971,17 

19^',63 

Es  liegt  nahe,  auch  für  lieliobigo  Elevation  die  Abweichung  der 
Geschosse  vom  Zielpunkte  infolge  der  Erdrotation  zu  berechnen. 
Ijuter  diesem  Gcsiclit^])iiiikt  liat  Hiehrinper  in  Schiömilch's  Zeitschrift 
Bd.  XXVllI.  S.  157.  die  l'  rage  behandelt.  In  beiden  Fällen  ist  die 
absolute  Bewegung  geouictriscb  bekannt  als  Ellipse,  um  den  Erdmittel- 
punkt als  Brennpunkt  beschrieben,  also  kein  Problem  zn  l6seiL 
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XIV. 

Die  Cono-Cunei. 

Ein  Beitrag  zur  Lebro  von  den  geradlinigen  Flächen. 

Von 

Dr.  Carl  Pabst. 


I.  Abschnitt. 

Einleitung. 
§  1. 

In  den  „Opera  matheraatica"  von  Job.  Wallis  findet  sich  eine 
Abhandlung  über  einen  Körper,  welchen  der  Verfasser  Cono-Cuueus 
nennt  und  den  er,  wie  folgt,  defiuirt:  Super  plaua  Basi,  quae  Circuh 
Quadraus  erat  (ut  in  Quadrantali  Cono,  vel  Cylindro)  erectum  in- 
sistebat  Solidum;  cujus  Altitudo  (pro  arbitrio  sumenda)  erat  dupla 
Radii  Quadrantis  istius  Circularis:  Et  a  singulis  Peripheriae  Qua- 
drantalis punctis,  dnctae  ad  verticem  rectae,  coibant,  noh  in  Puncto 
(nt  in  Apice  Coni,)  nec  in  Quadranto  parallelo  (ut  in  Quadrautali 
Cylindro,)  sed  in  Linea  recta,  ut  in  acio  Cunei.  Quamobrein  ei  nomcu 
feci  Cono-Cunei;  ut  qui  in  Base  Conum  repraesentet •,  in  Vertico, 
Cuneum').  Mau  kann  diesen  Körper  gleichsam  als  eine  Verallge- 
meinerung des  Kegels  ansehen,  und  sich  denselben  so  aus  diesem 
hervorgehen  denken,  dass  die  Spitze  des  Kegels  in  eine  Gerade  aus- 
gezogen wird,  bis  alle  erzeugenden  Geraden  einer  gegebenen  Ebene 
parallei  sind. 

Dieser  Körper  hat  später  die  Veranlassung  zu  einer  Gruppo  von 
geradlinigen  Flächen  gegeben,  welche  die  Einen  Keilflächen,  die 
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Anderen  Gonoidfläeli«!  nennen,  und  deren  EntstehnngsweiBe  fdgeads 

ist:  Gegeben  ist  eine  Ebene,  die  Director-Ebcne,  eine  anf  dieier 

Kbeno  senkrecht  stolieude  Gerade  und  eine  ebene  Curvc,  deren  Ebene 
auf  der  Directorebeue  senkrecht  steht.  Eine  gerade  Linie  bewegt 
sich  liiTigs  dieser  Curve  so  bin,  dass  sie  stets  der  Directorebene  pa« 
raliel  bleibt  und  durch  die  gegebeue  feste  Gerado  geht 

Unsere  Aufgabe  ist  es,  ans  dieser  Gruppe  di^enigen  Flächen  ta 

nntersuchen,  deren  Leitlinie  ein  Kegelschnitt  ist,  nnter  der  nÄherei 

\  oraiissetzuug,  dass  die  siiiguliire  Kante,  durch  welche  alle  erzeugen- 
de ii  Geraden  jsrohcn,  einer  Axc  des  heitkegelschuittö  parallel  ist  Wir 
Wüllen  die  Flächen  in  Folgendem  als  Couo-Cunei  bezeichnen,  und 
zwar  je  nachdem  der  Leitkcgelsi  hnitt  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hy- 
perbel ist,  als  elliptischen,  parabolischoo  and  hyperboli- 
schen Cono-Cuueas. 

Wie  mau  nun  gerade  und  schiefe  Kegel  unterscheidet,  so  können 
wir  auch  einen  Unterschied  zwischen  geraden  und  schiefcu  Cono- 
Cnneis  machen.  Unter  den  geraden  Cono-Cuneis  verstehen  wir 
dabei  dicjeui^'cn,  bei  denen  die  Ebene,  welche  durch  die  singulare 
Kante  und  durch  die  entsprechende  Axe  des  Leitkegeischnittes  peüt, 
auf  der  Ebene  des  Leitkcgelschnitts  senkrecht  steht  Ist  dies  nicht 
der  Fall,  sondern  bilden  diese  beiden  Ebenen  einen  schiefen  Winkfil 
mit  einander,  80  nennen  wir  diese  Flächen  schiefe  Cono-Ganel 
Von  den  letzteren  wollen  wir  diejenigen  etwas  n&her  nntersocheii, 
bei  denen  die  Projection  der  singnlären  Kante  anf  die  Leitkeg«!- 
Bchnittebene  mit  einer  Scheitcltangente  des  Leitkegelscbnitto  zasammea- 
fällt  and  diese  Flächen  wollen  wir  als  Scheitel*  Cono-Caaei 
bezeichnen. 

§2. 

Jeder  Kegelschnitt  hat  im  Allgemeinen  zwei  aufeinander  senkrecht 
stehende  Axen.  Es  würden  sich  demnach  6  versciiiedeue  gerade 
Cono-Cunei  ergeben.  Von  diesen  sind  indessen ,  wie  sich  später 
zeigen  wird,  zunächst  die  beiden  elliptischen  identisch.  Anders  ?e^ 
hält  es  sich,  wenn  der  Leitltcgelschuitt  eine  Hyperbel  ist  Wir 
wollen  hierbei  diejenige  Fläche,  welche  entsteht,  wenn  die  Projection 
der  singnlären  Kante  anf  die  Leitbyperbelebene  mit  der  reellen  Axe 
der  Leithyperbel  zasammenfitllt,  den  geteilten,  und  diejenige,  bd 
welcher  die  Projection  der  singnlären  Kante  in  die  imaginäie  Axe 
der  Leithyperbel  iUlt,  den  einfachen  byp erb oH sehen  Cono* 
Conen 8  nennen. 

Was  schliesslich  die  Parabel  betriift,  so  hat  diese  nnr  eine  im 
Endlichen  liegende  Axe;  die  andere  ist  ins  Unendlicbe  gerüdct  Be- 
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achten  wir  zuuächst,  wie  sich  die  Sache  im  letztcrcu  Falle  gestaltet^ 
80  folgt  aas  der  Definition  der  geraden  Cono-Cunei,  dass  die  singu- 
lare Kante  der  betreffenden  Flüche  ebenfalls  im  Unendlichen  liegen 
mass.  Um  diesen  Fall  näher  zu  untersuchen,  denken  wir  uns  eine 
im  Endlichen  liegende,  der  Loitparabelebono  parallele  Gerado,  deren 
Projection  auf  die  Leitparabelebene  auf  der  im  Endlichen  liegenden 
Aie  der  Parabel  senkrecht  steht,  als  singulare  Kante.  Entfernt  sich 
diese  Gerade  vom  Scheitel  der  Parabel  parallel  der  Parabelcbene, 
80  wird  der  Unterschied  der  Winkel,  welche  die  einzelnen  Erzeugen- 
den mit  der  Parabelebene  bilden,  allmählich  kleiner.  Bei  unendlicher 
Entfernung  der  singulären  Kante  von  dem  Parabelscheitcl  sind  dem- 
nach die  Erzeugenden  einander  parallel.  Da  nun  das  Ycrhältuiss 
des  Abstandes  der  singulären  Kante  von  der  Lcitparabelebcnc  zur 
Entfernung  der  zweiten  Axe  der  Parabel  von  ihrem  Scheitel  gleich 
der  trigonometrischen  Tangente  des  Winkels  ist,  welchen  die  Er- 
zeugenden mit  der  Leitparabelebeno  bilden,  so  fallen  die  Erzeugenden 
in  die  Parabelebene,  wenn  der  Abstand  der  singulären  Kante  von 
dieser  Ebene  eine  endliche  Grösse  ist;  denn  alsdann  ist  das  betrach- 
tete Verhältniss  unendlich  klein.  In  den  anderen  Fällen  erhält  mau 
einen  parabolischen  Cylinder,  und  zwar  einen  geraden  oder  einen 
schiefen,  je  nachdem  das  in  Rede  stehende  Verhältniss  unendlich 
gross  oder  eine  endliche  Grösse  ist. 

Hieraus  folgt,  dass  sich  keine  neue  Fläche  ergicbt,  wenn  die 
singuläre  Kante  senkrecht  über  der  im  Unendlichen  liegcudcu  Axo 
der  Leitparabel  liegt  Einen  wirklichen  parabolischen  Cono-Cunous 
erhalten  wir  nur,  wenn  die  Projection  der  singulären  Kante  auf  die 
Leitparabelebene  mit  der  im  Endlichen  liegenden  Axe  der  Parabel 
ZQsammenfällt.  Wir  können  diese  Fläche  daher  kurz  als  den  ge- 
raden parabolischen  Cono-Cunous  bezeichnen. 

§  3. 

Analoge  Betrachtungen  wie  die  obigen  lassen  sich  über  die 
Scheitel-Cono-Cunei  anstellen.  Wir  haben  auch  hierbei  im  Allgemei- 
nen 6  Flächen,  deren  Zahl  sich  aber  ebenso  wie  bei  den  geraden 
CoDO-Cuneis  auf  4  reducirt.  Denn  erstlich  gicbt  es  nur  einen  ellip- 
tischen Scheitel -Cono-Cuneus.  Was  dann  die  hyperbolischen 
betrifft,  so  wollen  wir  denjenigen,  dessen  singuläre  Kante  der  imagi- 
nären Axe  der  Leithyperbel  parallel  ist,  wobei  also  die  Projection 
der  singulären  Kante  auf  die  Leithyperbelebeno  mit  der  Tangente  in 
einem  reellen  Scheitel  der  Hyperbel  zusammenfällt,  als  den  einfachen 
hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  bezeichnen.  Die 
beiden  anderen  Scheitel  der  Hyperbel  sind  imaginär.    Wir  wollen 
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indessen  diejenige  Fliehe,  bei  welcher  die  Frojoetion  der'  singnUm 
Kante  auf  die  Leithyperbelebene  In  einem  Endpunkte  der  imagiBlreB 

Axeauf  dieser  Axe  senkrecht  steht,  den  geteilten  hyperbolischen 
Scheitel-Gono-Cuneus  nennen. 

Fttr  die  parabolisehen  Scheitel-Cono-Cnnei  ergeben  sich  fthnli^ 
Beziehnngen  wie  fftr  die  geraden.  Man  erhslt  hieibei  nur  einea 
eigentlichen  Gono-Cnnens,  da  es  nur  eine  im  Endlichen  licgeads 
Scheiteltangente  dar  Parabel  giebt  Wir  können  diesen  mithin  kan 

den  parabolischen  Schcitcl-Con  u-Cuueus  nennen.  Der 
andere  wird  ebenso  wie  der  betreffende  gerade  im  AligeintiuLU  m 
parabolischer  Cylinder,  mit  dem  einzigen  Unterschiede,  dass  hier  die 
Projectioneu  der  Erzeugenden  auf  die  Leitparabelebeno  auf  der  im 
Endlichen  liegenden  Axe  der  Parabel  senkrecht  stehen,  w&hread  sie 
bei  den  anderen  dieser  Parabelaze  parallel  waren. 

Bemerlit  sei  schliesslich  noch,  dass  die  Kegelschnitte  iu  speciellen 
Fällen  zu  geraden  Linien  degenorircn  können.  Alsdann  erhält  man 
im  Allgemeinen  die  aus  der  analytischen  Geometrie  bekannten  hyper- 
bolischen Paraboloide. 

Wir  haben  demnach  folgende  8  FUlchen  an  betrachten: 

1)  den  geraden  elliptischen  Gono-Gonens 

2)  den  geteilten  \ 

3)  den  einfachen  l«®""*^^^  hyperbolischen  Couo-Cuneas 

4)  den  geraden  parabolischen  Gono-Cnnens 

5)  den  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuneus 

6)  den  einfachen  | 

7)  den  geteilten  J  ^*>'P^^^^^*^^^^^  iSciieiLel-Cono-Guueus 

8)  den  parabolischen  Scheitel-Gono-Gunens. 


§  4. 

Bevor  wir  auf  die  Betrachtung  der  dcfinirten  Cono-Cunci  eis- 
gehen,  wollen  wir  allgemein  die  Gleichung  der  Flächen  ableiten,  deren 
Leitlinie  durch  die  (ileichuugen: 

dargestellt  wird.  Die  Erseogtnden  sollen  der  i:^Ebene  parallel  seis 
und  dorch  die  JT-Axe  gehen.  Dieselben  mftssen  daher  den  Qldchss- 
gen  genflgen: 
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(9)  = 


n  sind  »  and  v  beliebige  Grössen,  welche  nnr  der  Bedingung 
mfenrorfen  sind,  dass  die  Erzeugenden  die  Leitlinie  (1)  schneiden, 
welche  Bedingung  darin  bcstoht  ,  dass  die  Coordinaten  z  den 

GleicbuDgen  (1)  genügen.   Für  dieselbe  ergiebt  sich  demnach: 

(3)  e,u  — /(») 

EUminirt  man  nun  u  und  «  aus  den  Gleicbongen  (2)  und  (3),  so  er^ 
bm  man  ab  Qleicbnng  der  geBOchten  geradlinigen  Fläche: 

(4)  cy  = 

Diese  Gteicbnng  Usst  erkennen,  dass  für  den  Fall,  wo  die  Leitlinie 
der  Gleichang: 

geuügt,  wobei        j4  Coustante  bedeuten,  die  FUlcho  vom 

(fl»4^f>)tcn  Grade  ist.  Hat  die  LeiUioie  spocieU  die  Gleichung: 

80  ist  die  vorgelegte  Flftche  vom  (m+l)toB  Grade. 


Au  die  Gleichung  (4)  wollen  wir  einige  allgemeine  Bemerkungen 
knOpfen.  Schneiden  wir  zu  diesem  Zwecke  die  vorgelegte  Fläche  (4) 
durch  die  zar  ^r-Ebene  parallele  Ebene: 

so  ergiebt  sich  für  die  Projectioii  der  Dnrchschnittscarve  dieser  Ebene 
mit  der  Flftche  (4)  anf  die  JCr-Ebene: 

(7)  >  -  ^/W 

Ans  der  Vergleichuug  von  (1)  und  (7)  resnltirt: 

Die  zar  Jf  F-£bene  parsUelen  Ebenen  schneiden  ans  der  Yor- 
Usl^Kton  Flftche  (4)  Curren,  deren  Ordlnaten  für  dasselbe  »  propor- 
tional dem  Abstände  der  schneidenden  Ebene  Ton  der  XF-£beae 
wachsen.  Fflr  «  =  Ä  =sO  degenerirt  die  ausgeschnittene  Cure  rar 

X-Achse,  für  2  —  A  »  OD  besteht  dieselbe  ans  so  vielen  zur  F-Adise 

parallelen  Geraden,  in  wie  viel  Fuiikteu  die  Leitlinie  der  Fläche  (4) 
die  X2-£bene  schneidet. 
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Ferner  erhält  rnftn  fftr  die  Projeetion  der  DurchscbnittscorTe  der 

Ebene 

mit  der  vorgelegten  Flftclie  auf  die  XZ-Ebeuei 

(8)  ck  =  z,f(x) 

Daraus  geht  hervor,  daas  jede  snr  X2^£bene  pandlele  EbeM 
vorgelegte  Ftftche  (4)  im  Allgemeiiiett  in  einer  Cnrve  schneidet,  dma 
Grad  gleich  dem  Grade  der  Fl&che  ist 

Um  diese  Gnrve  genauer  zn  nntersnchen,  bilden  wir: 

th  ck;'(x) 
A  efe{/(x).r(x)-[/^(g)Pt 

Hieraas  ergeben  sich  die  Kelationeu; 

Die  Tangenten  in  dciijoiiigon  Punkten  dtT  Durcbschnittscurve  (8), 
welche  Tunkten  der  Leitlinie  der  betreffenden  Fläche  entsprechen, 
in  denen  die  Tangenten  an  die  Leitlinie  der  X?-£bene  parallel  ist, 
sind  der  J^-Axe  paraileL 

Die  Darchschnittscurve  (8)  nftbert  sieh  asymptotisch  den  aif  der 
X-Axe  senkrecht  stehenden  Ebenen,  welche  durch  die  Durchschnitts* 

puaivto  der  Leitlinie  mit  der  A'Z-Ebeuc  gehen. 

Ist  ib  >  0,  SO  ist  die  Dnrchschnittscnrve  oonvex  oder  ooncav  nach 
der  Z-Axe  hin,  je  nachdem: 

ist.  Wendeponkte  kann  diese  Cnrve  nor  besitzen,  wenn  die*  Gleichsog: 

reolle  Werte  für  x  liefert 

Schliesslich  folgt  für  die  Projeetion  der  Dnrchscbnittscnrve  der 
Ebene 

mit  der  Fläche  (4)  auf  die  y^-Ebeue: 

(9)  cy  =  z.f{l) 

d.  h.  die  znr  Directorebene  parallelen  Ebenen  schneiden  ans  der 
gelegten  Flftche  die  Erzengenden  derselben  ans. 
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§  6. 

Gehen  wir  nun  zur  Tangentialebene  im  Punkte  xyz  der 
Fläche  (4)  über,  so  erhalten  wir  als  Gleichung  derselben,  wenn  I,  i/,  t 
die  laufenden  Coordinaten  bedeuten: 

oder  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (4): 
(10)  zf'(x).^-cfi+fix).^-xzf\x)  =  0 

Für  «  =  0  geht  dieselbe  über  in  : 

crj-f{x).l:  =  0 

Dasselbe  Resultat  ergiebt  sich  für  f'{x)  =  0.  Daraus  fliesst  der  Satz : 
Die  Tangentialebenen  in  denjenigen  Punkten  der  Fläcbe  (4),  welche 
auf  der  singulären  Kante  liegen,  und  in  denjenigen,  welche  Punkten 
der  Leitlinie  entsprechen,  in  denen  die  Tangente  an  die  Leitlinie  der 
JT^Ebene  parallel  ist,  gehen  durch  die  singulare  Kante. 

Ausserdem  resultirt  hieraus,  dass  jede  durch  die  singulare  Kante 
gehende  Ebene  im  Allgemeinen  eine  Tangentialebene  der  vorgelegten 
Fläche  ist. 

Setzt  man  f{x)  =  0,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung  (10): 

zf'{x) .  I  —     —  xzf\x)  =  0 

Die  Tangentialebenen  in  den  Durchschnittspunkten  der  Fläche  (4) 
mit  der  XZ-Ehene  stehen  demnach  auf  der  -YI -Ebene  senkrecht.  Ist 
zugleich  f'{x)  =  0,  so  resultirt:  ?/  =0.  D.  h.  die  X??-Ebene  berührt 
die  vorgelegte  geradlinige  Fläche  (4)  in  allen  Punkten  derjenigen 
Erzeugenden,  welche  durch  die  Durchschnittspunkte  der  Leitlinie  mit 
der  XZ-Ebe.ne  gehen,  in  denen  die  Leitlinie  die  X^Ebonc  berührt. 

Ist  dagegen  zugleich  /(x)  =  0  und  f'(x)  =  oo,  so  geht  die 
Gleichung  der  Tangentialebene  über  in: 

f -a;  =  0 

Dasselbe  Resultat  erhalten  wir  aus  der  Gleichung  (10)  für  f'(x)  =  <», 
gleichgültig  welchen  Wert  f{x)  annimmt,  vorausgesetzt  dass  es  nicht 
selbst  unendlich  gross  wird.  Daraus  fliesst  der  Satz:  die  Tangential- 
ebenen in  denjenigen  Punkten  der  Fläche  (4),  welche  Punkten  ihrer 
LcitUuie  entsprechen,  in  denen  die  Tangente  an  die  Leitlinie  auf  der 
JTZ-Ebene  senkrecht  steht,  sind  der  Directorebene  parallel. 

Betrachten  wir  noch  die  Durchschnittscurve  der  Fläche  (4)  mit 
der  Tangentialebene  (10),  so  ergiebt  sich  für  die  Projection  derselben 
auf  die  JTZ-Ebeue : 
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(11)  «/'(«)(f-«)-[/({)-/(x)]J  =  0 

Angenommou,  f{x)  genüge  der  Gleichung  (Ü),  dann  ist  f{l)—f{x)  1 
durcli  {l  —  x)  olino  Rost  teilbar.  Die  Gleichung  (11)  zerftUlt  demnaci»  ■ 
in  die  bcidou  Gleiciiuugon: 

Daraus  folgt,  dass  die  Taugcutialebeno  aus  der  Fläche  (1)  (m-|-l)teii 
Grades  im  Allgemeinen  die  durch  ihreu  BerübrungspuDkt  geheode  ' 
Erzeugende  der  Fläch  ;  und  eine  Curve  mten  Grades  ausschneidet 
Aeodert  sich  während  x  constant  bleibt,  so  ftodert  sich  damit  die 
Cnrve  mten  Grades;  d.  b.  gleitet  der  BerAhrangspunkt  der  Tangeotial- 
ebeoo  aof  der  durch  ilin  gehenden  erseogenden  Geraden  der  Flicke 
fort,  so  ftndert  sich  die  Tangentialebene.  Darans  resnltirt,  dass  die 
Tangentialebene  die  vorgelegte  geradlinige  Flftebe  im  Allgemeinen  nicbt 
längs  der  gauzen,  darch  ihren  Bertthrnugspuukt  gebenden  Erzeugendes 
derselben  bertthrt 

Ansnahmen  ?on  diesem  Satse  finden  für  f{m)^0  nnd  ftr 
f\x)  =s  00  statt;  d.  h.  die  Tangentialebene  in  demjenigen  Ponktsa 
der  Flache  (4),  welche  Pnnkten  ihrer  Leitlinie  entsprechen,  in  denes 
die  Tangente  an  die  Leitlinie  der  X2^£bene  parallel  ist  oder  auf  ihr 
senkrecht  steht,  berflhrt  die  Flftche  längs  der  ganzen  darch  ihres 
Borabmngspunkt  gehenden  Erzengenden  derselben. 

Ist/'(a;}  —  0,  80  schneidet  die  Tangentialebene  ans  der  Fliehe  (4) 
ausser  der  erzengenden  Geraden  noch  die  Jt*Axe  ans. 

Hat  die  Leitlinie  der  vorgelegten  Fläche  die  Gleldinng  (5),  so 
ergiebt  sich  für  die  Projcctiou  der  Durchschnittscurve  der  Xaugential- 
ebene  miL  der  Flilclio  auf  die  A'^i^-Ebeiie : 

(13) 

i4— as  =  0 
-  (i)  «^-'/(»)  ({ -      .  ^ 

...  -  (j)  «-^  »fix)  [/(x)]--!  f-i  -  0 
^uch  für  diesen  Fall  gelten  mithiu  diu  ebeu  abgeleiteten  Sätze. 
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§  7. 

Analoge  Erwägungen  wie  im  vorigen  §  lassen  sich  für  die  Nor- 
male im  Punkte  xyz  der  vorgelegten  geradlinigen  Fläche  (4)  durch- 
führen. Die  Gleichungen  derselben  sind,  wenn  Xi,  y,,  die  laufenden 
Coordinaten  bedeuten: 

^    ^  -zf\x)         c  -fix) 

EHiminiren  wir  und  2,  aus  diesen  Gleichungen  und  der  Glei- 
chung: ry,  «=»  z^f{x^)^  so  erhalten  wir  für  die  Durchschnittspunkte 
der  Normalen  mit  der  Fläche  (4): 

\A^)  ./(^r,)  +  c«]  {X,  -x)  +  z^f'ix)  [f  (x,)  -fix)]  =  0 

Daraus  folgt:  Wenn  /(x)  der  Gleichung  (6)  genügt,  so  durchsticht 
die  Normale  die  Fläche  (4)  (w+l)ten  Grades  im  Allgemeinen  in 
(w  +  l)  Punkten. 

Nach  dorn  analogen  Verfahren  wir  bei  der  Tangentialebene  er- 
geben sich  folgende  Sätze: 

1)  Die  Normale  in  den  Durchschnittspunktou  der  Fläcl^o  (4)  mit 
der  XZ-Ebenc  ist  der  X K-Ebene  parallel  und  durchsticht  die  Fläche 
im  Allgemeinen  in  m  Punkten.  Ist  die  Tangentialebene  in  diesen 
Punkten  der  Directorcbcuo  parallel,  so  giebt  es  m  Durchschnitts- 
punkte  der  Normale  mit  der  Fläche,,  welche  den  m  Durchschnitts- 
pankten  der  Leitlinie  mit  der  A'Z-Ebene  entsprechen. 

2)  Die  Normale  in  denjenigen  Punkten  der  Fläche  (4),  welche 
Paukten  ihrer  Leitlinie  entsprechen,  in  denen  die  Tangente  an  die 
Leitlinie  der  -YZ-Ebeno  parallel  ist,  ist  »'er  Directorebene  parallel. 

3)  Die  Normale  in  denjenigen  Punkten  der  Fläche  (4),  welche 
Punkten  ihrer  Leitlinie  entsprechen,  in  denen  die  Tangente  an  die 
Leitlinie  auf  der  A'Z-Ebenc  senkrecht  steht,  ist  der  siugulärcn  Kante 
parallel  und  trifft  die  Fläche  im  Allgemeinen  in  m  Punkten. 

Die  analogen  Resultate  ergeben  sich,  wenn  die  Leitlinie  der 
vorgelegten  geradlinigen  Fläche  (4)  der  Gleichung  (5)  genügt. 


§  Ö. 

Eine  andere  Eigenschaft  der  vorgelegten  Fläche  (4)  ergiebt  sich, 
wie  folgt.  Schneiden  wir  diese  Fläche  durch  die  zur  Directorebene 
parallelen  Ebenen  «  =  Xi,  a:  —  ar,  und  durch  die  znr  XF-Ebene  pa- 
rallele Ebene  »     «o?      erhalten  wir  für  das  Volumen  K,  welches 
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TOD  diesen  Ebeaen^  der  XZ^Ebene  und  dem  zugehörigen  Teil  der 
FlAche  begrenzt  wird: 

ydxdM  —  ^J^ f(x).dx  P ada 


S  =  «1 


Wir  wissen  aber,  dass  die  zur  JTF-Ebene  parallele  Ebene  f  ^ 

die  vorgelegte  geradlinige  Fläche  in  der  Curve:  cy     z^fix)  schneidet 

Projicircu  wir  diese  Curve  auf  die  A'i-Ebene,  so  resultirt  für  das 
Volumen  V'  zwischen  den  Ebenen  x  =  a-j,  ^  =  rr,,  »  =  0,  «  = 
der  X^Ebene  und  dem  zugehörigen  Teil  der  Cylmderfläche: 

Ans  den  beiden  erhaltenen  Resultaten  folgt: 
(16)  K:F-=  1:2 

Die  vorgelegte  Flftche  hat  demnaeh  die  Eigenschaft,  den  zvgehOHges 
Cylinder  zn  halbiien. 

Bisher  haben  wir  eine  bestimmte  Fläche  angenommen.  Wir 
wollen  nun  die  Flachenschaar  in  Betracht  ziehen,  welche  dnrch  die 
Gleichung: 

dargestellt  wird,  wenn  «  ein  variabler  ParauKtcr  ist  Für  die  e  in- 
hüllende Fläche  dieser  Fiächonschaar  ergeben  sich  die  Be- 
dingungsgleichnngen : 

dJF*  h9 


Daraus  geht  hervor,  dass  die  einhüllende  Fläche  der  vorgelegten 
Flächenschaar  eine  f»eradlinige  Fläche  derselben  Art  wie  die  Fläche  (4) 
ist  ;  dass  nur  dann  eine  wirkliche  ciuliüUende  Fläche  dieser  Schaw 
existirt,  wenn  die  Leitlinien  der  einzelnen  Flächen  dieser  Schaar  eine 
Enveloppe  besitzen.  Diese  Enveloppe  ist  die  Leitlinie  der  ciuhülieQ- 
den  Fläche  der  vorgelegten  Fläcbenschaar. 
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II.  Absehnitt. 
Der  gerade  elliptische  Cono-Caneus. 

§  9. 

Nach  diesen  allgemeineD  Erörtcrangoii  gehen  wir  zu  unserer 
eigentlichen  Aufgabe  über,  indem  wir  zunächst  den  geraden  ellipti- 
schen Cono-Cuneus  in  Betracht  ziehen.  Hierbei  nehmen  wir  ein 
rechtwinkliges  JTyZ-Coordinatensystem  an,  dessen  J^-Axe  die  singu- 
läre  Kante  und  dessen  yz-£bene  die  Directorebene  sein  mag.  Sind 
nun  die  Gleichungen  der  Leitellipse: 

a»  +  i«  ^  ^ 

M  =  C 

SO  ergicbt  sich  als  Gleichung  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus: 

a^c* 

oder,  wenn  wir     für-^  setzen: 

(17)  c«y«  =  a*(a»  — X») 

Aus  dieser  Gleichung  geht  zunächst  hervor,  dass  die  vorgelegte 
Fläche  vom  vierten  Grade  ist  Ferner  folgt  daraus,  dass  der  abso- 
lute Wert  von  x  nicht  grösser  als  a  sein  darf,  weil  sonst  y  oder  z 
imaglDär  wird.  Die  Fläche  (17)  erstreckt  sich  demnach  von  x«  — a 
bis  X  —  -|-  a. 

Für  die  Projection  der  Durchschnittscurvo  dieser  Fläche  mit  der 
Ebene  2  -=  ä  auf  die  -STy-Ebene  ergiebt  sich : 

Diese  Durchschnittscurvo  ist  daher  im  Allgemeinen  eine  Ellipse  mit 

ah 

den  Halbaxcn  a  und  —  1  deren  Mittelpunkt  auf  der  Z-Axe  liegt,  und 

deren  Axen  bezüglich  in  die  Ebenen  der  xz  und  der  yz  fallen.  Für 
*  =  0  geht  die  ausgeschnittene  Ellipse  in  die  singulare  Kante,  für 
A  -»  c  in  einen  Kreis  mit  dem  Radius  a  über.  Die  Axen  in  der 
föEbene  sind  für  alle  diese  ausgcscliuitteucn  Ellipsen  gleich  2a,  die 
Axen  in  der  KZ^Ebene  dagegen  wachsen  proportional  dem  Abstände 
der  schneidenden  Ebene  von  der  singulärej  ''ante. 

19* 
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Der  elliptische  Cono^Coneas  kann  daher  auch  so  enUtanden 
dacht  werden,  dass  sich  eine  Ellipse,  deren  eine  Axe  constant,  dem 
andere  variabel  ist,  parallel  mit  sich  selbst  bewegt,  während  ihr 
IGttelpankt  eine  Gerade  senkrecht  auf  der  Ellipsenebeoe  beschiailit, 
nnd  die  variable  Axe  proportional  dem  Abstände  der  Ellipsenebese 
von  einer  gegebenen  Ebene  wftchst. 

Zunächst  folgt  hieraus^  dass  der  Cono-Cunens  von  Wallis  mit 
einem  Kreise  als  Leitlinie  itlontisch  mit  unserem  geraden  elliptischen 
Cono-Cnneus  ist,  demi  auch  hierbei  wird  ein  Kreis  und  durol»  eine 
dem  Kreise  parallele  Ebene  im  Allgemeinen  eine  Ellipse  an^ijeschcit- 
ten.  Ferner  ist  ersichtlich,  da^s  es  gleichgültig  ist,  welcher  von 
beiden  Axen  der  Leitellipse  die  siuguiaro  Kauto  parallel  geht;  dono 

ist  ay>     SO  ist  Ä  »=  ^         wenn  Ä  und  c  die  Eiitfernuugeu  bezüglich 

des  Kreisschnittes  und  der  Leitellipse  von  der  singol&ren  Kante  be- 
zeichnen; d.  h.  ist  die  singnläre  Kante  der  grosseren  Axe  der  Leil* 
eUipse  parallel,  so  liegt  der  Kreis  anssorbalb  der  Leitellipse  und  dtr 

a 

siugulären  Kaute.  Ist  dagegen  a  •<  ^>  so  ist  A  =  ^  c  •<  c,  d.  h.  ist 

die  singul&re  Kante  der  kleineren  Axe  der  Leitellipse  parallel,  so  liegt 
der  Kreis  zwischen  dieser  Kante  und  der  Leitellipse.   Im  Woscntlicbca 

wird  dadurch  nichts  geändert,  womit  wir  die  Behauptung  in  der  Eia- 
leitung  bewiesen  haben. 

Ferner  erhält  man  für  die  Projection  der  Durchschuittscurve  der 
Ebene  y  k  mit  dem  geraden  elliptischen  Gono-Cuueus  (17)  aaf  die 
AZ-Ebene: 

(19)  ««(a«-««) 

d.  i.  im  Allgemeinen  eine  Curve  vierten  Grades,  welche  die  Z-Ksn 

ek 

in  den  Punkten  jc  »>  0,  2  =  :t:  —  schneidet    Sio  ist  in  allen  ibreu 

n 

Punkten  convcx  nach*  der  X-Axe  hin  nud  besteht  aas  zwei  ins  Vs- 
endliche  sich  erstreckenden  Geraden,  welche  symmetrisch  so  den 

Axen  der  x  und  der  2  liegen  und  sich  asymptotisch  den  beiden  flS" 
raden  a^-  «=  i  «  nähern.  In  ihren  Durchschnittsi  uukteu  mit  der 
Z-Axe  sind  die  Tangenten  an  die  Curve  der  X-Axc  parallel.  Für 
it  =  ü  geht  diese  Curvc  über  in  dio  JT-Axo  von  —  a  bis  -^-a  und  iu 
die  beiden  Geraden  x=^  ±,a. 

Schneiden  wir  scbliesslicii  die  vorgelegte  geradlinige  Fläche  (17) 
durch  die  Kbene  «  ==  ^  so  ergiebt  sich  für  die  Projection  der  Durch* 
schnittscarve  dieser  £beae  mit  der  Flache  anf  die  ]rz*£bette: 
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Daraas  folgt,  dass  jede  zur  VZ-Ebeno  parallele  Ebene,  deren  Abstand 
von  der  Directorcbeno  absolute  kleiner  als  a  ist,  den  elliptischen 
C-ono-Cuncus  (17)  in  zwei  Geraden  schneidet,  welche  durch  die  A- 
Axe  gehen  und  mit  der  XZ-Eheno  gleiche  Winkel  bilden.  Für 
/  =  X «  fallen  diese  beiden  Geraden  in  eine  einzige  zusammen, 
welche  in  der  -YZ-Ebenc  liegt.  Alle  diese  ausgeschnittenen  Geraden 
sind  die  Erzeugenden  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus. 


§  10. 

Verweilen  wir  noch  etwas  bei  den  im  vorigen  §  erhaltenen  Re- 
sultaten. Aus  der  Gleichung  (18)  geht  hervor,  dass  durch  Ebenen 
parallel  der  A'l -Ebene  zwischen  /*  —  —  c  und  •/*  =  -|-  c  aus  dem 
geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  Ellipsen  ausgeschnitten  wer- 
den ,  deren  grosse  Axeu  in  der  ^YZ-Ebcne,  deren  kleine  Axeu  in  der 
rz-Ebene  liegen.  Diejenigen  Ebenen  parallel  der  A'F-Ebcne  dagegen 
zwischen  A  =  —  oo  bis  /<  =  —  c  und  zwischen  A  =  -)-  c  bis  Ä  =  -[~ 
schneiden  aus  der  vorgelegten  Fläche  Ellipsen  aus,  deren  grosso 
Axen  in  der  FZ-Ebene  und  deren  kleine  Axen  in  der  JYZ-Ebene 
liegen. 

Beachten  wir  die  Brennpunkte  dieser  Ellipsen,  so  wissen  wir, 
dass  diejenigen  der  ersteren  in  der  -YZ-Ebene  liegen.  Für  den  Ab- 
stand eines  solchen  Brennpunktes  von  der  Z-Axe  ergiebt  sich: 

 Mau  erhält  demnach  als  Gleichung  des  geometrischen 

Ortes  dieser  Brennpunkte: 


d.  h.  in  Worten :  Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  Ellipsen 
welche  durch  Ebenen  parallel  der  JYF-Ebene  zwischen  z  =  —  c  und 
2  =  +  c  aus  dem  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  ausgeschnitten 
werden,  ist  eine  Ellipse  in  der  AZ-Ebene  mit  den  üalbaxen  a  und 
c,  deren  Mittelpunkt  der  Coordinatenanfang  ist,  und  deren  Axen  be- 
züglich in  die  Axen  der  x  und  der  z  fallen. 

Ist  <?  <C  o,  so  liegt  die  grosse  Axo  dieser  Ellipse  in  der  -Y-Axe, 
die  kleine  in  der  Z-Axe;  ist  c  =  a,  so  ist  der  geometrische  Ort  ein 
Kreis  mit  dem  Radius  a,  und  ist  c  ^  rr,  so  liegt  die  grosse  Axe  des 
geometrischen  Ortes  in  der  Z-Axe,  die  kleine  in  der  X-Ax 
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Dvrcli  Yeigleicliiiiv  von  (18)  und  (21)  orglebt  sich, 

ah 

e 

a 

DaraoB  folgt:  Diejenige  zur  XF-Ebene  parallele  £bene,  deiea  Ab- 
stand von  der  singnlftren  Kante  die  vierte  Proportionale  m  a  uaAe 
ist,  schneidet  ans  dem  geraden  elliptischen  Cono-Cnnens  (17)  eile 

Ellipse  aas,  welche  gleich  dem  geometrischen  Ort  der  BrcnDpunktc 
aller  Ellipsen  ist,  die  durch  Ebenen  parallel  der  A'i-£bene  ans  der 
vorgelegten  Fl&che  aasgeschnitten  werden. 

Femer  folgt  ans  dem  Obigen,  dass  die  Brennpunkte  deijemgea 
Ellipsen  des  geraden  elliptischen  (^ono-Cnnens  (17),  deren  Ahstud 
von  der  singnlftren  Kante  absolnte  grösser  als  e  ist,  in  der  y^Ebese 

liegen.  Als  Glcichuüg  des  geometrischen  Ortes  dieser  Brennpankte 
erhalt  mau: 

Mithin  resultirt  der  Satz:  Der  geometrische  Ort  der  Brennpankt» 
deijenigen  Ellipsen  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuncas  (17),  deren 
Abstand  von  der  singnlftren  Kante  absolnte  gleich  oder  grtaer  als« 
ist,  ist  eine  Hyperbel  in  der  7Z*Ebene  mit  dem  Goordinateaanfing 
als  Mittelpunkt,  deren  reelle  Axe  2c  In  der  Z-Axe,  nnd  deren  imsr 
ginftre  Axe  2a  in  der  y-Axe  liegt.  Ist  e  so  wird  dieser  geome- 
trische Ort  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  Parameter  2«. 

Betrachtet  man  ferner  die  beiden  Ellipsen  des  geraden  elliptischen 
Gono-Cnnens  (17)  in  den  Entfomnngen  nnd  von  der  singnlftren 
Kante,  so  ergiebt  sich,  wenn     <  «  ist,  ftr  das  YahAltniss  der 

Axen  der  zu  A,  zogehörigen  Ellipse:     \   andererseits  erhftlt  man, 

wenn  A,  >^  ü  ist,  als  Axenverhftltniss  der  zn  hf  zngehOrigen  EUqMo 
A« 

-f.  Sollen  diese  beiden  Verhftltnisse  einander  gleich  sein,  so  folgt: 

(23)  Aj.At-e*. 

Daraus  üiesst  der  Satz:  Das  Product  der  Entfernungen  der  bei- 
den Ellipsen  des  geraden  elliptischen  Cono-Canens  von  der  singuUrcu 
Kante,  welche  dasselbe  Axenverhftltniss  haben  nnd  anf  derselben 
Seite  der  singnlftren  Kante  liegen ,  iat  gleich  dem  Quadrat  des  Ab* 
Standes  des  Kreises  dieses  Cono^Coaeoa  von  seiner  singnlftren  Ksaia 


I 
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Oder  m.  a.  W.  Die  Entfernung  derjenigen  Ellipse  des  geraden 
elliptischen  Cono-Cuneus  von  der  singulären  Kaute,  deren  Axen  in 
demselben  Verhältniss  zn  einander  stehen  wie  die  einer  gegebenen 
Ellipse,  und  welche  mit  der  gegebenen  auf  derselben  Seite  der  singu- 
lären Kante  liegt,  ist  die  vierte  Proportionale  zu  dem  Abstände  der 
gegebeneu  Ellipse  und  dem  Abstände  des  Kreises  des  geraden  ellipti- 
schen Cono-Cuneus  von  seiner  singulären  Kante. 

Bezeichnen  //  und  h"  die  Abstünde  der  zu  und  hf  zugehörigen 
Ellipsen  von  dem  Kreise  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17), 
d.  h.  ist 

«  c  -  Ä'    und   /»,  =  c-fÄ", 
so  ergiebt  sich  nach  der  Formel  (23): 

h'  -  —^rr,  h"    und   Ä"  =  — ^  h' 
c-\-h  e — h 

Demnach  kann  man  die  vorige  Relation  auch  so  deuten:  Der 
Abstand  derjenigen  Ellipse  des  geraden  elliptischen  Cuno-Cuneus  von 
dem  Kreisschnitte  desselben,  welche  dasselbe  Axenverhältniss  hat  wie 
eine  gegebene  Ellipse  derselben  Fläche  und  mit  der  gegebenen  auf 
derselben  Seite  der  singulären  Kante  liegt,  ist  gleich  der  vierten 
Proportionale  zum  Abstände  der  gegebenen  Ellipse,  dem  des  Kreises 
von  der  singulären  Kante  und  der  Entfernung  der  gegebenen  Ellipse 
vom  Kreise. 

Ferner  folgt  daraus:  /»'<</*",  d.  h.  in  Worten:  Liegt  die  ge- 
gebene Ellipse  zwischen  der  singulären  Kante  und  dem  Kreise  des 
geraden  elliptischen  Cono-Cuneus,  so  ist  diejenige  Ellipse,  welche  mit 
ihr  dasselbe  Axenverhältniss  hat  und  auf  derselben  Seite  der  singu- 
lären Kante  liegt,  weiter  von  dem  Kreise  des  Cono-Cuneus  entfernt 
als  die  gegebene,  und  umgekehrt,  liegt  die  gegebene  Ellipse  jenseits 
dos  Kreises  von  der  singulären  Kante,  so  ist  die  gesuchte  Ellipse 
näher  an  dem  Kreise  als  die  gegebene. 


§  11. 

Wir  wollen  noch  einige  schiefe  Schnitte  des  geraden  elliptischen 
Cono-Cuneus  (17)  analytisch  untersuchen,  welche  sich  bei  Wallis  rein 
geometrisch  behandelt  finden. 


Zunächst  schneiden  wir  ihn  durch  die  auf  der  AT-Ebene  senk- 
rechte Ebene,  welche  mit  der  -rY-Axo  den  Winkel  9  bildet  und  von 
der  F-Axe  das  Stück  6  abschneidet. 


2^  Pabtt:  Die  Cono-An«. 

IJni  die  entsprechende  Durcliscliuiitäcurve  zu  uBtersucstoi, 
wir  die  Coordinatentransformation  ein: 

Setzen  wir  dann  t/'  ^  0,  so  ergiebt  sich  als  Gldchong  der  dfliinrtBB 
Dnrchsclmittscurve : 

(34)  ^p)*  -  «'V  008>9>) 

Daraas  folgt: 

dz'  ^     c{öxco&^(p  +  g*  sin  y) 

dV  c  008 V  (2  fe'*  €08*9  +  3a*g'8in  y + I 

Bei  der  näheren  DtaciiMion  haben  wir  3  FUle  zu  nnteracfacidffl: 

1)   6 cosec 9     asec?   oder  ö  <^  a  tg  g). 

Alsdann  besteht  die  Dnrchschnittscarve  vierten  Grades  ans  zwei 
symmetrischen  Zweigen,  welche  sidi  im  Pnni^teas'«»  cosec  9,  —  0 
schneiden.  Die  beiden  Zweige  schneiden  die  «'-Axe  in  den  Pnnklen 

SS  0^  «'  s  ±  —  nnd  erstrecken  sich  IKlr  «'=s  ±08009  nach  bei> 

den  Seiten  der  Z'-Axe  ins  Uuemlliche.  Sie  nähern  sich  asyiuptotisch 
den  beiden  Geraden  x'  =  x  «secf.  Diese  Curve  besitzt  zwei  Wende- 
pnnlite,  welche  znr  Absdsse: 


a 


^  ^  4dc^«g>  l-3««itt9+C0Svy9a«tg»9-8d«| 

gehören.  Ein  specieUer  Fall  findet  ftr  4  »  0  statt 

Alsdann  schueidcn  sich  die  beiden  Zweige  im  Coordioateoanlaog 
und  liegen  sowohl  zur  JIT'-Axe  als  zur  J?'-Axo  symmetrisch. 

2)    d  ^  atg9>. 

Dadnrch  geht  die  Gldchnng  (24)  Aber  in: 

€*(a4-«'co69)tgV  —  »''(a— »'cosv) 

Die  Dnrchschnittscarve  ist  mithin  alsdann  vom  dritten  Grsde. 
Sie  Hegt  qrmmetrisch  znr  ^'«Axe  nnd  schneidet  dieselbe  im  Poalrte 

js*»*— osecf,  a' =  0.  Diese  Curve  erstreckt  sich  sowohl  auf  der 
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posithren  als  atif  der  negatlTen  Seite  der  Z'-Axe  für  «'sasec^ 

ins  TJnendHchc  und  hat  die  Asymp  tote  x'  =  <i80C9>.   In  ibren  Dnrch- 

schnittepunkte  mit  der  A''-Axi!  steht  die  Tangente  au  die  Curve  auf 
dieser  Axo  senkrecht.  Ausserdem  besitzt  diese  Curvo  zwei  Wcndo- 
pankte,  welche  zur  Abscissc  x  =>  —^asccq)  gchürcu. 

8)  ^>atg9. 

In  diesem  Falle  besteht  die  DurchscbnittscarTe  vierten  Grades 
am  zwei  Zweigen,  welche  symmetriaeb  zur  JT'-Axe  liegen,  dieselbe 
aber  nicht  schneiden.  Von  der  Z'-AtB  schneiden  sie  besQglich  die 

Stacke  ±  -  ab.   Ffir  m'  ^-^^^^  ist  die  Tangente  an  dieselbe 

der  JT'-Axo  parallel.  Aasscrderu  besitzt  diese  Curvo  die  beiden 
Asymptoten  x  =  x«secy. 

Auf  analoge  Weise  ergieht  sich  als  Gleicbnng  der  Darchschnitts* 
eure  des  geraden  eUiptischen  Cono-Cnneos  (17)  mit  der  Ebene  senk- 
recht anf  der  »»-Ebene,  welche  mit  der  X-Axe  den  Winkel  ^  bildet 

nnd  von  der  Z-Axe  das  Stück  e  abschneidet: 

(25)  c«y'«  -  («-f-»'8inrt»(<i« -»'«cos«iP) 

d.  i.  eiue  Carve  viertcu  Grades,  welche  symmetrisch  zur  JV'-Axc 
liegt     Aach  hierbei  haben  wir  die  3  F&ile  zu  unterscheideu 

<  ... 
««-atg^-   Diese  Carve  ist  in  allen  Fäileu  geschlossen  nnd  besitzt, 

> 

wenn  r  -.^  at^vj  ist,  einen  Doppelpunkt.  Für  e  =  0  erhält  man  eine 
Carve  vierten  Grades,  welche  eine*  ahnliche  Gestalt  wie  die  Lemnis- 
kate  hat 

Schneiden  wir  schliesslich  den  geraden  elliptischen  Cono-Coneus 
(17)  durch  eine  Ebene  seuk recht  auf  der  i'Z-Kbene,  welche  mit  der 
y-Axt  den  Winkel  ^  bildet  und  von  der  Z-Axc  das  Stück  f  ab- 
schneidet, so  erhält  man  auf  die  oben  aasgei'&hrto  Weise  als  Glei- 
chung der  betreffenden  Darchschnittscarre : 

(Ä)  co8*i>  =  (/+  y'Bln  d)»(a»'- 

d.  i.  im  Allgemeinen  dne  Gnnre  vierten  Grades. 

Die  verschiedenen  FftUe,  weldie  sich  hieraas  ergeben,  je  nach- 

<c 

den  val.abs.tff{^  «- -  ist,  entsprechen  den  Kegelschnitten.  Fflr 

val.abs.tg^<;%teUt  die  Gleichuui;  (26)  eine  geschlossene  Curve 
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entaprechend  der  Ellipse  beim  Kegel  dar,  welche  Air  ^  »  0  in  ciie 

c 

Elliptic  übergebt    Für  tg  ^  «  -  erstreckt  sich  die  Dorchschpittt- 
Corvo  noch  der  positiTen  Seite  der  F-^e  ins  Une&dliche. 

Sie  Bchneidct  die  r'-Axe  im  Punkte  «' «  0,  y'  =  —  - ^0*+?. 

die  JK''-Aze  Iq  deo  Punkten  dt' j:  y' «  0  und  Hegt  nrischet 
den  in  den  letzteren  Pankten  auf  der  JT 'Aza  errichteten  SenkredittB. 
Diese  Gorve  entspricht  dem  Parabelschnitt  des   Kegels.  Fir 

val.  abs.  tg  ^  ]>  -  besteht  die  Dorcbschnittscurve  (26)  ans  zwei  mh 

beiden  Seiten  der  F'-Axe  ins  Unendliche  sich  erstreckenden  Zweigen, 

Vüu  deuea  der  eiue  Zweig  die  A''-Axc  in  den  PunkLeu  x'  =  x  a, 

,'-0,  di.  y-Axo  1«  Punkte  -«-O.  y  = 

schneidet.   Der  andere  Zweig  schneidet  die  r'-Aze  in  dem  Paukk 

*'-0,  /  ^^-  ccos*-  entspricht  der  Hy- 

perbel beim  Kegel. 

Für  f  ^0  geht  die  Gleichung  (26)  über  in: 

«'  «  ±  Va«  -€»ctg»^ 

Die  Ebenen,  welche  durch  die  singnlfire  Kante  gehen«  schneides 
daher  ans  dem  geraden  elliptischen  Cono-Cnncns  (17)  zwei 


gcndo  Geraden  desselben  aus,  wenn  Tal.ab8.tg^  >^  ist  FOr 

ff 

tg^  —  j  fallen  diese  beiden  Geraden  in  eine  einzige  zosanunen. 


S  12. 

Wir  wollen  nun  die  Untersuchungen  ebener  bcbnitte  des  geraden 
elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  verlassen  and  zur  Betrachtung  setner 
Tangentialebene  ttbergehen. 

Als  Gleichung  derselben  im  Punkte  sys  der  Fläche  efglbt  sich: 
«»«({  -»)-  c^^in  —if)  -«(a»— «*)(^  -  «)  =  0 
oder  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (17): 
(27)  «(««-»»)£  -  0 
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Nach  den  allgemeinen  Bemerkungen  in  der  Einleitung  berührt 
diese  Tangentialebene  den  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  im 
Allgemeinen  nicht  längs  der  ganzen,  durch  ihren  Berührungspunkt 
gehenden  Erzeugenden  desselben.  Die  Ausnahmen  hiervon  finden 
für  äc  =  0  und  für  x  -=  +  a  statt.  Im  ersteren  Falle  schneidet  die 
Tangentialebene  aus  dem  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  die 
durch  ihren  Berührungspunkt  gehende  Erzeugende  und  die  singulare 
Kante  aus ,  in  den  beiden  anderen  Fällen  dagegen  nur  die  durch 
ihren  BtTührungspunkt  gehende  erzeugende  Gerade. 

Die  singulare  Kante  dos  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  ist 
noch  dadurch  ausgezeichnet,  dass  es  in  den  Punkten  derselben  jo 
zwei  Tangentialebenen  giebt,  welche  sich  in  der  A'-Ebene  schneiden, 
und  mit  der  A'J^-Ebene  entgegengesetzt  gleiche  Winkel  bilden.  Denn 
setzt  man  in  der  Gleichung  (27)  für  cy  seineu  Wert  aus  der  Glei- 
chung (17)  und  nimmt  dann  r  =  0  an,  so  geht  dieselbe  über  in: 

Es  sind  dies  die  am  Schlüsse  des  vorigen  §  für  /  =  0  betrach- 
teten Ebenen.  Daraus  folgt,  dass  jede  durch  die  siugulärc  Kante 
gehende  Ebene,  welche  mit  der  A'Z-Ebenc  einen  Winkel  bildet,  dessen 

trigonometrische  Tangente  absolute  gleich  oder  kleiner  als  -  ist,  eine 
Tangentialebene  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  ist. 

Im  Allgemeincu  erhält  man  für  die  Projection  der  Durchschnitts- 
curve  der  Tangcutialcbcuo  mit  der  vorgelegten  Fläche  auf  die  ATZ- 
Ebcno,  wenn  man  ri  aus  der  Gleichung  (27)  und  der  Gleichung: 

eliminirt : 

(28)    1  i-x^O 

I        (a^  —  x*)  a  +  x)P—2xz{a*  —  x^)t-\-x*z^ii—x)  =  0 

d.h.  diese  Durcbschnittscurvc  besteht  im  Allgemeinen  aus  der  durch 
den  Berührungspunkt  der  Tangentialebene  mit  der  Fläche  gehenden 
Eneugenden  der  letzteren  und  aus  einer  Curve  dritten  Grades. 

Für  die  Normale  im  Punkte  xyz  des  geraden  elliptischen  Cono- 
Cuneus  (17)  ergeben  sich  die  Gleichungen,  wenn  Xj,  y,,  die  lau- 
fenden Coordinatcn  bedeuten: 


(29) 


—  X 
xz* 


Vi  —  y 


—  c*y        z{a*  —  X*) 


aoo 
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I  13. 

Unsere  uiichstc  Aufgabe  sei,  das  Volumen  V  zu  bcstimmeu,  wel- 
ches von  dcu  Ebenen  ac  =  0,  x  =  «  =  der  XZ-£bcne  und 
dem  zugehörigen  Teile  des  geraden  elliptischen  Cono-Canens  (17) 
begrenzt  wird.  FOr  dasselbe  ergiebt  sich: 

0     0  9  Ö 

(30)  K-|*[}^ySi=V+4«^«csto(^)j 

oder^  wenn  man  die  zn        gehörige  Goordinatc  y  mit  bezeichnet 

(31)  K^o^  +  i«*^  aresin  (^') 

Das  Volumen  7  mit  der  vorgeschriebenen  Begrenzung  ist  dem- 
nach picich  (iom  vierten  Teil  des  recht winldipcn  ParaUelepipoiions 
mit  den  Kanten  x^^  y^,  Zq  vermehrt  um  ein  Prisma,  dessen  Gniud- 
tiächo  ein  Quadrat  mit  der  Seite        und  dessen  Höhe  die  mit 

arcsin^~°^  multiplicirte  vierte  Proportionale  zu  c  und  ist 

Setzt  man  in  der  Gleiühuug  (30j  2:^  —  a ,  so  geht  dieselbe  Aber 

in 

d.  i.  aber  der  vierte  Teil  desjenigen  Volumens  V\  welches  von  dem 
geraden  elliptischen  Cono-CJuaeos  (17)  und  der  Kbonc  2  ==  ^  be- 
grenzt wird.  Daraus  folgt: 

(32)  F'  — 

Das  von  dem  geraden  elliptischen  Cono-Cuuous  (17)  und  der 
Ebene  z  =  bcLMfu /to  Volumen  ist  also  gleich  der  IlLilfte  eines 
Cyliuders,  dessen  Grundkreis  den  Radius  a  hat,  und  dessen  Höhe  die 
vierte  Proportionale  zu  e  and  ist 

Ziehen  wir  in  Betracht,  dass  die  zur  JTy-Ebeno  parallele  Ebene 
aus  der  voigelegton  Fläche  eine  EUipso  mit  den  Halbazcu 

a  und  ~  ausschneidet,  so  iässt  sich  die  Formel  (52)  so  deuten: 
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Das  Volamcn  V  ist  gleich  dem  halben  Volumen  des  Cylinders  mit 
der  durch  die  Ebene  Z  Zq  aus  der  vorgelegten  Fläche  ausge- 
scbnitteuen  Ellipse  als  Grundfläche  und  der  Höhe  Zq. 

Allgemein  ist  diese  Beziehung  in  der  Einleitung  (§  8.)  nachge- 
wiesen worden ;  wir  wollen  daher  hier  nicht  näher  darauf  eingehen. 
Bemerkt  sei  nur  noch,  dass  die  Formel  (32)  auch  mit  Hilfe  einer 
Mittentigur  deuten  lässt.  Die  Ebene  z  =  ^cr^  schneidet  nämlich  aus 
dem  geraden  elliptischen  Cono-Cuueus  (17)  eine  Ellipse  mit  den 

Ualbaxen  a  und  ^  aus.  Bezeichnet  man  diese  Mittenfigur  mit  A/, 
so  geht  die  Gleichung  (32)  über  in: 

(33)  r'  =  J/.3o 

Diese  Formel  gilt  auch,  wenn  mau  das  Volumen  zwischen  den 
Ebenen  z  z^^  2  =  2,  und  dem  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus 
(17)  in  Betracht  zieht.  Man  hat  alsdann  nur  für  den  Abstand  der 
beiden  begrenzenden  Ebenen  zu  setzen.  Denn  aus  der  Gleichung 
(32)  folgt  für  dieses  Volumen,  wenn  zj  >  z,  ist : 

\  —  \nar  =  hnarh  

*  c  "  c 

c 

wobei  h  ^  z^—z,  ist.  Nun  ist  aber;  z=  -  b.  wenn  b  die  zu  s  zu- 
gehörige  variabele  Halbaxe  der  Ellipse  ist.   Mithin  erhält  man: 

V=  na  .  -^Y'  .  h 

Setzt  man  ferner :  =  b^,  so  ergiebt  sich : 

V  =  n  ab^h 
Ist     das  zu  &3  zugehörige  z,  so  ist: 

H  =  1(^1+^) 

also: 

»,—33  =  i(2^— 2,)  =  \b 
Demnach  resultirt  der  oben  ausgesprochene  Satz: 
(34)  V^M.h 
Wir  hatten  erhalten: 

F      Jia  — h. 
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Diese  Formel  Iftest  sich  noch  anders  deuten.  Es  ergiebi  sich  nia* 
lieh  daraus: 

Setzt  man  nun: 

wobei  G|  nnd  die  begrenzenden  fiUlpsen ,  M  die  Mittenfignr  des 
Körpers  V  bedentet,  so  ist: 

(35)  V^\\^{G^  +  G^)+m\ 

d.  i.  die  Fonnel,  welche  in  der  Stereometrie  vom  Prismatoid  be- 
wiesen wird. 

Die  beiden  Formeln  (84)  and  (35)  lassen  sich  noch  veraUgenei- 
nem.  Wir  wollen  diese  YeraUgemeinemng  kurz  ISr  die  erstore 
durchfahren.  Betrachtet  man  n&mlich  das  Volumen  zwischen  den 
Ebenen  x  —  O,«  —  «e^s  —  s  —  s^der  X^Ebeno  und  dem  sa» 
gehörigen  Teil  des  geraden  elliptischra  Cono^Cuneus  (17),  so  erfatit 
man  für  dasselbe: 


{4^yV-«'+4«*arcsing«)j 


2c 

Hnn  ist  aber: 

Mv+fs) 
2c  2c  c 

und 

7      Vi^+  i«'arcsiu  (^«) j  -  Jf' , 

wenn  ^f'  den  Teil  von  M  bezeichnet ,  welcher  von  den  zu  x  =  0, 
ac  =  3*0  zugehörigen  Ordiuateu  der  Ellipse,  von  der  ^-Axo  und  ücjb 
zugehörigen  Bogen  begrenzt  wird.  Folglich  resultirt: 

V*  «  M  \  A. 

Auf  analoge  Weise  ergiebt  sich  der  entsprechendo  Ausdmclc  tta 
die  Formel  (35). 
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m.  Abschnitt. 

Die  beiden  geraden  hyporbuüscheu  Gono-Cuuei. 

f  U. 

Um  zunächst  den  geteilteu  geraden  hyperbolischen 
CoDo-Cuneos  za  betrachteo,  nehmen  wir  als  Gleichungen  der 
Leithyperbd: 

(38)  ja«  6«-* 

Demnach  wird  die  -.Y-Axe  singuläre  Kaute,  die  FZ-Ebcno  Director- 
ebene.  Also  erhiUt  man  als  Gleichungen  des  betreffenden  Ck>uo-Caneus, 

wenn  man  wieder  c-  idr    ^  setzt; 

(37)  c*if^  -z^x^-^a'^) 

Da  diese  Gleicbnng  nur  die  Quadrate  von  «  enthält,  so  ist  za- 
alchst  klar,  dass  die  vorgelegte  Flache  symmetrisch  su  den  drei 

Coordlnatenebenou  liegt.  Femer  folgt  ohne  Weiteres,  dass  es  nur 

leeUe  Werte  fftr  jr  und  s  giebt,  wenn  val.  abs.  c  ^  a  ist    Der  in 

Rede  stehende  Cono^Gunens  besteht  daher  aus  zwei  gesonderton  Tei- 
len zu  beiden  Seiten  der  Direetorebeue,  woher  die  Bezeichuuug  „geteilt'' 
cutnummeu  ist 

Wir  wollen  nicht  näher  auf  ebene  Schnitte  des  geteilten  geraden 
Ikjperbolischen  Cono^Cnnens  eingehen,  da  wir  diLbei  auf  ganz  ähnliche 
Betrachtangen  wie  beim  geraden  elliptischen  Clono-Cnnens  geführt 

werden.  Bemerkt  sei  hier  nur,  dass  die  zur  ^F-£bene  parallele 
Ebene  z  =  h  aus  der  vorgcicgteu  Fliiciic  (37}  die  Hyperbel: 

(38) 

ausschneidet  Fttr  A  »  c  eigiebt  sich  demnach  eine  gleichseitige 
Hjperbel  mit  dem  halben  Parameter  a.  Die  Mittelpunkte  aller  die- 
ser Hyperbeln  liegen  auf  der  Z-Axe,  ihre  reellen  Axou  in  der  ix-Kbene, 
ilve  imaginären  Axen  in  der  FZ>£bene.  Die  reelleu  Axen  der  aus- 
geschnittenen Hyperbeln  sind  einander  gleich  2a,  die  imaginären  da- 
gegen wachsen  proportional  dem  Abstände  der  schneidenden  Ebene 
Ton  der  singulären  Kante. 

Ziehen  wir  die  Brennpunkte  dieser  ausgeschnittenen  Hyperbeln 
in  Betracht,  ao  li^n  diese,  wie  aich  ana.  dem  Oeaagten  ergiebt,  in 
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der  X^Ebene.  AIb  Gleichang  deB  geoinetrischeii  Ortes  dieser  Brenn- 
punkte  erhftlt  man: 


d.  h.  in  Worten:   Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  Hy- 

perhelu,  welche  aus  dein  geteilten  gcradoa  hyptibolischon  Couo-Cunena 
(37)  durch  Ebenen  parallel  der  -Arr-Ebcuc  ausgeschnitten  werden,  ist 
eine  Hyperbel  in  der  XZ-Eheno  mit  dem  Coordinatenanfang  als  Mittel- 
punkt,  deren  reelle  Axc  2a  in  der  X-Axe,  deren  imaginäre  Axe  2r 
in  der  Z-Axo  liegt  Ist  c  =  a,  so  ist  dieser  geometrische  Ort  eine 
gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  halben  Parameter  o. 

ah 

Aus  der  Vergleichaug  von  (38)  und  (39)  folgt,  weuu  wir  —  »0 

c 

setseii: 


Daraus  fliesst  der  Satz:  Diejenige  zur  A'i-Ebene  parallele  Kbene, 
deren  Abstand  von  der  siuguläreu  Kante  die  vierte  Proportioiiale  zu 
a  und  c  ist,  schneidet  aus  dem  geteilten  geraden  hyperbolischen  Cono- 
Cuncus  (37)  eine  Hyperbel  aus,  welche  gleich  ist  dem  geometrischen 
Orte  der  Brennpunkte  aller  durch  Ebenen  parallel  der  A^y-£bene 
ans  der  vorgelegten  Flftcbe  ausgeschnittenen  Hyperbeln. 

Es  ist  dies  ein  ganz  ähnli(^bcs  Resultat,  wie  wir  es  beim  geraden 
elUpüscheu  Couu-Cuucus  erhalten  habeu. 

Vergleichen  wir  die  beiden  Resaltatc  (22)  and  (39),  so  erhalten 

wir  deu  Satz: 

Sind  der  gerade  elliptische  nud  der  geteilte  gerade  hyperbolische 
Gono-Ganens,  welche  dieselbe  Directorebene  nad  dieselbe  singnlftro 
Kante  haben,  so  beschaffen,  dass  die  Ebene  in  der  Entfemiing  o  von 
der  singulftren  Kante  ans  dem  elliptischen  einen  Kreis  mit  dem  Radius  «i, 

ans  dem  hyperbolischen  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  halben 

raramcter  a  ausschneidet,  so  ist  der  geometrische  Ort  der  Brenn- 
punkte der  Ellipsen  des  elli])tischen  Cono-Cuueus,  deren  Euttornuug 
von  der  siuguläreu  Kante  absolute  ^Icivh  oder  grösser  als  a  ist,  frleich 
dem  geometrischen  Orte  der  Brenupuuktc  der  Hyperbeln  des  ^jeradeü 
geteilten  hypcrbolischeu  Cono-Cuueas. 

Die  durch  die  Gleichung  (38)  dargestellte  Hyperbel  besitzt  zwei 
Asymptoten,  welche  der  Gleichung  genügen: 
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Asymptoten  ftller  Hyperbeln ,  welche  bqs  dem  getoilteu  geraden 
hyperbolischen  Cono-Cuneus  (37)  durch  Ebonon  parallel  der  XK-Eboiie 
ausgoschuittou  werden,  liegen  demnach  aui  ciaer  Fläche,  welche  durch 
die  Gleichung  dargestellt  wird: 

€y  —  ±  w 

JNese  zerfiUlt  in  die  beiden  Gleichungen: 


(40)  i  'n>-«-o 


Daraus  folgt ,  dass  die  Asymptoton  der  Hj^perbeln  dos  geteilten  ge- 
raden bj'perbolischen  Couo-Cuneus  auf  zwei  hyperbolischen  Para- 
boloiden  liegen.  Um  die  Gleichungen  derselben  auf  die  ttbiicbe  Form 
zu  bringen,  wenden  wir  die  Coordinatentransformation  an: 

X  —  x'cos  <p — a'sin  ip 

Dadarcli  gehen  die  Gieichuugen  (40)  aber  in; 

c^'  =  i  [(a:'-  — 2'^)siu(pco3qp+a;V(cos-gp  —  sin-  cp)} 

Fflr  eos'qp  — Bin'9     cosd^  —  0  ergiebt  sich  (p  =:     wodurch  man 

erhalt: 

Die  beiden  hyperbolischen  Paraboloide  genügen  also  den  Gleichnngen : 

2c     2c  "  ^ 


2ü    2c  ""^ 


Diese  Paraboloide  sind  demnach  der  Art,  dass  Ebenen  parallel 
der  X^'-£beoc  gleichseitige  Hyperbeln  ans   ihnen  ausschneiden 
Ansaerdem  sind  ihre  Spnren  in  den  Ebenen  der  x'y  und  der  yV 
einander  gleich. 

§  15. 

Als  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  Xf/z  des 
geteilten  geraden  hyperbolischen  Conu-Cuiieus  (37)  ergiebt  sich,  wenn 
Ii  11,  ^  die  laufenden  Coordiuateu  bedeuten: 

a»«({-«)-c«y{i2-y)  +  a(a:«-a»)(f-»)  «  0 

oder: 

(48)  X««  (I  —  ar)  -  rj, .  cij  +  2  (x «  -  « ^)  r  =  0 

4.  Mstlu  m.  VhjB.  %  Jtoih«,  Teil  U.  SO 
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Schon  am  den  allgemeinen  Erörterungen  der  Einleitnog  geht 
benror,  dass  diese  Tangentialebene  den  geteilten  geraden  byperboli^ 
8cben  Cono-Cnneos  (37)  im  Allgemeinen  in  der  durch  ihren  BeiUhrnngs* 
pnnkt  gebenden  Erxengenden  und  in  einer  Gnrve  dritten  Gradei 
schneidet  Sie  berflbrt  aber  im  Allgemeinen  die  yorgelegtc  Flftche 
nicht  Iftngs  der  ganzen,  durch  ihren  BerObrungspunkt  gehenden  Er- 
zeugenden  derselben.  Eine  Ausnahme  hiervon  findet  nur  für  x  —  ±  « 
statt;  d.  Ii.  nur  die  Tangiutialebeucn  in  deu  Durchsclmittspmikten 
des  in  Rede  stehenden  Cono-Cuneus  (37)  mit  der  A'Z-Ebene  be- 
rühren denselben  längs  der  ganzen,  durch  ihren  Herührungspniikt 
geheudeii  Erzeugendon.  Diese  Tangeutialcbeucu  sind  znploirh  ^\vt 
Directorebene  parallel  nud  schueidcu  aus  der  ?orgelcgten  Flädie  nur 
die  betreffende  erzeugende  Gerado  aus. 

Ein  anderer  spcciellur  Fall  ergiebt  sich  lür  ;  =  0,  und  zwar 
erhält  man  dafür  aus  der  Gleichung  (42): 

In  den  Punkten  der  singulärcu  Kante  des  geraden  hyperbolischen 
Cono-Cnneus  (37)  giebt  es  demnach  im  AUgenieiuen  je  zwd  Tangential- 
ebenen, welche  durch  die  Jf-Axe  gehen  und  mit  der  A'Z-Ebeue  ent- 
gegengesetzt gleiche  Winkel  bilden.  Analog  dem  Resultate  beim 
geraden  elliptischen  Cono-Cuncns  folgt,  dass  diese  Tangentialebenen 
aus  der  vorgelegten  P'lächc  ausser  der  siugul&ren  Kante  zwei  auf 
beiden  Seiten  der  Directorebene  liegende,  von  derselben  gleich  weit 
entfernte  erzeugende  Geraden  ausschneiden. 

Jede  durch  die  singulärc  Kante  gehende  Ebene  ist  mithin  im 
Allgemeinen  eine  Tangentialebene  des  geteilten  geraden  byperboliscbeo 
Cono-Cnnens. 

Für  die  Gleichungen  der  Nurmale  im  Punkte  xyz  des  vor- 
gelegten C  ouo-Cuneus  (37)  erhält  man,  wenn  y„  zj  die  laufenden 
Cordinaten  sind: 

^^^^  «I«        —  o«y      »(as'»  — a«) 

§  16. 

Betrachten  wir  jetzt  in  der  Gleichung: 
(44)  F=e«jf>— a«)»0 

e  als  variabel,  so  stellt  dieselbe  eine  Schaar  von  geteilten  geraden 
hyperbolischen  Cono-Cuneis  dar.  Alle  Flächen  dieser  Schaar  gebea 
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toeh  die  X-Aze  und  berfthren  aich  in  den  beiden  Geraden  «  «  ±a, 
y  —  0.  Sie  besitzen  also  kdne  eigentliche  einbenende  FIftche. 

ADders  verhalt  es  sich,  wenn  wir  in  der  Gleichaug  (44)  «  als 
coQstant,  a  dagegen  als  variabel  annebmen.  Wenden  wir  Meranf  das 
in  §  8.  erhaltene  Besnltat  an,  so  erhalt  man  als  Gleichung  der  ein- 
bOUendcn  Flache  der  vorgelegten  Ftächenschaar : 


eif+ 

Das  sind  aber  die  Gleichungen  (40).  Die  einhOllemie  Fläche  der 
vorgelegten  Flächeuschaar  besteht  demnach  aus  den  beiden  hyper- 
holischon  Paraboloiden ,  auf  denen  die  Asymptoten  aller  Hyperbeln 
des  geteilten  geraden  hyperbolischen  Cono-Canens  (37)  liegen. 

Für  die  erste  Schaar  \  uu  geradlinigen  Flächen,  welche  durch  die 
Gleichuug  (44)  dar^'c^tellt  wird,  wollen  wir  noch  die  Orthogonal- 
fläch  eil  bestimmen.  Angenommen,  eine  dieser  ürthogonalflächen 
habe  die  Gleichung  <jp  =  0,  dann  sind  die  cosinus  der  Winkel,  welche 
die  Iformale  derselben  mit  den  drei  Coordinatenaxen  bildet,  bezüglich 
proportional: 

Ferner  sind  die  cosinus  der  Winkel,  welche  die  Norinalo  einer  Fluche 
der  vorgelegten  Flächenschaar  mit  den  drei  Coordinatenaxen  bildet, 
bezügUdi  proportional: 

aF.    BF^  BF 

Da  diese  beiden  Normalen  nach  der  obigon  Bedingung  anf  einander 
senkrecht  stehen,  so  erh&lt  mau: 

Bf  B<p,BF  B<p.BF  a<p  ^ 

Bf  Bf  Bf 

Setzen  wir  bierin  Ittr  kt«  st'      ihre  Werte  nnd  eliminiren  dann 

ev   Oy  OS 

zwischen  der  erhaltenen  Gleichung  und  der  Gleichung  (44)  der  ge» 
gebenen  Flächenschaar,  dann  orgiebt  sich  als  partieiie  Diüerential- 
gleicbung  der  gesnchteu  OrthogoualtiäcbeQ: 

(46)  «j^g_,(^««f)  ^  +y («>-a«)  ^  =  0 

Nach  der  Lagrange'schen  Rednction  der  linearen  partiellen 
Difterantialgieichnngen  erster  Ordnung  auf  ein  System  gewöhnlicher 

10» 
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Diflferentialglcichaugen  gelangt  man  zum  allgemeinen  Integral  der 
GleichuDg  (4G)  durch  Integration  von: 

dx  idy,  dz  =  xyz :  —  z  (x*  —  a*) :  y  (x*  —  a*) 

Daraus  folgt 

dx  :dt/  ^  xy:  —  (x*  —  a') 
x*-\-t/*  —  2o'lgx  = 
dy  :  dz  =»  —  z  :y 

yäf  +  S»  =  Cj 

Die  Orthogonalflächen  der  vorgelegten  Flächenschaar  sind  demnach 
enthalten  in  der  Gleichung: 

(47)  F{x* + y _  2aMg  x,  y «  +  z^)  =  0 

Zu  demselben  Resultat  gelangt  man  bei  der  Betrachtung  der  Ortho- 
gonalflächen der  Schaar  von  geraden  elliptischen  Cono-Cuneis,  welche 
durch  die  Gleichung: 

(48)  y=  c^y^  —  z^(a^—x^)  =  0 

dargestellt  werden,  wenn  c  variabel  und  a  constant  ist.    Denn  setzt 

BF  Bf  Bf 

man  in  die  Bedingungsgleichuug  (45)  für  die  aus  der 

Gleichung  (48)  folgenden  Werte  ein  und  eliminirt  dann  zwischen 
(48)  und  der  erhaltenen  Gleichung,  so  resultirt  als  partielle  Differeutial- 
gleichung  der  betreffenden  Orthogonalflächen: 

9(jp        ^        Bcp  B(p 
xyz^^+z{a*-x^)^ -y{a'-x^)  ^  =  0 

oder: 

B(p  B(p  B(p 

d.  j.  aber  die  Gleichung  (46).  Daraus  fliesst  der  Satz:  Ist  c  variabel, 
hat  dagegen  a  einen  constauten  Wert,  so  schneiden  die  Orthogonal- 
flächen der  durch  die  Gleichung  (44)  dargestellten  Schaar  von  ge- 
teilten geraden  hyperbolischen  Cono-Cuneis  die  durch  die  Gleichuug 
(48)  dargestellte  Schaar  von  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  redit 
winklig. 

§  17. 

Unsere  nächste  Aufgabe  sei  die  Cubatur  des  geteilton  geraden 
hyberbolischen  Cono-Cuneus  (37).   Es  crgiebt  sich : 


K= ydxdz—\j^  dx'^T^  — 

a       0  a  0 


Fabsti  DU  Cono'Cuneu  309 


(49) 


Beachten  wir,  dass :  c-y^'  (xq*  —  o*)  ist,  so  gcliL  die  GleicUuug 
(49)  aber  in: 


(50) 


^ -  Kyo«o  -  i         ( — —f  ) 


Von  diesem  Volumen  gelten  analoge  Siitze  wie  von  demjemgeu 
des  geraden  elliptischen  Cono-Caneus.  Wir  wollen  diese  hier  nicht 
erst  entwickdo,  Bondeni  auf  eine  andere  Betraditangsweise  eingehen. 

Lässt  mau  längs  einer  dnrch  die  Ebene  x  xq  aus  der  vor- 
gelegtea  Flüche  (37)  uusgost  hiiitfiuün  Geraden  eine  gerade  Linie 
parallel  der  -XT-Ebene  so  hiuglcitcu,  dass  sie  .stuls  durch  die  Z-Axc 
geht,  zo  erzeugt  sie  ein  hyperbolisches  Paraboioid,  welches  der 
Gleichung: 

cy  —  «Ca 

genOgt.  Fflr  das  Yoloroou  V  »wischen  den  Ebenen  «  —  ai^,  »  » 
der  JEZ-Ebene  und  dem  zugehörigen  Teil  dieser  Flächu  erhält  mau : 

Mithin  resaltirt: 


(51)  F'-  K  -  »  -        lg  (2dL»SE?) 

Bezofihnen  wir  ferner  den  Hyperbelseetor  OPA  (Fig.  1.)  mit  #,  so 
ist,  wenn  die  Hyperbel  der  Gleichung  (38)  genügt,  und  wenn  man 
1^  filr  4  setzt: 

(52)  .-fiä,g(fo±V^!E?) 

Demnach  geht  die  Gleichung  (51)  ttber  in: 

(53)  I»  —  l«.«o 

d.  h.  bei  constantem    und  ?arlablem    Terhalten  sich  die  Volumiuav 

wie  die  zugehörigen  Uyperbelsectoren. 

Wir  haben  im  f  14.  gesehen,  dass  die  Ebene  «  0  aus  dem 
geteOten  geraden  hyperbolischen  Cono-Cuneus  (37)  eine  gleichseitige 
Hyperbel  mit  dem  halben  Parameter  a  ausschneidet.  Setien  wir 
ij)    6  in  die  Gleichungen  (52j  und  (53)  ein.  so  erhalten  wir: 

SV  SS 
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Hieran  wollen  wir  einige  Bemerkungen  über  Sommea  und  Diffe- 
renzen von  V  knüpfen,  wenn  verschiedene  Werte  annimmt  Wie 
uch  aus  den  Gleichnogen  (54)  ergiebt,  haben  wir  dazQ  nur  die  ent- 
sprecbenden  Sectoren  •  zn  betrachten. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  lässt  sich  die  zweite 
Gleichung  in  (64)  auch  so  schreiben: 

(55)  .»j^,g(!i±ir) 

d.  h.  der  Sector  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  gleich  dem  halben 
Qoadrat  des  halben  Parameters  mnltiplicirt  mit  dem  natürlichen  Lo- 
garithmus von  dem  Quotienten  aus  der  Snmme  der  iiigehörigen  End* 
Goordinaten  dividirt  durch  den  halben  Parameter. 

Aus  der  Gleichung  (55)  folgt; 

Ist  nnn:  2t  ^^i'  nnd  sind  y'  die  snm  Sector  «'  zagehOrigeB 
Endcoordinateo,  so  ist  demnach: 

(56)  ^'+^'^<E±yl 


Daraus  fliesst  der  Satz :  Die  Summe  der  Goordinaten  des  dopp^- 
ten  Sectors  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  die  vierte  Proportionale 
zun  halben  Parameter  derselben  nnd  der  Snmme  der  Coordinaten 
des  tinfiudien  Seetors. 

£s  ist  aber:  c'*— y '  —  Mithin  erhält  man  aus  der  Glei- 
chung (56): 

(57)  X  « 

Den  Totigen  Satz  kann  man  daher  anch  so  aussprechen:  Di« 
Absdsse  des  doppelten  Sectors  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  die 
vierte  Proportionale  zum  halben  Parameter  derselben  und  der  yc^ 

binduDgslinio  des  Endpunktes  der  Ordinate  des  einfachen  Sectors  mit 
dem  Hyperbelmittolpunkt. 

Um  mithin  den  Sector  OP^A  (Fig.  1.)  zu  verdoppeln^  constmire 
man  die  vierte  Proportionale  zn  CA'  nnd  OP, ,  trage  dieselbe  snf 
OA  von  O  ans  bis     ab,  errichte  in     die  Senkrechte  P^Qt  auf  0<k 

ho  ibl  Sector  OP^A  «=-  2  Beet  OP^A. 
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Damit  ist  zugleich  die  Aufgabe  gelöst*  einen  gegebenen  Sector 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  xn  halbiren.  Denn  nach  der  Gleichung 

(57)  ist 

(58)  =  a.«' 

Um  daher  den  Sector  OPfA  zn  halbiren,  constmire  man  aber  OQ^ 
sls  Durchmesser  einen  Halbkreis,  welcher  die  Scheiteltangente  der 
Hyperbel  in  E  schneidet,  mache  OPf  «  Ol?,  so  ist 

Sect  OPtA  —  ^Sect  OP^A. 

Aas  der  Gleichung  (5ti)  folgt  noch,  wenn  man    —  «b^— setzt: 

(59)  '  t^s=ia(a  +  x') 

Beachtet  man  femer,  dass  der  Krümmungsradius  fttr  die  gleich- 
seitige  Hyperbel 

(g«+y»)i 

9  

ist,  so  ergiebt  sich  nach  der  Gleichung  (57): 

d.  h.  in  Worten:  OQ,  ist  die  mittlere  Proportionale  zu  OPf  und 
doD  Krümmungsradius  in  Pg, 


Zugleich  ist  lüar,  dass  für  den  Scheitel  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel der  Krümmungsradius  gleich  dem  halben  Parameter  derselben  ist 

Die  Kelatiüii  (ö6)  lUsst  sich  leicht  rerallgemciiiern.  Ist  nämlich 
i«  —  ».«  und  gehört  tn  zu  den  Endcoordiuaten  «m,  y««  so  erlUÜt  man: 


(60)  Xn 


Baraas  rcsnltirt  der  Satz:  Die  Stimme  der  Coordinaten  des  n-fachcn, 
Sectors  einer  gleichseitigen  Hyperbel  ist  gleich  der  nten  Potenz  der 
SunuDo  der  Coordinaten  des  einfachen  Sectors  dividirt  dnrch  die 
(m— l)te  Potenz  des  halben  Parameters  derselben. 

Sind  ferner  die  beiden  Sectoren  «j  und  gegeben,  welche  be- 
züglich zu  den  Coordinaten  «| ,  $g  und    ,  yt  gehören,  so  ist  nach  (56) : 

Ist  nun:  *t+H  —  $9»  wobei    zu  den  Coordinaten  gehört, 
iebt  sich  die  Relation: 
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(61) 


(1.  h.  in  Worten:  Ist  die  Summe  zweier  Scctorcn  und  einer 
gl(  iLlii.iitigen  Hyperbel  gleich  einem  dritten  Sector  .^3,  so  ist  die 
Si inline  der  Coordinaten  dieses  dritten  Sectors  die  vierte  Proportionale 
zum  halben  Parameter  und  den  beiden  Summea  aus  dea  Coordioaten 
der  beiden  zu  snmmirenden  Sectoren. 

Setzt  man:  ifdlMifdjii^i  _  ^  go  erhfilt  man: 

a  * 

Um  daher  einen  Sector  «3  zo  finden  (Fig.  2  ),  welcher  gleich  der 
Summe  der  in  ideu  Sectoren  OI\A  und  OP.,A  ist,  constmire  mau  die 
vierte  Proportionale  zu  0.1,  -h  ^^i^i  ^  ""^  0(>.,-\-Q^r^ 
=  OIl^^  halbire  AS  iu  2\  trage  A6  von  S  aus  auf  60  bis  L'  ab, 
ziehe  durch  U  die  Parallele  VV  zu  OJ,  mache  0<>_j  =  S\\  errichte 
in  die  Senkrechte  P^Q^  auf  OQs,  so  ist  Sect.  OP^  der  gesachte 
Sector. 

Damit  ist  zn^doich  die  Aufgabe  ^'el(>st:  Es  sei  ein  heliebigor 
Punkt  P._.  auf  dem  Bogen  einer  gleichseitigen  Hyperbel  cro'j'ebeu,  man 
bestimme  hierzu  einen  Punkt  so,  dass  der  Sector  OP^P^  gieidi 
einem  gegebenen  Sector  OP^A  ist 

Durch  Wiederholung  dersell)eii  Operation  lässt  sich  die  Gleichung 
(61)  verallgemeiueru.  Siud  die  iiyperbülsectorou  «i, gegeben, 
und  ist: 

80  ist,  wenn  die  Sectoren  bezflglich  zn  den  Endcoordinaten  ^1,^1; 
3*2,  ysj  ...a-n-i-i,  yn+\  gehören: 

(bJ;  ^M+i-i-^M+i=  

Ans  der  Gleichung  (61)  folgt  femer: 

d.  h.  iu  Worten:  Ist  der  Sector  eiuer  gU-ichseitigeii  Hyperbel  ßleich 
der  Difil-reuz  'fy  — -^2  z^^'^'^t  Sertoren,  so  ist  die  Sniniiie  der  (  oor.ii- 
naten  von  die  vierte  Proiiort ionalc  zu  der  Summe  lirr  Cüordiualeu 
von  s...  di  r  Summe  der  Coordiiiatcu  von  und  dem  halben  Para- 
meter der  Hyperbel. 

Daraas  eigiebt  sich  eine  dor  vorigen  ähnliche  Constmction. 
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§  18. 

Wir  wollen  jetzt  einige  Beziehungen  an  der  gleichseitigen  Hy- 
perbel entwickeln,  wenn  die  Punkte  und  (Fig.  3.)  so  auf  dem 
Hxperbelbogen  Uegen,  dass  O,  mid  Qi  vier  harmoiiische  Fankte 
siad.  MftE  hat  demoach  die  Proportion: 

(64)  OAiAQ^^  OQ^iQ^Q^ 

FiudcQ  ferner  die  Relationeu  statt: 

Sect.  OP^A  —  i  Seet  OP^A 

Sect  OP^A^\  Sect.  OP^Ä, 

so  folgt  zanftchst  ans  (58): 

C?P4»=  O-ä.OQt 


OP4«  =  i  ( .  öQi  +  Öi4 ,  Qi  Q,  +  .  00,  -  .  0<4) 
Daraus  folgt  mit  Anwendung  der  Proportion  (04): 


Kach  (5U)  ist  nun:  ^OA{OA  +  OQ^)  =^  OQ^\  folglicli  erhält  man: 

Wenden  wir  hicnraf  noch  die  Gleichnng  (5b)  au,  nach  welcher 

OA.üQ^     Öl\/  ist,  sü  resultirt: 


also 

OÖ4:  OP4  -o  Oit:  OP5 

Ans  der  Figur  3.  folgt,  wenn  H  der  Durchschnittspunkt  der  Scheitel, 
tangente  mit  Op^  ist: 

0%iOP^^  OAiOR 

Aus  boidcu  Proportioneu  eigicbt  sich: 

(65)  OP,  =s  0J{ 

Daraus  Hiesst  der  Satz:  Ist  der  Sector  OP^A  die  Hälfte  des 
Seclors  OP^A  und  liege«  und  P^  so  auf  dem  Bogen  der  gleich- 
atitigeu  Hyperbi-l,  dass  die  senkrecht  darunter  liegenden  Punkte  Qi 
QQd  mit  dem  Mittelponkt  O  and  dem  Scheitel  .1  der  Hyperbel 
Tier  hannouißcbc  Punkte  bilden,  so  schneidet  die  Seheiteltangente 
TOD  der  Verbindangslinie  des  Mittelpunktes  O  mit  P4  ein  Stack  OR 
<b,  welches  die  mittlere  Proportionale  zn  OA  nnd  OQi  ist 


Digitized  by  Google 


314  FabMt:  Dk  Com-CWim«. 

Zugleich  gellt  hieraus  hervor:  Weou  O,  Q,  und  vier  har^ 
monifiche  Puukte  siDd^  und  man  halbirt  deu  Sector  OP^A ,  so  dan 
SectOP4il  —  ^Sect-OPfil  »t,  so  hat  man  damit  auch  den  Sedor 
OP^A  halbirt f  denn  man  bat  aar  OP^^  OB  za  machen,  to  kt 
Sect  OP^A  SS  |Sect.  OP^A. 

Diese  Beziohnngen  lassen  sich  za  einer  Gonstmetion  von  Punkten 
einer  gleichseitigen  Hyperbel  verwenden,  wenn  der  Hittelpankt  O 
und  der  Seheitel  A  ders^ben  gegeben  sind.  Man  wählt  nämlich  vier 

harmonische  Punkte  O,      Q,  und  Q«,  construtrt  über  OQ,  und  OQt 

als  Durchmesser  Halbkreise,  welche  dio  in  A  auf  OA  errichtete  Senk- 
rechte in  R  und  i?,  schneiden,  trägt  OR^  von  O  aus  auf  OR  bis 
ab,  80  ist  P^  eia  Puukt  der  gleichseitigen  Hyperbel. 

Andererseits  las  st  sii  h  hierauf,  wenn  die  gleichseitige  Hyperbel 
gegeben  ist,  eine  Coustruction  des  zu  A  zugeordneten  vierten  har- 
monischen Punktes  zu  G,  A  und  gründen,  wie  auch  eine  Con- 
stmction  des  zn  O  coi^ngirten  vierten  harmonischen  Pnnktea  m  O. 
A  und  Qf» 

Construirt  man  ferner  in  nuter  Beibthaltuug  derselben  Be- 
dmguugon  die  Tangente  P4T  an  die  gleichseitige  Hyperbel,  so  ist: 

IM 

t 


Da  aber  die  fiedingnng  besteht: 

Sect  OP^A  «  iSect  üP^A^ 

HO  folgt  nach  (59) : 


also: 


Mithin  erhalt  man: 


— ^     O^.QQ,.^Qt  +  O^.QQ,.<faOt 
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Mit  AnwcudoDg  der  Proportion  (64)  crgicbt  sich  hieraus: 


*  OA  +  OQi 


(66)  P^T^  =-  .IQx  •  OQ^  —  OA .  QiQi 

Daraus  liicsst  der  Satz:  Sind  A,  Qj  und  vier  harmonische 
Punkte  auf  der  Axe  einer  gleichseitigen  Hyperbel,  und  bestimmt  man 
P4  so  auf  dem  Hyperbclbogeu ,  dass:  Sect  07  4/!  =  i  Sect  Oi^,-^  ist, 
dann  ist  die  Tangente  in  7*4  die  mittlere  Proportionale  zwischen  AQ^ 
und  OQ^  oder  zwischen  OA  und  QiQ^ 

Wir  haben  vorhin  erhalten: 
Daraas  folgt: 


OA+OQj  _  Q^(Q,Qg  +  ^Qi) 
Q4P4«"      AQj      ~  ^Qi.^C^, 

nenn  man  die  Proportion  (64)  berücksichtigt..   Mithin  resultirt: 


OQ4*  :  QiiV  -  OA  : 
Fällt  man  von  Q4  die  Senkrechte  Q^N  auf  OP^,  so  ist : 


0(^4«  :  (24P4«  —  ON :  iVP4 
Aus  beiden  Proportionen  ergiebt  sich: 

OA  lAQi  =  ONiNP^ 

d.  h. 

AN^  Q^P^ 

Hieraof  kann  mau,  wenn  die  gleichseitige  Hyperbel  gegeben  ist,  eine 
Coustruction  des  zu  O  conjugirton  vierten  harmonischen  Punktes  zu 
0,  A  und  gründen.  Man  construire  über  OQ^  als  Durchmesser 
einen  Halbkreis,  welcher  die  Scheiteltangente  in  Jl^  schneidet,  mache 
OP4  =-  C/^i,  falle  von  i'4  die  Senkrechte  P4Q4  auf  OQ,  und  von  Q4 
die  Senkrechte  Q^N  auf  0P^\  ziehe  durch  P^  die  Parallele  zu  AS, 
so  schneidet  diese  Parallele  die  Hyperbelaxe  in  dem  zu  O  zugeordneten 
vierten  harmonischen  Punkt  Q^. 


§  19. 

Gehen  wir  nun  zur  Bctradini!;^  dos  einfachen  geraden  hy- 
perbolischen Cono  Q         Nehmen  wir  hierbei  als 
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Leitlinie  dieselbe  Hyperbel  wie  beim  geteilten  geraden  hyperbolischen 
Cono-Cuneus: 


als  Directorcbcne  demnach  die  XZ-Ebenc  und  die  F-Axe  als  singn- 
läro  Kante,  so  müssen  die  erzeugenden  Geraden  den  Gleichungen 
genügen : 

y  =  v\   X  =  uz, 

80  dass  man  als  Gleichung  des  in  Rede  stehenden  Cono-Cuneus  er- 
hält: 

Aus  dieser  Gleichung  geht  hervor,  dass  r  jeden  beliebigen  Wert 
annehmen  kann.  Ferner  folgt  daraus,  dass  jede  zur  .Vr-Ebene 
parallele  Ebene  den  einfachen  geraden  hyperbolischen  Cono-Cuncus 
(67)  in  einer  Hyperbel  schneidet,  deren  Mittelpunkt  auf  der  Z-Aie 
liegt,  und  deren  Axen  bezüglich  in  die  Ebenen  der  xz  und  der  ys 
fallen.  Darin  stimmen  die  beiden  geraden  hyperbolischen  Cono-Cnnei 
überein.  Während  aber  beim  geteilten  alle  ausgeschnittenen  Hyper- 
beln dieselbe  reelle  Axc  haben ,  wachsen  beim  einfachen  diese  Axen 
proportional  dem  Abstände  der  schneidenden  Ebene  von  der  singü- 
lären  Kante.  Die  reellen  Axen  der  Hyperbeln  des  einfachen  geraden 
hyperbolischen  Cono-Cuneus  verhalten  sich  also  genau  so  wie  die 
imaginären  der  Hyperbeln  des  geteilten,  und  umgekehrt  sind  die 
imaginären  Axen  der  Hyperbeln  des  einfachen  einander  gleich  wie 
die  reellen  derjenigen  des  geteilten. 

Hieraus  folgt,  dass  beim  einfachen  geraden  hyperbolischen  Cono- 
Cuneus  (67)  die  Scheitel  der  ausgeschnittenen  Hyperbeln  von  s—» 
bis  3  —  0  sich  einander  nähern ,  bis  sie  f ür  «  =  0  zusammenfallcD, 
während  die  Entfernung  der  Scheitel  der  Hyperbeln  des  geteilten 
constant  bleibt.  Die  beiden  Teile  des  einfachen  geraden  hyperboli- 
schen Cono-Cuneus  (67)  liegen  daher  nicht  von  einander  getrennt, 
sondern  treffen  in  der  singulären  Kante  zusammen,  womit  die  Be- 
zeichnung „einfach''  zusammenhängt 

Die  beiden  geraden  hyperbolischen  Gono-Cunei  uuterscheidoB 
sich  in  Betn^ff  der  ausgeschnittenen  Hyperbeln  noch  darin,  dass  beim 
geteilten  die  Zweige  der  Hyperbeln  sich  von  ihrer  reellen  Axe  mit 
wachsendem  Abstände  von  der  singulären  Kante  entfernen,  während 
sie  nmgfUehrt  beim  einfachen  sich  mit  wachsendem  Abstände  T(Ä 

singulären  Kante  ihrer  reellen  Axe  nähern. 
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Der  einfache  gerade  hyperbolische  Cono-Cuneus  stimmt  wieder 
darin  mit  dem  geteilten  übereia,  dass  auch  bei  ihm  die  Brcnnpaukto 
der  ausgeschnittenen  üypcrbeln  auf  einer  Hyperbel  liegen,  deren 
Gleicbang  ist: 

aß*     o"  z' 

Der  Mittflipiuikt  dieser  HypetM  ist  demnach  der  Goordimteiiaiifuig, 

ihre  reelle  Aze  2a  liegt  In  der  iT-Axe,  ihre  imaginäre  2  -  in  der 
^Aze. 

Berücksichtigen  wir  hierbei  die  Gieichnng  (39),  so  resultirt  der 
8atx:  Schneiden  sich  die  beiden  geraden  hyperboliBchen  Couo-Cnnei, 
deren  singnläre  Kanten  in  einer  £bene  liegen  nnd  anf  einander  senk- 
recht stehen,  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel ,  so  liegen  die  Brenn« 
pmikte  der  dnrch  Ebenen  parallel  dieser  Dnrchschnittslinie  ans  ihnen 
snsgeschnittenen  Hyperbeln  auf  einer  nnd  derselben  Hyperbel. 

Die  Asymptoten  einer  durch  eine  £bene  parallel  der  XF- Ebene 
aus  dem  einfachen  geraden  hyperbolischen  Cono-Cnnens  (67)  ausge- 
schnittenen Hyperpel  genflgen  der  Crleichnag: 

öc 

—  09 

Die  Asymptoten  aller  dieser  ausgeschnittenen  Hyperbeln  liegen  dem- 
nach auf  den  beiden  liyperbolischeu  Paraboluidcu : 

(69;  (ai,.-»«-0 

'  ayz-^-bcx  0 

Vertanschen  wir  in  diesen  Gleichungen  y  mit  so  g^en  dieselben 
fther  in: 

ao)  f««-*.y=0 

Das  sind  aber  die  FIftehen,  auf  denen  die  Asymptoten  der  Hyperbeln 

des  einfachen  geraden  hyperbolischen  Cono-Cunens  (67)  liegen,  wenn 

man  denselben  un  die  Z-Aie  um  ^  <hreht 

Hit  BerflGksichtignng  der  Gleichungen  (40)  resnltirt  daher  der 
Sata:  Schneiden  sich  die  hoiden  geraden  hyperbolischen  Gono-Cnnei, 
deren  singulare  Kanten  in  einer  Ebene  liegen  nnd  auf  einander  senk- 
recht stehen,  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel',  und  dreht  man  den 

ff 

einen  um  die  ^Axe  um  ^ ,  so  liegen  die  Asymptoten  der  ans  beiden 
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Flächen  durch  Ebenen  parallel  ihrer  Dorchschrnttslmie  ansgeschmtte- 
nen  Hyperbeln  anf  denselben  beiden  hjrperbolischen  Paraboloiden. 

Da  diese  Faraboloide,  wie  beim  geteiitcn  geraden  hy-perboliscben 
Cono-Cuneas  nachgewiesen  worden  ist,  zagleicb  die  einbauende  Fläche 
der  Schaar  von  Gono-Cnneis  bilden,  welche  durch  ihre  Gleichung 
dargestellt  wird»  wenn  der  Parameter  der  ans  einer  solchen  Fi&cbe 
aoQgeschnittenen  gleichseitigen  Hyperbel  variabel  ist,  ao  kann  man 
diesen  Sats  anch  so  denten: 

Schneiden  sich  die  beiden  geraden  hyperboliscbca  Gono-Cuoei, 
deren  singnläre  Kanten  in  einer  Ebene  liegen  und  auf  einander  senk- 
recht stehen,  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  mit  dem  halben  Pari- 
meter a,  so  bestehen  die  einhüllenden  Flächen  der  beiden  Flachen* 
schaaren,  welche  durch  die  Gleichungen  der  beiden  Cono-Conei  dai^ 
gestellt  werden,  wenn  a  yariabel  ist,  nnd  der  eine  um  die  ^Axe  um 

IS 

'  gedreht  wird,  aus  denselben  beiden  hyperbolischen  Paraboloideo. 


Als  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte^  des  ein* 
fachen  geraden  hyperbolischen  Cono*Gnnen8  (67)  ergiebt  sich,  wenn 
{,     I  die  laufenden  Coordinaten  sind: 


Von  derselben  gelten  analoge  Beziehungen  wie  von  derjenigen  des 
gLiiilkn  byperl)olisehen  Cono-Cuneus.  Die  iiiTiihruugspankte  der- 
jenigen Tangenliaibeneu,  welche  die  vorgelegte  I'läohe  (67)  längs  einer 
ganzen  Erzeugenden  berühren,  liegen  auf  den  DurchschuittfiUnien  der 
JC^-Ebcne  mit  der  Fläche.  In  den  Punkten  der  singulären  Kante  gicbt 
es  ebenfalls  je  zwei  Tangentialebenen,  welche  durch  die  singulare 
Kante  gehen  und  mit  der  FZ-Ebene  entgegengesetst  gleiche  Winkd 
bilden. 

Betrachten  wir  jetzt  das  Volumen  V  zwischen  den  Ebeueu 
y  =  0,  y  mm  2  »  «  ™  0  uud  dem  zugehörigen  Teile  des  ein- 
fachen geraden  hyperbolischen  Cono-Cuneus  (67),  so  erhält  man  für 
dasselbe: 


§  20. 


(71) 


=  0 


(72)  V 


Mit  BerQckaichtigung  der  Gleichung  (67)  läast  sich  diese  Gleidiuiig 
auch  80  flchrelbeii: 
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(78)  ^^■»koyo^+-£-^H-~"a^^ — j 

Ferner  folgt  ans  der  Gleichung  (öO),  wenn  man  darin:  }/xQ*—a* 

dorcii  — -  ersetzt: 

(74)       K  -  J,,yo    ^  4^  lg 

Yertaaschen  wir  in  (73)  x  mit     d.  h.  drelieu  wit  den  einfachen 

geraden  hyperboliflcheo  Gono-Cnnens  (67)  um  die  Z-Axo  nm  so 

gehl  diese  Glcichuug  Uber  io: 

Setzen  wir  bierin  a  »     so  resnlCirt: 

Darans  flieset  der  Satz:  Schneiden  sich  die  beiden  geraden  b]rper- 
bolifldien  Coiio-Cnnei,  deren  singulare  Kanten  in  einer  Ebene  liegen 
und  auf  einander  senkrecht  stehen ,  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel, 

ond  dreht  man  den  einen  am  die  2rAxe  nm    ,  so  ist  die  Summe 

der  zu  denselben  Coordiuateu  ^tq,  ^0,  gehörenduu  Volumina  der 
beiden  Pläcben  gleich  dem  halben  Voluiuou  eines  rechtwinkligen 
Parallelepipedons  mit  den  Kanten  y^^ 
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1. 

Mi»lirfa<^h  collineare  Dreiecke  bei  Kegelschnitten. 

^'ttr  «w«!  oolUDeare  Dreiecke  giebt  es  bekaimtlieb  stets  ^aes 
Koin^MmUt,  In  Dcsug  auf  welchen  die  beiden  Dreiecke  polsrrecipnk 
uliul.  Wt'nn  nun  die  Dreiecke  r-foch  eolline&r  (r  ^  2,  S,  4,  6) 
iltttt*)«  HO  gl«»bt  et  r  Bokhe  Kegelschnitte.  Die  Bedebnugen  dieser 

Ki  Kt'UohnUto  unter  einander  wollen  wir  erOrtarn. 

Kh  «clon  die  Droiccko  abe  nnd  123  in  (q,  ^tc^^Collinestios. 
ftel  iWMend  gowftbltem  Goordinatensystem  sind  dann: 

Cii  !  y  — '  ü  31  :  x-{-iiy'\-z  =  0 

<i6tf  — 0  i2ix+]f+VM'^0 

und  der  Kegolschuitt,  iu  Bezog  anf  welchen  aio  PolarreciprociiiU 
statt  hat: 

Nehmeu  wir  nun  uacii  einander  die  Fälle  der  mehrfachen  Colli- 
neation  in  Betracht 

1.  Die  Dreiecke  sind  ancb  in  (aid5Cs)-Collineation,  wenn  (a^y 
Ist.  Der  zu  dieser  CoHincation  gehörige  Kegelschnitt  ist: 

k  »  A««+y*+*'+^f»y*+2«r+2iry  =  1 

*)  Mehrfache  ColtiDeatton  too  twei  Dreieektn.  Oraner'tt  Archiv  Bd.  7o. 
Seite  tos. 
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iftiso  k  —  ~  (M— 1)0/  — woraus  tolgt,  dass  die  bcideu  JhLegol- 
{seluitte  sich  doppelt  berttbren,  mit  al  als  BeiUhmngssehne. 

Sellen  wir  nach,  ol>  d'io^e  Beziehung,  die  sich  als  notwendig  hor- 
,  oasstellte,  auch  binreiclieud  ist? 

Es  seien  k  nnd  <r,  in  doppelter  Bertthrnng.    Bei  passend  ge- 

irfthltem  CoordiDatcnsystcm  seien  ihre  Gleichuugen: 

[.Der  Punkt  1  habe  die  Coordinaten  0,  ti 

,     w  ^    »      «  ity  Vty  t»' 

k  gehöre  zar  (aj^c^-,     zur  (a|^<^)-CoUindation. 

■ 

Dann  wird 

ae:    t^i+  'c^v  +  Vit  =-  0  (Polare  von  2  bis  k) 

■ 

^ :    ^il^+kn+nja  —  0   (Polare  von  2  hol  k^) 
Kuu  ist  aber  3  einerseits  der  Pol  von  o^»  bei  k{l$^^ 
1  aaderers^ts  der  Pol  von  ae  bei  k^  (^*,  ij^,       also  niiiss 

—  1   fülglicli   /  —  —  1 
.  sein.    (I    1  wflrde  ki  mit  h  identisch  machen). 
Die  Bedingungen  sind  also: 

a)  k  und  A-,  sollen  sich  doppelt  berühren  ; 

b)  die  Suiiune  der  beiden  Factorcn  (/),  wodurch  k-^-lk^  sich  in 
Ünearo  Factoren  zerlegt,  uiuss  =  Ü  sein. 

Dann  kann  man  den  Punkt  2  ganz  beliebig,  den  Puakt  i  auf 
der  BertÜiTungssehnc  annehmen,  dann  erst  bestimmt  sich  3  eindeutig 
so,  dsss  123  in  Bezug  auf  k  und  k^  dasselbe  Dreieck  zum  polar- 
reciproken  besitzt 

3.  Die  Dreiecke  sind  vierfach  collinear,  wenn  A       -»  v  ist« 

b^la^lfi*+X^2^9^2nß+2sBf=0  gehört  zur  (a,Vs)-Gollection 

*«==«*+Az/-4-'~''+2i/3+2A5a:-f2x^-Ü       „       „  (aj,Ä,q) 

also 

4.  lIMk*  «.  ny«.  8.  Itoik«,  Ten  n. 
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1. 


Mehrliich  collineare  Breieeke  bei  Kegelsehnitten« 

Fttr  zwei  collineare  Drei<>cke  giebt  es  bekanntlicb  stets  einen 
Kegelschnitt,  in  Bezug  anf  welchen  die  beiden  Dreiecke  polarrecipiok 

sind.  Wenn  nun  die  Dreiecke  r  fach  collinear  (r  2,  3,  4,  6) 
sind*),  so  giebt  os  r  solclie  Kcgolscbuittc.  Die  Bezicbungeu  dieser 
Kegelschnitte  uuter  eiuaudcr  woUea  wir  erörtern. 

Es  seien  die  Dreiecke  ahe  and  123  in  (aidie^^Collineatioo. 
Bei  passend  gewähltem  Coordinatenqystem  sind  dann: 


und  der  Kegelschnitt,  in  Bezug  auf  welchen  aio  PolarrcciprociUit 
statt  hat: 


Nebmcn  wir  nun  nach  einander  die  Fälle  der  mehrfachen  CoUi- 
neation  in  Betracht 

1.  Die  Dreiecke  sind  auch  in  («^  A3<r2)-Collincation,  wenn  fi-»»' 
ist.   Der  zu  dieser  Colliueatiou  gehörige  Kcgclächnilt  ist: 

*)  Mehrfache  Collincation  toq  zwei  Dreiecken.  Gruner'ts  Archiv  Bd.  70. 
Seite  105. 
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ilso  i  —  =  {^—\){y^zYy  woraus  folgt,  Uass  die  beiden  Kegei- 
Mbnitte  Bich  doppelt  berahren,  mit  al  als  Bertthnuigssebiie. 

Selle  n  wir  nach,  ob  diese  Beziehung,  die  sich  als  notwcudig  hor- 
ftogstelitc,  auch  hiureichend  ist? 

Es  sdeii  h  und  it,  in  doppelter  BerOhrung.  Bei  passend  ge- 
wähltem CoordinatCQsystem  scicu  ihre  Gleich  uugen: 

Der  Punkt  1  babe  die  Coordinaten  0,  i^j,  ^ 
w  2   „     „  „  tti 

k  gehöre  zur  (ai^t^^-,     zur  (<iii3<^)»CoUineation. 

Dann  wird 

«^J  ttl+^8^  +  %t  =  ö  (Polare  von  2  bis  h) 

06:  ^s:+t8i7+i2i£  —  0  (Polare  von  2  bei  A^) 

Nun  ist  aber  3  einerseits  der  Pol  von  ab  bei  ijt, 
indererseits  der  Pol  von  ac  bei  ^g^,  also  mnss 

—  1   folglich   /  —  —  1 
s^tt.     «>  1  wOrde  hl  mit  ir  identisch  machen). 

Die  Bedingungen  sind  also; 

a)  k  und  l\  sollen  sich  doppelt  berühren  ; 

b)  die  Snmme  der  beiden  Fuctuioii  (/),  wodurch  k-^lki  sich  in 
lineare  Factoren  zerlegt,  niuss  =  ü  sein. 

Dann  kann  man  den  Punkt  2  ganz  beliebig,  den  Punkt  I  auf 
der  Berühningssehnc  annehmen,  dann  erst  bestimmt  sich  3  eindeutig 
so,  dsBS  123  in  Bezug  auf  k  und  k^  dasselbe  Dreieck  zum  polar- 
redproken  besitzt 

2.  Die  Dreiecke  sind  vierfach  collinear,  wenn  A  -»       v  ist 

1^lai^Xff+h^%y9^^xit^2as^=^  gehört  zur  (a,V8)-C!oUection 

*^S-|fM-A»*+2*»+2»«+2A«y«0     „      „     («jV«)  » 
also 
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/:~^8=(A-l)(2-a•)»  il^-ifc,^;i— l)(«-«)(a:-2rf«) 
k-k^k  *iS(A-l)(»-y)(a5+y-2«) 

woraus  mau  ganz  deutlich  die  gcgeuseitige'Lago  der  vier  Kegeischnitte 
siebt.   Wenn  man  noch  beachtet,  dass  die  T&ogeaie  an  Q  vom 
gemciuschaftlicheii  Punkte  (1,  1,  1)  der  BerOhraiigssehnen  tob  k  end 
k  nad  k^^  k  und  k^  sind: 

« 

(a  eine  complexe  dritte  EinheitBWtirsel)  kann  man  die  Ergebnisse  w 
ansspreclien: 

Die  biuäre  kubische  Form,  die  0  gesetzt  die  drei  Berühruugs- 
sehnen  (y — z  «  0,  z—x  -^0,  «  — y  =  ü)  darstellt,  hat  die  erzea- 
geudcn  gemeinscbaiüichen  Sehnen  von  A-,,  k^,  i—2x'\~y'^'8-^(^. 
SU — 2|r-f*e  »  0,  x-\-y — 2z  »  0)  zur  kubischen  Covariante,  nnd  die 
Tangenten  zur  Hesse'sdien  Covariante. 

Wenn  man  aber  diese  Tangenten  und  die  zugehörige  Berabmngs* 
sehne  zn  Coordinatenaxen  wfthlt,  werden  die  Gleichungen  einfacher: 

l»=|>+2i7{:-0  oder      ib  =  |>+2i}t  =sO 

die  Gleichungen  erscheinen  in  reeller  Form,  wenn  man  statt  i},  i 
resp.  mit  if       und  proportionale  Grössen  einfahrt 

Der  Punkt  1  kann  auf  der  Geraden  ^  —  f  0  beliebig  gewilhlt 
worden,  dadurch  aber  bestimmt  sich  123  eindeutig  so,  dass  die  zu- 
gehörigen polarreciproken  Dreiecke  identisch  werden. 

3.  Die  Dreiecke  sind  iu  ("j^jCj)  {a^h^c^  (ojZ^j c^)- Colli- 
ucationen,  wenn  Afiv  »  1  ist. 

k^^lx^^-\-yiy'-\-vz^-\-2yz-^2zx'\'2xy=0  gehört  ZU  (oii>s}C3)-Colliueation 

Diese  Kegelschnittte  berahren  sich  im  Allgemeinen  nicht.  Bs* 
ziehen  wir  die  beiden  ersten  auf  ihr  gemeinsehaftliches  PoIdraMk 
Ihre  Glmchungen  seien: 
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h,  =  V'  +  rf  +  V-=0 
k^  =  ll^  +  mif  +  n\^  =  0 

Die  Coordinateu  von  1.  seien      97,,  i^.   Dann  sind: 

hci    ^1 5  +    ^  +      =  0  (Polare  von  1  bei  k^) 

ab:    /lil  +  nity|i/  +  »i{,^  =  0  (Polare  von  1  bei  k^) 

Die  Coordinatcn  von  3:   /|„  mi;,,  «{;  (Pol  von  aÄ  bei  it,) 

Die  Coordinatcn  von  2:  ,     -  (Pol  von  bc  bei  A-,) 

Nnn  aber  wird  ac  einerseits: 

+w*>/i  +       =  0   (als  die  Polare  von  3  bei  k^ 
andererseits : 

f*  §+  "'s?  —    f  =  0   (als  die  Polaro  von  2  bei  k,) 

es  muss  also  sein 

/3  =^  m'  =  n'  (=1,  wie  wir  annehmen) 
Zwei  wesentlich  verschiedene  Fälle  sind  zu  unterscheiden: 

a)  /  =  m  =  1,     n  =  a, 

dann  sind 

k,  =  i^  +  ri^  +  t'  =  0 

k,,=  i^  +  ri^  +  a^^^^O 
diese  können  aber  nicht  in  reelle  Form  übergeführt  werden. 

b)  /  =  1,    m  =  a,    n  =  a\ 

dann  sind 

k,  =  -i^+ri^  +  P  =  0 
ki  =  V  +  ari^  +  aH^=^0 
k^^^^  +  a^ri^+a^  =0 

Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  die  kubische  Gleichung,  deren  Wur- 
zeln m,  n  sind,  eine  reine  Gleichung  wird.  Dies  bedingt  das 
gleichseitige  Verschwinden  der  beiden  wohl  bekannton  simultanen 
Invarianten,  die  bei  Salmon  mit  S  und  S'  bezeichnet  werden. 

Zu  den  obigen  drei  Kegelschnitten  kann  ein  vierter  auf  dreierlei 
Art  so  bestimmt  werden,  dass  das  System  der  vier  Kegelschnitte 
vierfach  polarreciprokc  Dreiecke  zulässt.    Diese  Kegelschnitte  sind: 
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Dio  sechs  Kegelschnitte  endlich  bilden  ein  System,  in  Bezog  aaf 
weiches  die  Dreiecke  123  und  ab  et 

i+n+^t'^o   ,    abi  ^+ij+o*i;=o 

sechsfach  pdorreciprok  sind. 

Unter  den  6  Kegelschnitten  giebt  es  höchstens  vier  leelie,  die 
beiden  Dreiecke  sind  immer  imaginär. 

Klausenborg  (Ungarn)  1884  Februar. 


Bei  der  Oonstmction  von  Dreiecken  ans  g^ebenen  Stttcken 

spielt  die  Lehre  von  den  gcometriscbeii  Oertern  eine  wichtige  Rolle. 
Wenn  ich  im  folgenden  auf  drei  solche  Oerter  die  Aufraerksamkcil 
lenke,  so  bin  ich  weit  cutfcrnt  zu  behaupten,  dass  dieselben  nicht 
schon  anderweitig  bckaunt  licii;  indessen  habe  ich  sie  in  keiuem 
der  bekannteren  Werke  über  elementare  Geometrie  angctroflfen.  Auch 
dtlrfte  die  analytische  Ableitung  derselben,  wenigstens  meines  Wissens, 
mir  eigentttmlich  sein.  Ich  gehe  nnn  an  die  Formnlimng  der  Auf- 
gabe: 

„Wenn  bei  coustauter  Basis  und  coastautem  Radius  des  um- 
schriebciHMi  Kreises  eines  Dreieckes  d<'r  Scheitel  des  Dreieckes  sich 
längs  der  Peripherie  des  Kreises  bewegt ,  so  ist  die  rage  nach  dcu 
geometrischen  Oertern,  welche  der  Schwerpunkt  des  Dreieckes,  der 
Durcbschnittspnnkt  seiner  Höhen  und  der  Mittelpunkt  des  dem  Drei- 
ecke eingeschriebenen  Kreises  beschreiben.'^ 

Das  System  rechtwinkliger  Cuordinatcu  werde  für  alle  drei  FäÜö 
80  gelegt,  dass  die  X-Axc  mit  der  Basis  des  Dreieckes  zusammen- 
fällt, während  dio  F-Axe  den  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises 
enthält.  Der  Punkt  A  der  Basis  habe  die  Coordinateu  (— 0),  der 
Punkt  B  (+/),  0).  Der  Scheitel  des  Dreieckes  besitze  die  wiabi» 
Ck>ordinaten  (a^,  y^);  endlich  sei  die  Gleichnng  des  Kreises: 


J.  Yilyl 


Ueber  drei  geemetrische  Kreistfrter. 
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(1)  (y  — +     =  r» 

P  nnd  q  siud  an  die  Bedingung  gebunden: 

Nimmt  man  für  die  Coordinatcn  des  Schwerpunktes  S  ^  und 
so  ist  bekanntlich 

^      3  3 

Da  nun  nnd  einem  Punkte  des  Kreises  angehören,  also 
die  Gleichung  (1)  identisch  erfOUen  müssen,  so  ergibt  sich  für  den 
geometrischen  Ort  als  Gleichung 


ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  der  Ordinatenaxe  in  der  F^ntfer- 
nang  |  sich  befindet,  und  dessen  Radius  gleich  dem  dritten  Teile 
des  Radius  des  umschriebenen  Kreises  ist. 

Es  sei  H  der  Schnittpunkt  der  Höhen ,  seine  Coordinaten  l  und 
ri  \  übrigens  sei  alles  wie  zuvor ;  für  I  und  ti  findet  sich : 

Ans  der  Gleichung  (1)  aber  folgt: 

/>*  — ^i^  =  yi*  — 2y,*7 

mithin 

»7  =  yi  — 

und  daher  also  Gleichung  des  geometrischen  Ortes: 

l'+('!  +  '2)'  =  'J 

d.  L  ein  Kreis,  der  mit  dem  umschriebenen  gleichen  Radius  hat,  und 
dessen  Mittelpunkt  auf  der  Ordinatenaxe  in  der  Entfernung  — q  liegt. 

Etwas  schwieriger  gestaltet  sich  der  Beweis  für  den  dritten  Fall 
den  geometrischen  Ort  des  Mittelpunktes  des  eiogeschriebeocn  Kroiscii 
betreffend,  da  das  Auftreten  von  WnrzelgrOMeii  weitläufige  Rech- 
nuDgeo  notwendig  macht.  Indessen  ist  es  mir  gefarogen  durch  einige 
einfache  geometrische  Betrachtoageo  die  AiflOnoK^  wie  ich  glaube, 
möglichst  einfach  zn  gestalten. 
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Aus  der  bekannten  Glcicbung  für  die  Grüssc  des  Radios  des 
einem  Dreiecke  eingeschriebenen  Kreisen  iolgt  fOr  o^t  -=>     der  Wert 

 2p-yi 


Schafft  man  die  Wurzelzeichen  weg,  und  drückt  mit  Hilfe  der  Giei* 
cbmig  (1)  aUe  «i  dnrch  pi  ans»  so  resnltirt  folgende  Bediognogi- 
gleichang: 

«)    tft  —  

Andrerseits  rnnss  der  Punkt  a  ans  leicht  einzusehenden  Grandon  imoer 
anf  der  Gteraden  CO*  liegen,  deren  Gleichung  lantet: 

Eliminirt  man  mit  Hilfe  von  (1)  aus  {ß)  die  Grosso  a^j ,  setzt 
ferner  «  =  |  und  y  «  ij  aus  der  Gleichung  (o),  so  wird 

nach  gehöriger  Rednction  folgt  hieraus 

Ersetzt  man  hierin  den  Wert  liirch  ri  gemäss  (a),  so  äudet  sich 
als  Gleichaug  des  geometrischen  Ortes: 

P  +  (i»+r-«)»-2r(r-2) 

d.  i  ein  Kreis,  dessen  Mittelpunkt  auf  dem  unteren  Durchschnitt  des 
umschriebenen  Kreises  mit  der  Ordinatenaxe  liegt  (0')>  nnd  dessen 
Radius  gleich  ist  A(y, 

Der  Beweis  fttr  den  letzteren  Ort  hlsst  sich  auch  unschwer  syn* 
thctlsch  führen.  Bezeichnet  man  nämlich  die  Dreieckswinkel  in  ge* 
wohnter  Weise  mit  o,  A     so  ist 

VAO'  -  l 

^cnnt  man  einen  Basiswinkel  des  gleichschenkligen  Dreieckes 
A9(y  iff,  80  ist  wegen 

Wkl.  A(yc  -  ß 
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und  daher 


£8  würde  mich  za  weit  fUiren  alle  Fälle  anzuftthren,  in  denen 
Tontehende  Oerter  selur  ein&che  und  elegante  Dmecksconttnictionen 
erlaahen;  es  genflge  nur  f&r  den  letzten  Fall  drei  Angaben  dieser 
Art  anzaftlbren: 

Ton  onem  Dreiecke  seien  die  Radien  des  nm*  nnd  eingeschrie- 
benen Kreises  nnd  die  Basis  oder  ihr  Gegenwinkel  gegeben;  oder: 
Ton  einem  Dreiecke  sei  die  Basis,  die  Snmme  der  Scheitelseiten  nnd 
der  Badins  des  eingeschriebenen  Kreises  gegeben.  In  diesen  Fällen 
erlaubt  der  letzte  geometrische  Ort  eine  weit  einftchere  Gonstmction 
als  dies  mit  Hilfe  der  Rechnnng  nnd  nachheriger  Gonstmction  der 
berechneten  Formel  geschehen  kann. 


Ueber  die  vollkommenen  Zahlen,  insbesondere  Uber  die  bis  Jetzt 
zweifelhaften  Fälle  2*^.(2"  — 1),  2*ö(2*'-1)  und  2^^(2^  — 1). 

In  einem  Aufsatze  von  Krafi't  über  die  numeri  perfecti  (Comm. 
Pctrop.  T.  VII.  p.  7—14.)  giebt  dieser  im  Ganzen  zehn  solcher  Zahlen 
an,  als  die  einzigen  bekannten.  Die  vollkommenen  Zahlen  (numeri 
perfecti)  sind  bekanntlich  solche,  für  welche  die  Teüersumme  der 
Zahl  gleich  dieser  Zahl  selbst  ist.  Die  einfachste  dieser  Zahlen  ist 
6—1+2+3;  die  allgemeine  Formel  ist  2«(2**^i— 1)  =  iV  und 
zwar  mit  der  Bedingung,  dass  der  zweite  Factor  eine  Primzahl  ist 
Bildet  man  nämlich  nnter  dieser  Yoranssetzang  die  Divisorensnmme 
von  2».(2»-i-i'-l),  so  erhält  man  fbr  diese  mitbin 
das  Boppelte  von  N,  Zieht  man  von  der  Divisorensiunme  N  selbst 
ab,  nm  die  Snmme  der  aliquoten  T^er  zu  erhalten ,  so  ist  letztere 
demnach  gleich  N, 

Die  Yon  Krafft  anfgelDJirtMi  JlÜtnnmeri  perfecti  sind  nnn 


2.(2«- 1),  2»(2»-«l), 2*(2»-.l),  a^t^k2".(2»«-l),  2W(2"-1), 


Karl  Zelbr, 
Assistent  der  k.  k.  Sternwarte  zn  Wien. 


3. 


2"(2"— 1),  2»(2«— 1),  9«(2*i— 


1). 
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Für  die  Zahlen  2* — 1  bis  2^''—  1  ist  ihre  EigcnscLatt  als  rrim- 
zahlcn  sofort  zu  constatiren;  2'» —1  =  2147483647  hat  L.  Eulcr 
als  Primzahl  erwiesen,  und  ich  fand  dies  dadurch  bestätigt,  dass  ffir 
die  vier  zasammengehörigen  Formenclassen  (1, 0, 13398);  (22,0,609); 
(58,  0,  281);  42,  0,  319)  nur  eine  einzige  quadratische  DarateUnng 
mögUch  ist,  nämlich  22. TOOlH 809.1325*  Ealcr  selbst  bat  den 
Kachweis  dadurch  geliefert,  dass  er  die  Zahl  dnrch  sämmtliche  Prim- 
zahlen von  den  einzig  möglichen  Formen  24Sz+l  nnd  248s-i-63 
bis  zu  der  Quadratwurzel  hin  dividirto,  ohne  dass  irgend  einmal  der 
Divisor  aufging. 

In  Betreff  der  Zahlen  2^^— 1  nnd  2*^—1  bemerkt  Erafft,  dass 
Enler  In  einer  gelegentlichen  Bemerkang  diese  für  Primzahlen  erklärt 
habe.  -  Ich  fand  mich  nnn  bewogen,  nachdem  ich  schon  vorher 
2»— 1  =  223.616318177  nnd  2*«— 1  =  4H1. 20 408 568 497  gefunden 
hatte  1),  auch  jene  beiden  einer  Prüfung  zu  unterwerfen.  Es  sei  mir 
gestattet,  das  hierbei  bcoliaclitotc  Vcrlahrcu  für  eine  der  beiden, 
etwa  2^'  —  1  kurz  anzugeben. 

Dnrch  Ausziehungder  Quadratwurzelaus2*7—l=s  140737488355327 
findet  man  2<7~1  11863283*+4817238.1>. 

Da  nun  jeder  Prim-Divisor  von  2»»  — 1,  wenn  n  eine  Primzahl 
ist,  die  Form  2^-^!  haben  muss,  also  far2^'--l  die  Form  94»+l« 
mit  anderen  Worten,  da  joder  Divisor  ^  1(47)  ist,  so  muss  auch 
— 47  quadratischer  Rest  jedes  Divisors  sein.  Es  kam  also  darsof 
an,  aus  obiger  quadratischen  Darstellung,  deren  Determinsiits 
4817 238  ist,  eine  aedere  zu  gewinnen,  deren  Determinante  den 
Factor  47  enthielt  Setzt  man  zu  dem  Ende  (11863263  —  «)'  statt 
11863283*,  so  hat  man  als  Ausgleich  zu  dem  zweiten  Gliede 
2.11863283«— «2  2.11  addircu.  Für  «  =  12  wird  daun  der  neue 
Wort  d(?s  zweiten  Gliedes  =0(47)  und  die  weiteren  Worte  fiir  «, 
unter  welchen  diese  Cougrucuz  fortbesteht,  sind  durch  die  Form 
47a;  4*  2  bestimmt.  So  tlndet  man  unter  anderen 

2«~1  =.11863081»+2.3.43.47(629») 

Behfilt  man  jetzt  &ke  die  Determinante  dioFactoren  3.43.47  bei,  so 
muss  von  da  an  für  et  die  Form  6063» +1643  gebraucht  werdes, 
damit  das  zweite  Glied  =  0(3.43.47)  bleibt  Es  ergiebt  sich  dann 
femer  als  DarsteUung 

2*'  — 1  =  UÖ43249*+2.3.43,47.17.37.73.853. 


1)  Zur  Zeit  war  mir  unbckauDt,  dass  KrAÜt  in  dem  citirtea  Aalsaue  dicae 
beiden  Zerleguogeo  schou  aogiebt. 
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Anf  diese  beiden  Darstellungen  soll  sich  die  Untersuchung  im 
W'-ntereu  Vorlaufe  gründen.  Das  zweite  Glied  oder  genauer  gesprochen, 
der  Coefticient  der  zweiten  Glieder  ist  unter  Hinzunahmo  des  Vor- 
zeichens ( — )  in  beiden  Fällen  nichts  anderes,  als  die  Determinante. 
Ensägt  man  noch,  dass  2^'  — 1  mit  2  multiplicirt  sich  schreiben 
lässt  (2*^)-  — 2.  l*^,  dass  also  —2  für  sämmtliche  Divisoron  Rest  sein 
muss,  so  können  diese  nur  den  Formen  8u  -f~  1  oder  8«  +  4  angehören. 
Sei  also  iV=2*'— 1,  und  /'  ein  Factor  von  iV,  so  folgt  aus  der 

ersten  Darstellung,  dass  j  und  zugleich  =-["1  ^^^^  — ^ 
ist,  da  j^^^)  stets  =  +  1  ist. 

Aus  der  zweiten  Darstellung  ergiobt  sich  dann  ferner,  dass  für 

(n)'  (3')'  (7^)  (Ö 

die  Anzahl  der  Nichtreste  eine  gerade  sein  muss.  Die  Anzahl  der 
möglichen  Primdivisoren  ist  somit  wesentlich  verringert,  und  man 
findet,  wenn  mau  für  die  zurückbleibende  die  Division  ausführt, 
A'=  2351.59862819377.    In  ähnlicher  Weise  findet  man 

2*'--l  =  2199023  255551  =  137G7. 164511  353. 

Endlich  untersuchte  ich  noch  2*^  —  1  und  fand  dies  gleich 

.  9007199254740991  =  69431.129  728784761. 

Beiläuhg  sei  erwähnt,  dass  in  allen  diesen  Zerlegungen  der  zweite 
Factor,  sowol  wie  der  erste  Primzahlen  sind. 

Als  Resultat  der  Untersuchungen  ergiebt  sich  demnach,  dass  die 
aufeinanderfolgenden  Zahlen  2^7  — 1^  2'»  —  1,  —  2"  — 1,  —  l 
kein«  Primzahlen  sind  und  dass  also  die  vollkommenen  Zahlen  bis 
jetzt  auf  die  bekannten  acht  beschränkt  bleiben  müssen,  nämlich 

2(2«-l),  2»(23  — 1),  2*  (2^-1),  26(27  —  1),  2"(2«-l),  2»«(2"_l), 

218(219  —  1),  230(231  —  1). 

Soelhoff. 


4. 

Zur  Analyse  sehr  grrosser  Zahlen. 

In  dem  Folgenden  möchte  ich  vorläufig  nur  kurz  eine  Methode 
angeben,  welche  die  Schwierigkeiten  der  Analyse  sehr  grosser  Zahlen 
wcuigstens  bedeutend  vermindert  Ich  habe  hierbei  Zahlen  im  Auge, 
welche  über  1000  Million  hinausgehen;  denn  bis  zu  dieser  Grenze 
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und  in  manclieii  Fsllen  auch  noch  darftber  hinaiu  verdienen  die  von 
mir  der  Mehrzahl  nach  erst  gefbndenen  ccal60  Determinanten,  welche 

Bämtlich  für  die  entsprecbcuden  Zahlengattongen  nnr  Darstellangea 

in  der  Form  (wi,  o,  «)  zulassen,  bei  weitem  der  Vorzug. 

Die  Methode  besteht  wesentlich  darin,  eine  Anzahl  von  einfachst 
möglichen  Determinanten  auf  leichte  Weise  zn  gewinnen,  vennOge 
deren  sich  die  in  Frage  Icommenden  Primdivisoren  je  anf  die  Hilfte 
rodncireu  lassen,  so  dass  also  beispielsweise  sich  deren  Anzahl  bei 

10  Determinanten  bis  anf  den  1024 ten  Teil  vermindert.    Ich  lege 

zu  ihrer  Auseinandersetzung  eine  bestiuimto  Zalil  zu  Grunde,  um  mich 
kurz  fassen  zu  können  j  es  sei  dies 

JV-  2»*+l  —  18  -446744  073709-&51617, 

Setzt  man 

»  (4  294  967  296  -  «)*+ (8589934692 — a)  « + 1 

und  nennt  das  erste  Glied  rechts  A,  die  beiden  anderen  züsammeu- 
genommen  ß,  die  beiden  Teile  und  ß^^  so  handelt  es  sich  darum, 
B  als  ein  Product  m.n...b^  darzustellen,  wobei  dann,  jenachdem  B 
positiv  oder  negativ  ist,  die  gesuchte  Determinante  +inii...  wird 
Die  Primzahlen  m,  n,,,  nnd  ebenso  die  Fnnctionen  von  6'  können 

n  nr  solche  sein,  für  welche  n.  s.  w.  =     ^  ^ 

unserem  Falle  ist  dies  znnftchst  13.  Man  hat  aber  i^i  =  5(13). 
Setzt  man  daher  {b^a)»^  — 1(13),  damit  das  ganze  B  durch  18 

teilbar  wird,  oder  auch  statt  5  die  congruente  Zahl  —  J?,  so  ist  die 
Congrueuz  a-  +  ba=i(K>j  zu  lösen.  Es  sei  zu  diesem  Zwecke 
tx  =  —'k-{-z^  so  ergiebt  sich  s'  — 4  =  Ü(13)  und  -=^±2,  also 
a  =  —  4  i  2  oder  =  IBn-j-  7  oder  11.  Ferner  hat  man  Bi  =  57  (13-). 
Setzt  man  wieder  (57  —  a)  c  ^  —  1  ( 13-')  oder  + 1  li>n  =  1  (13-; 
und  a  =  — +  so  findet  man  — 'J5  =  0(13^)  und  »  —  x^'i 
also  «  s  — ö6±67  =  X^^u+n  oder  46. 

Für  a=rSu-\-'i  oder  11  oder  für  «  =  13^«-t-ll  oder  46  wird 
also  B  stets  den  Faciur  13,  resp.  J3-  haben.  Bestininu  luau  den 
Wert  von  a  in  gleicher  Weise  für  die  übrigen  hierher  gchörigeu 
Primzahlen  bis  KM)  oder  200,  so  lassen  sieh  leicht  C'nmhinatioiw^n 
linden,  um  gleichzeitig  eine  Anzahl  von  bestimmten  Factorun  rc^p. 
von  deren  Quadraten  in  B  einzalühreB,  so  dass  die  neuen,  sich  noch 
ergebenden  Factorcn  nicht  zu  gross  werden.  Diese  selbst  kann  man 
dann,  da  sich  die  Wurzeln  der  betreffenden  Gongmenz  sofort  ergeben, 
selbst  mit  in  die  Reihe  der  übrigen  anfnehnM«^||cnachdem  man 
den  Wert  ftlr  a  positiv  oder  negativ  gewi 
minante  negativ  resp.  positiv. 
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Da  diejenigen  Faetoren  m  aosgeschlosBeii  waren,  für  welche 


^^j         ist,  80  setze  man  ferner 

iV=2  —  2(3037000499  — a)^  +  2  (6074000998— «)« 

+  11867053615 

qdU  ueuuc  wieder  die  Teile  rechts  A  und      rcsp.       und  B, 


Jetzt  treten  die  Primzablen  m  ein,  Air  welche  ( —  |  =  -f*  l  ist. 


Die  erste  ist  3.   Man  hat  B,  =  l(3)  und  2?s  =  0(3),  also  ist  die 

Coiigruenz  2  (a^-j- 2c0  =  0(3)  oder  a--j-2a  =  0(3)  zu  lösen.  Zu 
dem  Endo  sei  «  i=  —  1  -}-  ~,  dann  ist  3  =  +  1,  woraus  a  =  3<*  +  0 
oder  1  ful«xt.  Ferner  i^j  7  (3-)  und  /i.  G  (3-),  mithin  2  {a-  +  2a) 
56(3'')  oder  0^^+20  =  3 (3'';.  Man  erhält  a=.3'^tf  +  l  oder  6  u.s.  w. 

Aehulich  kann  man  noch  für 

3  (24 797  ODO 524 — «)* + 3  (4 959 401 048  -  a)  a + 7  531 927  889 

n.  9.  w.  verfahren,  wobei  jedesmal  cino  Anzahl  der  tViihcrcn  Prim- 
zahlen austritt,  um  durch  andere  ersetzt  zu  werden.  Es  ist  wol  kaum 
oOtig,  zn  bemerken,  dass  die  rechte  Seite  der  jedesmaligen  Cougruenz 
80  nmznA)nnen  ist,  dass  sie  sich  zunächst  durch  den  gewählten 
Factor  a  in  a.A  teilen  lässt  * 

Auf  diese  Weise  erhielt  ich  für  die  vorliegende  Zahl  unter  anderen 
folgende  Dctenniuauten,  deren  Vorzeichen  weggelassen  ist,  weil  die 
Zahl  von  der  Form  4i«-f'l  ist 


3.11.67.157.673 

3.13.31.599.1069 

13.17.29.317.421 

3.5. 13. 97. üG3. 757 
13.191.2777 
41.97.1697 
3.5.397.2113 
3.7.19. 121.3041 
13.163.193.1091  a.  B.  w. 


Ans  dem  Canon  arithmeticus  von  C.  G.  J.  Jacobi  kann  man  ohne 
ftteres  für  dU)  Primzahlen  bis  1000  die  quadratischen  Hcsto  eut- 
ÜDion  und  benutzt  mau  diu  Determinanten  mit  grösseren  Faetoren 
H^^lifegade  hin,  so  machen  auch  diese  keine  besonderen 
mmdceiten. 


Digitized  by  Google 


389  MUeOm.  I 

Dies  ist  in  konea  UmrisBeii  die  Methode,  am  die  IMenüMln 

m  finden ;  wie  dieselbe  benatzt  wird ,  nm  die  nicht  geeigoelHi  PraH 

/^hlüü  auszuschliesseü,  kaim  als  bckauut  vorausgesetzt  werden.  | 

Was  üuo  den  speciell  vorliegenden  Fall  anderweit  betrif:.  iu 
hatte  ich  schon  früher  festgestellt,  dass  2^  +  1  keine  Priauakl  ist  i 
nnd  ich  veriiiutete  ferner  auf  Grund  einiger  Untersuchung*»!!,  «la?* 
Hncr  der  Factorcu  nicht  all/u  hoch  sein  wilrdo.    Meine  Prüfung  er-  I 
»treckte  sich  daher  mit  Hülfe  ohigcr  Determinanten  auf  die  Zahlten 
his  mooO,  und  ich  blieb  zuletzt  bei  den  Zahlen  211  %9.  i*-764:^ 
nnd  274177  stehen,  deren  letzte  ein  Divisor  von  2^-{-l  ist  Mu 
hat  nlmüch«  wie  bereits  Ton  M.  Landry  (Mondes  2.  s^rie  LIL)  ge-  ' 
fnnden: 

18446744073709551617  =  274 177. 67  280 421 31U  721  I 

Bis  Jetzt  kennt  man  von  den  Zahlen  2^+1  vier  als  lossmes* 

gesetzte :  | 

2*^  + 1  mit  dem  Factor  641.     (L.  Enler.    M6moires  de  Berfii. 

Ann^e  1772). 

2»"-f  1  mit  dem  Factor  114689      iBuUeün  de  r  Ac.  des  sdenccs 
,3  <St  Petersburg  1878  u.  1879. 

2*^  +1  mit  dem  Factor  167  772161  f  Pervouchiae. 

2**^+1  mit  dem  Factor  274177. 
direct  analysurt  sind  die  erste  nnd  letzte. 

Beilftnfig  erwähne  ich  noch  die  beiden  Darstelinngon  als  Somne 
zweier  Quadrate. 

Q^J^l  4294967296>+l 

4046  803  256''  -f  1 43b  793  759>. 
Bremen,  März  1885.  P.  Seolhoft 


5. 

Bemerkungen  über  GleiehungsauilSsanf* 

1. 

Die  Methoden,  Gleichongen  anfzulöseu,  wie  sehr  sie  auch  iia 
Einzelnen  von  einander  abweichen  mögen,  liaben  doch  das  £iBO|^ 
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meinsam:  Sie  beruhen  sämtlich  in  letzter  Instanz  auf  irgend  einem 
DDcndlichen  Process,  der  zur  Grenze  führt  [Dass  der  Process  in 
besondera  Fällen  auch  abbrechen  kann,  ist  bekannt.]  Dieses  gilt  für 
die  sogenannten  oxacten  Methoden ,  welche  in  der  Reduction  der 
Gleichungen  der  vier  ersten  Grade  auf  Wurzeigrössen  bestehen,  ganz 
ebenso,  wie  bei  dem  Newton*schcn  Näherungsverfabren  oder  bei 
Lagrange's  EntwiekloDg  einer  Wnrsel  der  Gleichung  in  einen  Ketten- 
hroclL 

Die  folgende  Bemerkung  bezieht  sich  auf  alle  derartige  Algo- 
rithmen und  hat  den  Zweck,  die  überaus  grosse  Mannichfaltigkeit 
denkbarer  Methoden  der  Gleichungsauflösung  ^u  veranschaulichen. 

Sei  /(«  —  0  die  Gleichung,  um  deren  Auflösung  es 
sich  handelt,  so  bringe  mau  dieselbe  auf  irgend  eine 
Weise  auf  die  Form 

[was  sich  auf  anendlich  viele  Arten  bewerkstelligen  lässt.] 

Alsdann  wähle  man  einen  beliebigen  Anfangswert 
und  bilde  dann  vermittelst  der  Function  (p  succes- 
sive  die  ücihe  von  Werten: 

«i  =  <p(aPo) 
«1  = 

«8 


Erweist  sich  sich  die  gefundene  Reihe  als  eine 
einem  bcstiramten  Grenzwert  zustrebende  Zahlenfolge, 
so  ist  der  Grenzwert  eine  Wurzel  der  gegebenen  Glei- 
chung. 

Der  Beweis  dieser  Behauptung  folgt  unmitteloar  aus  den  Prä* 
missen. 

2. 

Die  Bestimmiing  der  Wurzeln  einer  Gleichung  kann  entweder 
direct  in  Angriff  genommen,  also  ein  dazu  dienlicher  unendlicher 
Process  aufgestellt  werden,  oder  man  reducirt  die  gegebene  Glei- 
diung  zunächst  auf  eine  andere,  deren  Auflösung  bereits  bekannt 
ij^JB^aes  letztere  Verfahren,  die  Keduction,  ist  es  nun,  welches 
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vor/ugsweise  gemeint  wird,  wenn  man  von  der  Aullüsung  der  Glei- 
chungen s|iriclit.  ^lan  weiss,  auf  wie  mau nich faltige  Weise  sich  die 
Reduction  der  Gleichungeu  der  vier  ersten  Grade  auf  Wurzelgrüsseu, 
also  auf  die  binomische  Gleichung  x"  =>  zc,  bewerkstelligen  läest 

Das  hohe  Interesse  dieser  Reduetionen  (AnflÖsoDgen)  tttr  den 

Mathematiker  ist  wohl  vornehmlich  in  dem  Umstände  begründet,  da» 


die  Function  nar  yon  der  einzigen  Variabeln  ir  abhftngt, 
falls  man  nämlich  den  Wurzelexponenten  n  nicht  ehen&Us  als  einen 
Paramater  des  Problems  ansehen  will. 

Mau  kann  aber  auch,  wie  seit  Jerrard's  Entdeckung  betreffs  da 
Gleichung  fünften  Grades  bekannt  ist,  die  Gleichungen  der  fttnf  er- 
sten Grade  auf  Functionen  von  nur  einer  Variabeln  zorückfabrea, 
nftmlich  auf  die  trinomischen  Gleichungen     — «  *—  ir. 

Allerdings  darf  nicht  tiberseheu  werden,  dass  die  Auffassung  der 
Wurzeln  der  Gleichung  — « «=»  ir  als  Functionen  nur  eines  Pa- 
rameters als  eine  künstliche,  eigentlich  nicht  ganz  zatreffende  ange- 
scheu  werden  mnss;  denn  ist  im  Allgemeinen  eine  complexe  Grösse^ 
and  eine  Function  f(u-\riv)  einer  complexen  Ycrftnderlichen  u+it 
wird,  wenn  man  die  Berechnung  durchführt,  in  den  misten FftUen 
(nicht  immer)  doch  schliesslich  von  Functionen  zweier  Arguneate 
abhängig. 

Die  Function  y^w  dagegen  lässt  sich,  wie  man  weiss,  auf  die 
Form  bringen: 


also  das  Product  zweier  Functionen  je  eines  linearen  Arguments 
darstellen,  und  hierin  allein  beruht  meines  Eraclitens  der  theoretische 
Vorzug  der  Kcduction  einer  Gleichung  auf  Warzeigrössen  Tor  der 
Reduction  auf  beliebige  andere  Functionen  nur  eines  complexen  A^ 
guments,  wie  beispielsweise  auf  die  Wurzeln  der  Gleichong  ^^—z^v. 


Der  folgende  Algorithmus,  welcher  zur  Berechnung  der  Wurzeio 
der  Gleichung  z**^s  »  w  dient,  scheint  mir  ans  mehreren  Gr&odes 
bemerkenswert. 

Berechnet  mau  vermittelst  der  Formel 


«14.1  sVtr  +  c* 
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indem  man  von  einem  boliebigen  Anfaogswerte     ausgebt  uuil  einen 

bdlebigen  toq  den  n  Wurzel  werten  aber  stetB  denselben,  be- 
Bolzt,  Buccessive  die  Reibe  z^^  sj,       z^^  so  convergirt 

dieselbe  zn  einem  bestimmten  Grenzwert,  nnd  dieser  ist  eineWarzel 
der  gegebenen  Gleichung. 

Da  ich  im  Besitz  eines  aligemeinen  nnd  stringenten  Beweises 
disBer  Belumptnng  noch  nicht  bin,  so  wfire  es  nicht  undenkbar  (wie- 
ml  mir  anwahrscbeinlich),  dass  dieselbe  noch  eingeschränkt  werden 
nOsste. 

Vielieicht  genagt  Folgendes  zur  Verification  derselben. 

a)  Für  =  0  ist  der  Satz  richtig.  Sei  nauilich  ^  Q^^e'^o  der 
beliebige  Anfangswert,  so  folgt  leicht,  wenn  mau  jedesmal  den 
yten  der  n  Wurzelwerte  wählt, 

also  für  A  «»  OD,  «at>=  «        — 1 

Das  giebt  für  v  —  ü,  1,  2,  ...  tit-I  in  der  Tat  n  —  1  der  «Wurzeln 
der  Gleichung  —  s  0.  Die  Wurzel  z^O  folgt  freilich  hieraus 
nicht  und  bleibt  demnach  auf  diesem  Wege  nnerreich* 
bar. 

b)  Es  ist  leiclit  für  einen  belicbigiu  positiven  reellen  Wert  w 
die  reelle  Wurzel  der  Gleichung  auf  diesem|Wegc  numerisch  za  be- 
rechnen. 

5 

^Beispiel,   af^—»  «  100,  also  ä  ^  VioO+ä. 

Ich  setze  willkflrlicb        1000,  so  folgt: 

8i  =  4,0676 
sti  =  2,5320 

=  2,5215 
=  2,6244. 

Also  ist  eine  reelle  Wurzel  der  Gleichung  so  genau,  als  es  sich 
Termittelst  fünfstelliger  Logarithmen  ausführen  lässt,  gefuuücu. 

Anmerkung.  Für  complexe  Grössen  verliert  dieser  Algo- 
rithmus viel  Ton  seiner  Einfachheit,  weil  die  jedesmalige  Separation 
des  Beeilen  und  Imaginären  Umstünde  macht.  Man  könnte  dem- 
selben aber  äuiue  Einfachheit  erbaltcu,  wenn  mau  im  Besitz  einer 
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Äßseelten, 


Tafel  wäre,  in  weicher  die  Logorithmoii  complcxer  Zahlen  (f&r 
die  Basis  10)  znsammengesteUt  sind.  Die  Aufgabe,  dne  derartige 
Tafel  ZQ  construiren  ist,  wenn  man  sich  auf  eine  geringe  Anzahl  von 
Decimatetellen  beschränkt,  ganz  gnt  dnrchflkhrbar,  und  würden  solche 
Tafeln  bei  der  steigenden  Wichtigkeit  der  Theorie  der  oonformen 
Abbildungen  fttr  die  Physik  anch  sonst  von  Nutzen  sein. 

4. 

Der  soeben  betrachtete  Algorithmus  kann  mit  Leichtigkeit  auf 
jede  beliebige  Gleichung  ausgedehnt  werden,  indem  man  sie  auf  di« 
Form  bringt: 

n 

derselbe  ist  aber  nur  einer  unter  vielen,  welcher  freilich  durch  den 
Umstand,  dass  er  n-deutig  ist  und  daher  (folls  er  convergirt)  s&mi* 
liehe  Wurzeln  der  Oleichung  gehen  kann,  einen  Vorzug  vor  andern 
zu  haben  scheint 

Um  zu  zeigen,  dass  auch  andere  Formeln  zur  Grenze  ffthreu 
können,  möge  das  Beispiel 

Ä«— 2«— 35  =  0 
betrachtet  werden.  Hieraus  folgt  unter  Andern: 

.-2+-. 

Die  Benutzung  dieser  Formol  liefert  für  den  vviUkurlichen  Ao- 
fangttwert     =  co: 

*,-19A  »4-11 A  -^«7,8,  fio-7,4,  «M-«7,2,  HiT-'^A 
»1-2,  »5-5»      %-6A  »11-6,7,  »,8-=6,9,  »,5-6,93 

Also  nähert  sich  diese  Folge  von  Worleu  der  Wurzel  «  =  7. 

Benutzt  man  dagegen  die  Formel  »  -=  — ^ —  beispielsweise  mit 
7,1,  so  divergirt  der  Algorithmus. 

Die  Frage,  wann  derartige  Algorithmen  conveii^ren  und  wsoi» 
sie  divergiren  involvirt  meines  Erachtens  ein  höchst  interosstsntes 
Problem  [falls  dasselbe  noch  nicht  gelöst  sein  sollte]. 

Königsberg,  Sept  1884.  Tb.  Sani o. 
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XVL 

Die  Gono-Cunei. 

Von 

Carl  Pabst 


f  «fftMtnif  t9m  Hr.  XIT. 


IT.  Absduütt. 

Der  elliptische  und  die  hyperboiisclioa 
Scheitel- Cono-Cua  ei 

Bevor  irir  in  der  Betrftchtang  der  geraden  Gono-Cnnei  fort- 
üftbren  und  zum  geraden  parabolischen  Cono-Cnnens  flbergeben,  wollen 

wir  uns  zu  dcu  elliptischcu  und  deu  hypcrboliäcbeu  Scheitcl-Cono- 
üuuei  wenden. 

Was  znaSchtt  den  elliptischen  8cheitel>Cotto«Cnnen8 
betrifft,  so  nehmen  wir  hierbei  als  Gleichnngen  der  Leitellipse: 


(75) 


äj/B  X^-Kbeno  demnach  als  Directorobone  nnd  als  singoläre 
Kante  die  IT-Axe.  Die  erzengenden  Geraden  mflssen  mithin  den 
Gteicbungen  genflgen: 

wodurch  man  als  Gleichung  des  iu  Rede  stehenden  Cono-Cnneus  er- 
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Aus  dieser  Gleichung  folgt  ,  dass  die  vorgelegte  FlÄche  ebenso 
wie  der  gerade  elliptische  Couo-Cuncus  vom  vierten  Grade  ist 
Ferner  stimmen  die  beiden  elliptischen  Cono-Canci  dann  übereiii, 
dass  jede  zur  J^y-£bene  parallele  Ebene  aus  ihnen  eine  Ellipse  &as- 
schneidet,  deren  eine  Axe  für  alle  ausgeschnittenen  Ellipsen  constiat 
ist,  and  deren  andere  Axe  proportional  dem  Abstände  der  schoeiilcaT 
den  Ebene  von  der  singnlären  Kante  wftchst    Ein  Kreis  wiid  m 

bc 

dem  eUiptiflchen  Scbeitel-Cono-Cnneos  (76;  fttr  z  «  — ausgeschiutteo. 

liiejemgen  Ellipsen  dos  Torgel^ten  CQUO-Cuneos  {16)  ^  dereo 
Entfernung  von  der  tingnlftren  Kante  abeolnte  kfeiner  als  —  ist» 

ben  ilire  grossen  Axen  ^  2ä  in  einer  Ebene,  welche  durch  die  sin- 
guläre  Kante  geht  und  mit  der  Ellipsenebene  einen  Winkel  bildet« 

dessen  trigonometrische  Tangente  gleich  ^  ist,  ihre  UeineB  An 

^2^«    in  der  ÄZ-Ehciie\  diejuuigcn  dagegen,    deren  Abstaod 

bc 

Ton  der  singnlären  Kante  absolute  grösser  als  -    ist,   haben  ihre 

grossen  Axen  •»  2 -  «  in  der  J^^-Ebene,  und  ihre  kleinen  in  der 

c 

eben  beschriebenen,  dnrch  die  singuläre  Kante  gehenden  Ebene. 

Daraus  geht  hervor,  dass  der  gerade  elliptische  Cono-Cuneus  and 
der  elliptische  Scheitel-Cono-Cuueus  sich  dann  uutersclieiden, 
dass  hei  jenem  die  Mittili  nnkfe  der  ausgeschnittenen  Ellipsen  auf 
einer  Geraden  liegen,  die  aui  der  EUipsenebeno  senkrecht  steht, 
während  bei  diesem  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  der 
Ellipsen  eine  Gerade  ist.  welche  mit  der  FJlipsenebene  einen  schiefen 
Winkel  bildet.  lici  Ix  jdon  Cono-Cuneis  gehen  diese  Geraden  durch 
die  singuliUre  Kante  und  stehen  auf  derselben  senkrecht. 

Ferner  ergiebt  sich  für  die  Projection  der  Durchschnittscorre 
der  Ebene  m^k  mit  der  vorgelegten  Flache  auf  die  F^-Ebeae: 
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Ist  0,  80  giebt  es  demnach  nnr  reelle  Werte  von  y,  wlmih 
c  >  0  ist,  und  umgekehrt  ist  <^  0 ,  so  giebt  i«  nur  reelle  Werte 
fOD  ff  wenn  «  ^  0  ist  I).  h.  die  Durchschuittscurve  liegt  entweder 
isf  der  positiven  oder  auf  der  negativen  Seite  der  z-Axe,  nicht  aber 
Ulf  beiden  zngleicfa.   Sie  schneidet  die  »-Aze  im  Punkte  y  =  0, 

ck  ck 

« —  2^.    Ist  »  <1  ^»  wenn         0  ist ,  so  giebt  es  keine  reellen 

Werte  Ar  y,  Die  Cnr?e  iiegt  symmetrisch  snr  s-Axe  nnd  erstreckt 

sich  von  «  =  ^  bis  2  »  od.    Sie  ist  in  allen  ihren  Paukten  convex 

nscb  der  F-Aze  Inn;  in  Ihrem  Dnrchschnittspnnkte  mit  der  «-Axe 
iit  ihre  Tangente  der  r-Axe  parallel 

Baraus  geht  hervor,  dass  dar  elliptische  Scheitel-Cono-Cunens 
(76)  nur  in  4  Octanteu  liegt,  während  der  gerade  elliptische  Cono- 
Cnnens  (17)  sich  in  allen  8  Octanten  erstreckt. 

Die  auf  der  singulären  Kante  senkrecht  stehende  Ebene  y=h 
schneidet  aus  dem  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (70)  die  beiden 
ErzeugendoTi  aus,  deren  Projectionen  auf  die  A^-£bene  der  Glei- 
chung genügen: 

m  « =  ^ — z 


%  22. 

Wir  haben  im  vorigen  §geseben,   dnss  jede  zur  A'l -Ebene 
psrallcle  Ebeue  aus  dem  elliptiselien  bciieitel-Couo-Cuncus  (7G)  eine 
Ellipse  aussclniuidet.    Betraclitea  wir  die  beiden  Elli]>sen  in  den  Pintfer- 
nuDgeu     und     von  der  singulären  Kaute,  so  ergiebt  sich,  wenn 
he 

^  >  -  ist,  fflr  das  Axenverhältniss  der  zu     zugehörigen  Ellipse 

und  wenn  ^3  <^ ist,  iiir  das  AxeuveiiiaiLuißs  der  zu  zu- 

hc 

gehörigen  Ellipse:  .  Solleu  diese  beiden  Verhältnisse  einander 
gleich  sein,  so  erhAlt  man  demnach  die  Relation: 

^hc\^ 


he 

Ii  an  war  ~  die  Entfernung  des  Kreisschnittes  von  der  singn- 

Ilien  Kante  des  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuueus  (76).  Mithin  re- 
nritirt  der  Satz:  Diejeuigeu  beideu  EUipseu  des  ellipüücheu  Scheitel- 
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Cono-Cuneus ,  welche  so  auf  dieser  Fläche  liegcu,  dass  das  Prodact 
ihrer  Abstände  vou  der  singulärea  Kaute  gleich  dem  Qoadrat  der 
Entferuuug  des  Kreisschnittes  von  derselbea  Kaute  ist,  haben  das- 
selbe  AxenverhäitQiss. 

Es  ist  dies  derselbe  Sats»  den  wir  beim  gendea  eUiptiidieB 
CoDo-Cnneiit  in  %  10  nachgewiesen  baben.  Hierans  ergeben  sich 
auch  dieselben  Beziebnngen  in  Bezug  anf  die  Entfernungen  der  betden 

Ellipsen  Ton  dem  Kreisschnitte  wie  dort 

Betrachtet  man  femer  die  Brennpunkte  der  ausgeschiiitteB68 
EUipsen,  so  geht  aus  dem  vorigen  $  hervor,  dass  die  Breiuipmifcle 
deijenigen  Ellipsen,  dmn  Abstand  von  der  singulfiren  Kante  absolits 

hc 

gleich  oder  kleiner  als  -  ist,  in  einer  durch  die  singulare  Kante 
gehenden  Ebene  liegen,  welche  mit  der  Z-Im  einen  Winkel  bildel, 
dessen  trigonometiische  Tangente  gleich  -  ist    Der  Abstand  einei 


solchen  Brennpunktes  von  der  XZ-£bene  ist  ^  6'  —     j  • 

Für  den  geometrischen  Ort  dieser  Brennpunkte  ergiebt  sich  dem- 
nach die  EUipee: 


Yergleicben  wir  hiermit  das  Resultat  (21)  in  $  10.,  folgt  der 
Sats:  Sind  der  gerade  elliptische  Cono*Cnneus  und  der  eUiptischs 
Scheitel*Cono-Cuneus,  deren  singuläre  Kanten  in  einer  Ebene  liegea 
und  auf  einander  senkrecht  stehen,  so  beschaffen,  dass  eine  und  die- 
selbe Ebene  aus  jedem  einen  Kreis  mit  dem  Badius  a  ausschneidet, 
so  ist  der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  der  EUipsen  dea  ge- 
raden Gono-Gnnens,  deren  Abstand  von  der  singullren  Kante  absolute 
gleich  oder  kleiner  als  der  des  Kreises  derselben  FISche  ist,  gldcb 
dem  geometrischen  Ort  der  Brennpunkte  der  entsprechenden  Ellipsen 
des  elliptischen  Scheitel-Couo-Cuucus. 

Auf  analoge  Weise  erhftlt  man  fflr  den  geometrischen  Ort  der 
Brennpunkte  deijenigen  Ellipsen  des  elliptischen  Scheitel-Cooo-Cu- 
neue  (76),  deren  Abstand  von  der  sangularea  Kante  absolute  gleieh 


h.  die  in  Bede  stehenden  Brennpunkte  liegen  in  der  XSMtim 


(79) 


(80) 


««—2  +Ä»-0 
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auf  einer  Hyperbel,  deren  Mittelpunkt  der  Coordiuatcnanfang,  deron 
reelle  Axe  =2Ä^^^^-pp—-^  und  deren  imaginäre  Aze 


ist. 


S  23. 

Gehen  wir  Jetit  zur  Betrachtung  der  Tangentialebene  im 
Poakte  sys  des  elliptiacben  Scheitel-Cono-Cnnena  (76)  ttber,  so  er- 
haüen  wir  als  deren  Gldchnog,  wenn  {,  %  t  die  laufenden  Coor- 
dmaten  bedeuten: 

(.-^)a-x)+0%(,-.)-  {l(.-f) 

-|J^(^-4«)j(J-.)-0 
oder  mit  Berftcksichtigaiig  der  Gleiebaiig  (76): 

FQr  s  SS  0  erhält  man  hieraus:  t  •»  0,  d.  h.  der  Torgelegte 
Cono-Cuneus  berOhrt  die  IZ^Ebena  Ferner  ergiebt  sich  ftr  t^O: 

a  ^ 

d.  h.  In  den  Punkten  der  singuläron  Kante  giebt  es  je  zwei  Tan- 
gentialebeneu  an  den  elliptischen  Scheitel-Cono  Cuneus ,  welche  sich 
in  der  singnläreu  Kante  schneiden.  Diese  Tangentialebenen  schneiden 
im  Allgemeinen,  ebenso  wie  beim  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus, 
je  zwei  erzengende  Geraden  ans  der  Fläche  ans. 

Diejenigen  Tangentialebenen,  welche  die  vorgelegte  Fläche  längs 
der  ganzen,  durch  ihren  lierührungspunkt  gehenden  Erzeugenden  be- 
rühren ,  haben  ihre  Berührungspunkte  auf  den  Geraden ,  welche  den 
Coordinaten  genügen:  einerseits  ^     ±6,  andererseits  x  ^  0  und 

«  »  3  -  ff.  Es  giebt  demnach,  ebenso  wie  beim  geraden  elliptischen 

Cono-Guncus,  auch  hier  4  Erzengende,  in  welchen  die  Tangential- 
ebenen den  elliptischen  Scheitel-Cono-Cnnens  längs  der  ganzen  Er- 
sengenden berühren.  JDie  ersteren  iipflr  Tangentialebenen  hal>en, 
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wie  sich  nach  kurzer  Ueberlegun^^  zoigt,  die  EigcnscbafU  ^iJ^^ 
aus  (1cm  vor^^elogtcn  Cono-(  uik  us  nur  die  botreffendeu  Erzcagcud«» 
schneiden,  wahrend  die  Durchschuittscurve  der  andereu  mit  derFlawbe 
(7bj  aas  der  Erzeagendea  und  der  singulöreu  Kante  bestehL 

Schliesslich  erhAlt  man  iQr  das  Volnmea  7  zwischen  dei  Ele- 
nen  y  =s  0, 1^  =     «  =    und  dem  mgehOrigeii  Teil  des 
Scheitel-Gono-Giineas  (76): 


Wo  «ü 


0  0 

Ao8  der  Gioichuug  (76)  crgiebt  sich: 
folglich: 

Demnach  rcsolturt: 

0  0 

Yoti  diesen  Volnmen  gelten  diesolhen  Sätze  wie  Ton  demjenigti 
des  geraden  elliptischen  Cono-Goneos. 


$  24. 

Um  jetzt  die  Gleichung  des  ein  lachen  hyperbolischen 
Scbeitcl-Cono-Cuneus  abzuioitou,  nehmen  wir  als  Gleichungen 
der  Leitbypcrbcl : 

(83)  I     ««  "h^^^ 

]Nach  der  Definition  des  §  3.  mnss  dann  die  K-Axe  sisgidlra 
Kante«  die  X2^£bene  Directorehone  werden,  so  dass  man  als  (Siie 
chang  des  betreffenden  Cono-Canens  orhftit: 
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Aua  dieser  Gleichung  geht  zunächst  hervor,  dass  die  Fläche 
vierten  Grades  uur  symmetrisch  zur  .YZ-Ebcuo  liegt.  Ausserdem 
iat  ersichtlich,  dass  ar,  y  und  »  alle  beUebigeu  Werte  annehmeu  köuuen. 

Jede  Eor  XT-Ebene  parallele  Ebene  schneiclet  femer  ans  dem 
eiafindien  byporfoollschen  Sch^td^Cono-Cnnena  (84)  im  Allgemeinen 

eine  Hjrperbel  mit  den  Ualbaxen      nnd  b  ans.  Die  reellen  Azen 

dieser  Hyperbeln  liegen  in  der  .YZ-Ebcne  nnd  wachsen  proportional 

dem  Abstände  der  schneidenden  Ebeue  von  der  singulärcu  Kante; 
die  imaginären  Axen  dagegen  sind  für  alle  ausgeschnitteneu  Hyper- 
beln =  und  liegen  in  einer  durch  die  singulare  Kaute  gehenden 
Ebene,  welche  mit  der  •^-Axe  einen  Winkel  bildet,  dessen  trigono- 

metriadie  Tangente  gleich  -  ist 

Danas  folgt,  dass  die  Mitteipnnkte  der  Hyperbeln  des  eingehen 
hyperbolischen  Scheitel-Gono-Cnnens  (84)  in  der  X^Ebene  liegen 
nnd  zwar  aaf  ^er  Geraden,  welche  dnrch  den  Ck>ordinatenanfong 
geht  nnd  mit  der  Hyperbeiebene  dnen  Winkel  bildet,  dessen  trigono- 

metrische  Tangente  gleich  ^  ist 

Während  also  bei  den  geraden  hyperbolischen  Gono-Gnneis  der 
geometrische  Ort  der  Mitteipnnkte  ihrer  Hyperbeln  dne  Gerade  ist, 
wdche  dnrch  die  singnlftre  Kante  geht  nnd  vii  der  Hyperbelebene  senk- 
recht steht,  sdmeidet  die  Gersde,  anf  welcher  die  Mitteipnnkte  M 
Hyperbeln  des  eingehen  hyperbolischen  Scheitel-Gono-Canens  liegen, 
zwar  die  singnlftre  Kante  dieser  Flftche  rechtwinklig,  bildet  aber  mit 
der  Hyperbeiebene  einen  schiefen  Winkel. 

Femer  folgt  aus  diesen  Erörterungen,  dass  die  Scheitel  der  ans 
der  vorgelegten  Flftche  ausgeschnittenen  Hyperbeln  sich  von  s  oo 
bis  s  -=  0  einander  nfthem,  bis  sie  fOr  •  s  0  zusammenfallen.  Diese 
Eigenschaft  hat  der  vorgelegte  Cono-Gnnens  mit  dem  geraden  ein- 
gehen hyperbolischen  Cono-Cnnens  gemein.  Während  aber  bei  diesem 
die  Scheitel  anf  zwei  Geraden  liegen,  welche  dnrch  die  singnläro 
Kante  gehen  nnd  mit  der  Hyperbelebene  gleiche,  schiefe  Winkel  bilden, 
liegen  bei  dem  einfechen  hyperbolischen  Sdieitel-Gono-Cnnens  die 
Seheitel  anf  zwei  Geraden,  welche  sich  zwar  in  der  singulftren  Kante 
sefaneiden  nnd  anf  derselben  senkrecht  stehen,  von  denen  aber  die 
eme  einen  rechten,  die  andere  einen  schiefen  Winkel  mit  der  Hyper- 
belebene bildet 

Aus  der  Gleichung  (84)  ergiebt  sich  ausserdem,  dass  die  znr 
JTF-Ebene  parsllele  Ebene,  deren  ^frtTTTf  Tf1iij|r'  "^"f"'**^"  Kante 
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absolate  gleich  —  ist,  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  hmttieA 

Parameter  b  aas  dem  einfachen  hyperbolischen  Scheitel' Gono-Cimeos 

(84)  aasftchucidüt 

Ziehen  wir  nnn  die  Brennpunkte  der  aasgeschnittenen  Hypeihebk 

iu  Betracht,  so  resultirt  aus  dem  Gesagton,  dass  sie  sämmtlicb  in  der 
XZ-übaiLe  liegen.   Dio  Eutferuuiig  eines  äolchca  Brcuup unkte s  von 

der  ^-Axe  ist:        j/^-^  +        Für  den  geometriscben  Ort 

derselben  erhiüt  man  demnach: 

(85)  0S~2^a»— 6>-0 

d.  h.  in  Worten:  Der  geometriche  Ort  der  Brennpunkte  aller  Hyper* 
beln,  wetehe  durch  Ebenen  parallel  der  Jry-£bene  ans  dem  einfachen 
hyperboHscfaen  Scbeitd-ConoK/nnens  (84)  atisgesdiiiitteii  werden,  ist 
eine  l^perbel  in  der  XZ*£bene,  deren  Mittelpnnkt  der  Goordinstoi- 
anlug  ist 

Was  sddiesslich  die  Asymptoten  einer  solchen  anggeecbiütteneo 
Hyperbel  betrifft,  so  genügen  dieselben  der  Gleichung: 

sie  liegen  mithin  tnf  den  beiden  hyperbolischen  Paraboloiden: 


(86)  I 


I         d(<» — of)  0 
aifM'^bicx — a»)  »  0 


Gehen  wir  jetzt  znr  Betracbtnng  der  Tangentialebene  im 

Punkte  xyz  des  einfachen  hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cunens  (^>. 

Als  Gleicliuug  derselben  re&ulürt: 


oder: 
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(-:-)-(::)%(''-^>-l"('-"')  . 

Für  z  ==  0  ergiebt  sich  hieraas  mit  Berücksichtigung  der  Glei- 
chung (84): 

a(b±yy^  +  b*) 
^  bc  ^ 

d.  h.  lu  jedem  Punkte  der  singulären  Kante  giebt  es  je  zwei  Tan- 
gentialebenen an  die  vorgelegte  Fläche,  'welche  durch  die  singulare 
Kante  gehen.  Es  gilt  demnach  auch  von  dem  einfachen  hyperboli- 
schen Scheitel- Cono-Cuneus  der  Satz,  dass  jede  durch  die  singuläro 
Kante  gehende  Ebene  im  Allgemeinen  eine  Tangentialebene  ist 

Diejenigen  Punkte,  in  denen  die  Tangentialebene  den  einfachen 
bj*perbolischeu  Scheitel-Cono-Cuueus  (84)  längs  der  ganzen,  durch 
ihren  Berührungspunkt  gehenden  Erzeugenden  berührt,  gehören  zu 
y  =  0,  d.  h.  sie  liegen  auf  den  Durchschnittslinien  der  Fläche  mit 
der  XZ'Ehene.   Dafür  ergiebt  sich  nun: 

c 

Es  folgt  daraus,  dass  die  yZ-Ebeno  hier  ebenso  wie  beim  elliptischen 
Scbeitel-Cono-Cuueus  (76)  eine  Tangentialebene  ist. 

Schneidet  man  schliesslich  den  einfachen  hyperbolischen  Scheitel- 
Cono-Cuneus  (84)  durch  die  Ebenen  y  =       *  =  -o»  so  ergiebt  sich 
für  das  Volumen  zwischen  den  Ebenen  y  =  ö,  y  =  yg,  s  = 
dem  zugehörigen  Teil  der  Fläche  einerseits: 

yo 


andererseits : 


0 

wobei,  wie  aus  der  Gleichung  (84)  folgt: 

'1  =  + 


bc 

az 
bc 


rAVy'+b*-b) 
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Mithin  erhftit  man: 

K-  K,  +  K,  -  yy>+Äi  /'^rf, 

0  • 


§  96. 

Zar  Untenachnog  dos  geteilten  hyperbolischen  Scirei* 
tel-Cono'Cniieas  nehmen  wir  nn,  die  Leitbyperfoel  werde  duck 
die  Gletchnngen  dargestelits 

tg»  _  (y  -  b)*  - 

Alsdann  muss  gemäss  den  Erörterungen  dos  §  3.  die  l'Z-Ebeoe 
Dircctorebene  und  die  A-Axo  singnläre  Kaute  werden,  so  dasä  maß 
als  Gleichang  des  betreffenden  Cono-Ouneas  erhält: 


X  — 
(90)  -,  —     /4  -.i    —  1. 

Ans  dieser  Gleichung  folgt,  dass  der  geteilte  hyperbolische  Scheitel- 
Cono-Cnneas  (90)  vom  vierten  Grade  ist  und  symmetrisch  zur  Tl- 
Ebene  liegt  Fftr  yal.abs.x  <  a  gicbt  es  keine  reellen  Werte  fflr  y 
und  z.  Die  vorgelegte  Flftche  besteht  demnach  ans  swei,  anf  bodcs 
Seiten  der  FZ-Ebene  liegenden,  von  etnasder  getrennten  Teflen,  wo- 
her die  Bezeichnung  „geteilt^'  entnommen  ist 

Ferner  geht  aus  der  Gleichung  (9<D)  liervor,  dass  jede  zur  XF-Ebcne 
parallele  £bene  die  voigelegto  Fläche  iu  einer  Hyperbel  schneidet,  deren 

reelle  Axe  ^ 2a,  deren  imaginäre  Axe  —2  ;  '  ist  Eine  gieichsdtige  fly 

pcrbel  wird  demnach  aus  dem  geteilten  hyperbolischen  8cheitel-Coao- 
Cnnens  (90)  durch  eine  Ebene  paraUei  der  Jiry-Ebeae  anegeschnitteBi 

deren  Abstand  von  der  siugnlären  Kante  absolute  gleich  ^  isu 

Die  imaginären  Axen  der  ausgeschnittenen  llyjierbeln  liegen  in 
der  yZ-Ebene  und  wachsen  projiortional  dem  Abstände  der  schoßi* 
dendeu  Ebene  von  der  singulären  Kaute;  die  reellen  dagegen  sind 
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für  alle  ausgesclinittcncn  Hyperbeln  gleich  2a  und  liegen  in  einer 
Ebüuc,  welche  durch  die  singulare  Kante  geht,  und  welche  mit  der 
Hyporbelcbenc  einen  Winkel  bildet,  dessen  thgonomctrischo  Tangente 

gleich  ^  ist 

Auch  hierbei  ist  der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  der  aus- 
geschnittenen Hyperbeln,  wie  sich  aus  dem  Gesagten  ergibt,  eine  ge- 
rade Linie,  welche  durch  die  singuläro  Kante  geht,  auf  derselben 
senkrecht  steht,  mit  der  Hyperbelebene  aber  einen  Winkel  bildet« 

dessen  trigonometrichc  Tangente  gleich  ^  ist.  Es  ist  dies  eine  ana- 
loge Beziehung,  wie  wir  sie  bei  dem  einfachen  hyperbolischen  Schei- 
tel-Cono-Guncus  nachgewiesen  haben.  Da  dieselbe  Relation  auch  von 
dem  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuneus  gilt,  so  bezeichnet  dieselbe 
ein  durchgreifendes  Unterscheidungsmerkmal  zwischen  den  geraden 
und  den  Scheitel-Cono-Cuneis,  vorausgesetzt,  dass  der  Leitkegelschnitt 
einen  Mittelpunkt  hat. 

Weil  die  reellen  Axen  der  aus  dem  geteilten  hyperbolischen 
Scheitel-Cono-Cuneus  (90)  ausgeschnittenen  Hyperbeln  in  einer  durch 
die  singulare  Kante  gehenden  Ebene  liegen,  welche  mit  der  <^-Axe 

einen  Winkel  bildet,  dessen  trigonometrische  Tangente  gleich  ^  ist, 

C 

so  liegen  auch  die  Breunpunkte  der  Hyperbeln  in  dieser  Ebene.  Für 
die  Entfernung  eines  solchen  Brennpunkts  von  der  yZ-£beno  erhält 

man  aus  der  Gleichung  (90) :  |/a*  +  Brennpunkte  lie- 

gen demnach  in  der  beschriebenen  Ebene  auf  der  Curvo: 

d.  h.  Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  der  durch  Ebenen 
parallel  der  A'i'-Ebeno  aus  dem  geteilten  hyperbolischen  Scheitel- 
Cono-Cuneus  (90)  ausgeschnittenen  Hyperbeln  ist  eine  Hyperbel  mit 
dem  Coordinatenanfang  als  Mittelpunkt,  deren  reelle  Axe  «=>  2a  und 

deren  imaginäre  Axe      ^  ^'  ist. 

Aus  der  Verglcichnng  von  (90)  und  (91)  folgt,     wenn  man 

h  ae 

* »  —  -r  setzt : 
c  ö 

(92)  ,  = 
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ac 


Bezeicbnen  wir  y  mit  c',  wobei  c\  wie  ans  dem  Obig^  henor- 

geht,  die  Entfernung  der  gleichseitigen  Hyperbel  des  geteilten  byptf- 

bolischen  Scheitcl-Cono-Cuucus  (90)  von  seiner  singulären  Kante 
bedeutet,  so  geht  diu  Gleichung  (92)  über  in: 


M  — 


Darans  flieset  der  Satz:  Diejenige  zur  Xr-Ebcne  parallele  Ebeoc, 
(h  ren  Abstand  von  licr  singulären  Kante  die  vierte  Proportional t  7ti 
dem  lialbou  Parameter  und  dem  Abstände  der  gleichseitigen  llyju'rbel 
des  geteilten  hyperbolischen  Scheitel-Gono-Cnueus  von  dessen  singu- 
lärer  Kante  ist,  sclineidet  aas  dieser  Fläche  eine  Hyperbel  ans, 
welche  gleich  ist  dem  geometrischen  Orte  der  Brcnnpniikte  aller 
dnrch  £beneD  parallel  der  xy-fibene  ans  dieoer  FlAche  amgeschnit- 
teoen  Hyperbeln, 

Diese  Eigenschaft  hat  der  vorgelegte  Cono-Coneaa  mit  dem  ge- 
teilten hyperbolischen  Üono-Cuneus  gemeinsam. 

Die  Asymptoten  einer  Hyperbel  dee  geteilten  hjperiboliieheD 
Seheitel-Gono*GQneQ8  (90)  genügen  der  Gleichnng: 

b         ,  bz 

Die  Asymptoten  aller  Hyperbeln  der  vorgelegten  Fläche  liegen 
demnach  aut  den  beiden  hyperbolischen  Faraboloiden: 


(93) 


tbxz  —  a{cy  —  bz)  »  0 


Dreht  man  den  vorgelegten  Cüuo-Cuuous  um  die  Z-Axe  um  ^  ^ 

dass  die  positive  X-Axe  in  die  negative  F-Axe  fällt,  dann  hat  man 
nur  y  mit  «zn  vertanschen;  alles  Uebrige  bleibt  nngeftndert  Fttbreo 
wir  diese  Yertansebnng  in  den  Gleichnngen  (98)  ans,  so  gehen  die- 
selben Aber  in: 

ÄjF»— «(est— Ä«)  ■•0 
dyK-|*a(ex»te)  ssO 

Beachten  wir  hierbei  die  Gleichungen  (86)  im  §  24  ,  so  resultirt 
der  Satz :  Ilaben  der  einfache  und  der  geteilte  hyperbolische  Scheitel- 
Cono-Cuneus  dieselbe  singulare  Kante  und  dieselbe  Dircctorcbenc  onii 
sind  sie  so  beschaffen,  dass  eine  und  dieselbe  Ebene  aus  den  beiden 
Flachen  Je  eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  halben  Parameter  a 
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ausschneidet,  so  liegen  die  Asymptoten  der  ans  beiden  Flächen  aus- 
geschnittenen Hyperbeln  auf  denselben  beiden  hyperbolischen  Para- 
boloiden. 

Es  ist  dies  ein  analoger  Satz,  wie  wir  ihn  von  den  beiden  ge- 
raden hyperbolischen  Cono-Cuneis  im  §  19.  nachgewiesen  haben. 

Zugleich  ergiebt  sich  hieraus,  dass  die  geraden  hyperbolischen 
Cono-Cunei  nnd  die  hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuuei  das  mit  ein- 
ander gemeinsam  haben,  dass  die  Asymptoten  der  aus  ihnen  ausge- 
schnittenen Hyperbeln  auf  je  zwei  hyperbolischen  Paraboloiden  liegen. 

§  27. 

Als  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  xyz  des  ge- 
teilten hyperbolischen  Scheitel-Couo-Cuneus  erhält  man: 

g)W-x)-(v-^)(,-,)+[g.(x'-o«) 

+  l{y-i')](t-')  =  o 

oder: 

(94)  X«  _  ,)  _  (y  -  ^  ,)  ,  +  _  „.) 

Für  a  —  0  geht  diese  Gleichung  tlber ,  wenn  man  für  y  —  -z 

c 

seinen  Wert  aus  (90)  setzt,  in 

v=  : 

d.  h.  in  den  Punkten  der  singulären  Kante  giebt  es  je  zwei  Tangen- 
tialebenen an  die  vorgelegte  Fläche. 

Diese  Eigenschaft  haben  mithin  die  geraden  elliptischen  und 
hyperbolischen  Cono-Cunei  mit  den  elliptischen  und  den  hj-perboli- 
schen  Scheitel-Cono-Cuneis  gemeinsam. 

Ferner  ergiebt  sich,  dass  die  beiden  Ebenen  |  = +a  den 
geteilten  hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuncus  (90)  längs  einer  ganzen 
Erzeugenden  berühren. 

Aas  der  Gleichung  (90)  folgt: 


350  Pahitt  2>k  OnwQam, 

DemiiMh  erhftlt  num  filr  das  Yoliimeii  V  swischan  den  Kbon 

ottd  dem  zugehörigen  Teil  det  vorgelegten  Coiio- 

Cnneos: 

•  0 


(95)  K-^'{K>/x7^<..-la.lg('*tV^')} 
Nnn  ist  aber,  wie  sich  ans  (90)  ergiebt; 

Dennacb  gebt  die  Qleichnng  (96)  Uber  In: 

Femer  folgt  ans  der  Gleichnng  (88)  des  §  25.,  wenn  man  darin  Ar 

+    den  ans  (84)  sieb  ergebenden  Wert:  ^      —  f  ^  ) 
setzt: 





VertaMcbt  man  in  der  letzteren  Glelcbnng  e  mit  y  ond  setzt  in 
(96)  nnd  (97)  a  =  ft,  so  resnltirt: 


Eine  analoge  Beziehung  hat  sich  fUr  die  beiden  geraden  b^perboii- 
sehen  Cono-Cunei  im  §  20.  ergeben. 
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y.  Abschnitt. 
Die  beiden  parabolischen  Cono-Cunei. 

§  28. 

In  diesem  Abschnitte  wollen  wir  den  geraden  parabolischen  (jono- 
CaDens  und  den  parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  betrachten.  Da 
diese  beiden  Flächen  von  Hochheim  ausführlich  behandelt  worden 
sind  (GrunerU  Archiv  T.  53.  pag.  350  —  363  und  T.  55.  pag.  35 
— 48),  so  wollen  wir  hier  nur  die  hauptsächlichsten  Eigenschaften 
derselben  kurz  ableiten.  Was  zunächst  den  geraden  paraboli- 
schen Cono-CuneuB  betrifft,  so  nehmen  wir  als  Gleichungen  der 
Leitparabel : 

y'  —  2pac 

(98) 

Alsdann  ist,  wie  sich  aus  den  Erläuterungen  der  Einleitung  ergiebt, 
die  JT-Axe  singuläre  Kante,  die  TZ-Ebene  Directorebene ,  so  dass 
man  als  Gleichung  des  betreffenden  Cono-Cuneus  erhält: 

(99)  c*y«  -  2p  xz* 

Hieraus  geht  zunächst  hervor,  dass  dieser  Cono-Cuneus  im  Gegen- 
satz zu  den  bisher  behandelten  vom  dritten  Grade  ist.  Ferner  folgt 
aus  der  Gleichung  (99),  dass  jede  zur  JTi -Ebene  parallele  Ebene 
die  vorgelegte  Fläche  in  einer  Parabel  schneidet,  deren  Parameter 

gleich  2^  ist,  d.  b.  die  Parameter  der  ausgeschnittenen  Parabeln 

wachsen  proportional  dem  Quadrate  des  Abstandes  der  schneidenden 
Ebene  von  der  singulären  Kante. 

Ziehen  wir  die  Brennpunkte  der  ausgeschnittenen  Parabeln  in 
Betracht,  so  ergiebt  sich  zunächst,  dass  dieselben  in  der  XZT-Ebene 
liegen.   Die  Entfernung  eines  solchen  Brennpunktes  von  der  Z-Axe 

inr-   Für  den  geometrischen  Ort  aller  dieser  Brennpunkte  er- 

hält  mau  demnach: 

(100)  2«  =  2^-« 

d.  h.  in  Worten :  Der  geometrische  Ort  der  Brennpunkte  aller  Para- 
beln, welche  durch  Ebenen  parallel  der  AT-Ebene  aus  dem  geraden 
parabolischen  Cono-Cuneus  (99)  ausgeschnitten  werden,  ist  eine  Pa- 
rabel in  der  XZ-Ebene,  deren  Scheitel  der  Coordinatenanfang  ist. 
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und  deren  Axe  in  die  singuläre  Kante  des  Cono-Canens  fidlt  !>er 
halbe  Parameter  dieser  Parabel  ist  die  vierte  Proportionale  zu.  f 
und  c. 


Ans  der  Vei^leiehnng  von  (99)  und  (100)  folgt,  wenn 

p 


-  =  getzt: 


Danas  fliesst  der  Satz:  Diejenige  zur  ^F-Kbene  pmlleie  Ebene, 
deren  Abstand  von  der  singnlftren  Kante  die  vierte  Proportieinle 
zu  p  nnd  e  ist,  achneidet  ans  dem  geraden  parabolischen  ConoXaneai 
(99)  eine  Parabel  ans,  welche  gleich  ist  der  Parabel,  anf  welcher 
die  Brennpunkte  alter  dnrch  Ebenen  parallel  der  XF-Ebene  ans  diese» 
Cono-Canens  aasgeschnittenen  Parabeln  liegen. 

Beachtet  man  hierbei,  dass  2  —  der  Parameter  der  betreffenden 

P 

Parabel  ist,  so  i[ann  man  diese  Relationen  aach  so  denten:  Vieimifi 
m  JTF- Ebene  parallele  Ebene,  deren  Abstand  von  der  singoUren 
Kante  die  vierte  Proportionale  zn  p  und  c  ist,  schneidet  ans  dtn 

izcradüii  parabolischen  Cono-Cuneus  (99)  oiue  rarahul  aus,  dewa 
i'aiamctcr  gleich  dem  doppelton  Abstände  der  Parabel  von  der  eis* 
guläreu  Kante  ist 

Als  Projection  der  Dorcbschnittscarve  der  Ebene  s  A  mit  dar 
vorgelegten  Fliehe  anf  die  FZ-Ebene  ergiebt  sich: 


(101)  s  -  ± 


Daraus  folgt,  dass  }v(\c  der  Directorebenc  parallele  Eboae  mi 
Allgcinc'iuiii  aus  dem  geraden  narabolisclieti  rono-Cmicus  7.v»ei  hf- 
zeugende  ausschneidet,  welche  durch  die  singulare  Kante  pebf^n  uo-l 
mit  der  XZ-Ebem  entgegengesetzt  gleiche  Winlcei  bilden.  Für  A'*'^ 
fallen  diese  beiden  Geraden  in  eine  eine  einsige  zasammen. 

Erwähnt  sei  hier  uucli,  dass  jede  durch  die  singnläre  Ksst* 
gehende  Ebene  den  vorgelegten  Cono-Luuens  in  einer  Geraden  scbut*j- 
det,  denn  man  erhält  für 

y  o«: 

(102)  c«««  «  2px 

Hierin  unterscheidet  sich  der  gerade  parabolischo  Cono-CnseB» 
von  den  bisher  betrachteten  Flachen  nnd«  wie  sich  spAter  seiges 
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wird,  auch  von  dem  parabolischen  Schcitel-Cono-Cuueus,  denn  aus 
diesen  schneidet  jede  durch  die  singuläre  Kante  gebende  Ebene  im 
Allgemeinen  zwei  gerade  l^inien. 

Um  schliesslich  die  Durchschnittscurve  des  vorgelegten  Cono- 
Cnneus  mit  einer  durch  die  Z-A\c  gehenden  Ebene,  welche  mit  der 
XAxe  den  Winkel  9  bildet,  zu  untersuchen,  wenden  wir  die  Coor- 
dinatentransformation  an: 

l  X     x'  cos  ff  —  y'  sin  qp 

(103)  {  y  ■=  ar'siny  4-y'cosg) 

Setzen  wir  dann  jr'  =  0 ,  so  ergiebt  sieh  als  Gleichung  der  de- 
finirten  Durchschnittscurve : 

2p  cos  9 

Jede  durch  die  Z-Axo  gehende  Ebene  schneidet  demnach  den 
geraden  parabolischen  Cono-Cuneus  (99)  in  einer  Parabel,  deren 
Scheitel  der  Coordinatenaufang  ist,  und  deren  Axe  in  der  Jfi -Ebene 

sin'cjp 

liegt.    Die  Brennweite  einer  solchen  Parabel  ist:  ^  •  Mithin 

8p  cos  (p 

erhält  man  für  den  geometrischen  Ort  der  Brennpunkte  dieser  Pa- 
rabeln in  Polarcoordinaten: 

sin^qp 

r  =  Q  

8;;  cos  (p 

oder  in  Bezug  auf  rechtwinklige  Coordinaten: 

^       e^  —  Spx 

Diese  Gleichung  stellt  eine  Cissoide  dar,  welche  die  ^-Axe  im  Coor- 
dinatenaofang  berührt  und  welche  sich  auf  der  positiven  und  auf  der 

c* 

negativen  Seite  der  l'-Axe  der  Geraden  x  =  „  asymptotisch  nähert. 


§  29. 

Als  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte  ryz  des  ge- 
raden parabolischen  Cono-Cuneus  (99)  erhält  man,  wenn  i,  1?,  f  die 
laufenden  Coordinaten  bedeuten: 

pz^ii  —  x)-c^y(fj-y)+2pxz{t—z)  =0 

oder: 

( 105)  pz\^  —  x)  —  r^ytj  +  2pxzt  =  0 

Arck.  d.  Math.  u.  Plija.   2.  Eeibe,  Teil  II. 


8&4 


PaHi'.  Dm  fW  fkna 


Dtnuu  folgt  für  z=rO:  {=rO;  d.  k.  dte  1Ki«ctw«bM  beiihrt 
den  genden  panboliaebon  Cono-Ctani  (99). 


Ferner  erhält  man  for  « ■=»  0: 


d.  h.  Iq  den  PunkUu  der  siugula^ren  Kante  giebt  es  je  zwti  Tan- 
Kentialebcnon  an  den  vorgelegten  Cono-Cunens,  eiche  sich  iu  dtr 
siugulären  Kante  schneiden  und  mit  der  XZ-Kbeue  entgegenges<^m 
gleiche  Winkel  bilden.  Es  sind  dies  die  in  (102)  des  vorigeu  §  be- 
trachteten Ebenen.  Diese  Tangential  ebenen  schneiden  mithin  aas 
dem  geraden  parabolischen  Cooo-Ciuieiu  (dd)  die  siqgiilire  JiaiUe 
und  eine  Erzeugende  desselben. 

Im  Allgemeiiieu  besteht  die  DurchschnitLscur^e  der  Tangential- 
ebene mit  dem  vorgelegten  Couo-Cuneus  au«  der  durch  ihren  Be- 
rührungspunkt gehenden  Erzeugenden  desselben  und  ans  einer  Pt- 
rabel,  deren  Projection  auf  die  X^Ebene  als  Parameter  die  vierte 
Proportianalc  zu  ix  und  s  hat,  wenn  «,  jr,  a  die  Cooidinatea  des 
Berttbnwfipnnktes  sind. 

Schneiden  wir  nun  den  geraden  parabolischen  Cono-Cuneos  (99) 
durch  die  Ebenen  zq,  so  erbAlt  man  flir  das  VolumeD 

V  awlscben  diesen  Ebenen,  der  JC^£bene  nnd  den  rageliArigen  Teile 
desselben 


(106) 


Das  Volumen  zwis«  Ijen  dt  n  Ebenen  •»>  öc^),  y  =»  0,  ~  -  \,  umi  de» 
zugeliongen  Teile  de»  geraden  parabolischen  Couo-Cuneus  ist 
demnach  gleich  dem  dritten  Teil  eines  rechtwinkligen  Parailelepipd- 
dons  mit  den  Kanten      ^o,  «b* 

Nun  ist :  lx^^ .  i/q  =  F,  weuu  F  den  zugehörigen  Teil  der  begren- 
zenden Parabel  bedeutet}  also: 

(107)  V^^F.M^, 

welchen  Satz  wir  schon  in  der  Einleitung  bewiesen  haben. 
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i  80. 

Wir  kommeo  jetzt  zur  Betrarlituup  des  letzten  in  der  Einleitong 
«irfiuirten  Cono-Cuneus,  dos  ra  hol  i  scheu  S  c  he  i  tel  -  C  o  n  o - 
Curu  US.  Nehmen  wir  hierbei  als  Loitparabel  dieselbe  wie  beim 
geraden  parabolischen  Cono-Cuneus,  nämlich: 

als  Diitttürt  lu  iie  demnach  die  ^'-Z-Ebono,  als  singuläro  Kante  die 
F-Axe,  so  erhält  man  als  Gleichung  der  vorgelegten  Fläche: 

(106)  s£  3e|KB 

Der  parabolische  Scheitol-Cono-Cuueus  ist  mithin  ebenso  wie 
dar  gerade  paraboUsehe  Coao«Caaeiis  eine  Fläche  dritten  Grades. 

Ferner  fogt  aus  d.  r  Gleichung  (J08),  dass  jede  zur  A* K-Ebene 
parallele  Ebene  den  vorgelegten  Cuno-Cuneus  in  einer  i*ural>el 
schntiidet,  deren  Axe  in  der  XZ-Ebene  nnd  deren  Scheitel  auf  der 
i^Axe  liegt     Der  Parameter  einer  solchen  Parabel  ist  gleich 

«2  d.h.  er  ftt  umgekehrt  proportional  dem  Abstände  der  Bcbnoi- 

deiidi-a  I-^hene  vou  der  siuguläron  Kante.  Hierin  nntersclieidet  sich 
der  parabolische  Scheitel-Cono-Cuneus  von  dem  geraden  paraboli- 
schen Cono-Cnneus. 

Für  den  geometrischen  Ort  der  Brennpunkte  der  aus  der  vor- 
gelegten Fliehe  ausgeschnittenen  Parabeln  erhält  mau  demnach: 


d.  b.  der  geometriscbe  Ort  der  Brennpunkte  aller  Parabeln,  welche 
durch  Ebenen  parallel  der  JTF^Ebene  ans  dem  paraboliscben  Scheitel« 
Gono-Cnnens  (108)  ausgeschnitten  werden,  ist  eine  gleichseitige  Hy 
perbel  in  der  X^Ebene,  deren  Asymptoten  die  Azen  der  w  nnd  der 
s  sind,  nnd  deren  Excentricitftt  die  mittlere  Proportionale  zu  2p  nnd 
eist 

Femer  wird  durch  die  Ebene  y^hm  dem  parabolischen 
Scheitel-Cono-Cuneus  (lOB)  eine  Cnrve  ausgeschnitten,  als  deren 
Projeetion  auf  die  JCZ-Ebene  man  erhält: 


(HO) 
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Dam»  folgt,  dam  Jede  zur  DirectorelMiie  pmUele  Ebene  tm  den 
parabolischen  Seheitel-Cono-Gitiieiis  «ne  enengende  Gerade  im* 
acbneldet.  H|erln  tuitencbeidet  aleb  dieser  Gono-Cimeu  m  alke 
bisher  betrachteten,  ans  denen  jede  der  IHrectorebene  paraUete  Ebeae 
im  AUgemeinen  swei  EnencM«»  betieffendan  FUkebe  aas* 
schneidet. 

Der  vorgelegte  Cono-Cnneos  unterscheidet  sich  von  dem  geradea 
parabolischen  Cono-Cnnens  aacb  dadurch ,  daas  jede  durch  die  sio- 
gnlfire  Kante  gebende  Ebene  Im  Allgemeinen  fwei  erzeugende  Ge^ 
raden  deaselben  ansschneideL  Denn  es  eigiebt  sich  als  Projection 
der  Dnrcbschnittscnrve  der  Ebene  s  me  mit  der  FIAcbe  (106)  saf 
die  KZ-Ebene: 


(III) 


Diese  Bigensebaft  bat  der  pnnbolische  Scheitel-CoDo-CaDeas,  «ie 
schon  im  §  28.  angedeutet  worden  Ist,  mit  den  elliptiscben  and  des 
byperboliscben  Cono-Gnnels  gemeinsam. 

Ein  Hauptuuterschied  zwischeu  dem  geraden  parabolischeo  Ooso- 
Cuneus  und  dem  parabolischon  Scheitel-r  ono-Cuneus  bestellt  darin, 
dass  durch  gewisse  Ebenen  aus  dem  letzteren  Hyperbeln  ausge- 
schnltteo  werden,  was  bei  dem  ersteren  nicht  der  J:  aii  ist.  Zu  dicseu 
gehören  die  durch  die  Z-Axe  gehenden  Ebenen.  Um  die  betretiiücii n 
Dnrcbschuittscnrven  naher  in  untersnchen,  wenden  wir  dio  ( oor 
dinatentransformation  (103)  au  und  setsen  y  —  0.  Alsdann  erWit 
man  als  Gleichung  einer  DurcbscbnittscnrYO: 


(112)  »V 


smV 


Diese  Durcfascfanittscnrve  Ist  demnach  eine  gleichseitige  Hypcr. 
bei,  deren  Asymptoten  die  Axen  der  m'  und  der  m'  sind,  und  deies 

8  ITC  cos  cp  . 

(Quadrat  der  Excentrioit&t  gleich  ist. 


i  31. 

Geben  wir  nun  zur  Tangentialebene  im  PimUtc  xyr 
parabolischen  Schcitel-Cono-Cuaens  (lOö)  über,  so  erhjilleu  wir  ih 
Gleichung  derselben: 

-x)-  2yz{f]  - y)  -  tfHt  -  5)  -  0 

oder: 

(113)  ^fl.|-2»»(if— y)-y*j;«  a 
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Daraus  folgt  fllr  ^  =  0:  ^  —  0;  d.  h.  der  parabolische  Scheitcl- 
Cono-Cuneus  (108)  berührt  die  FZ-Ebeoe. 

Femer  ergiebt  sich  fttr  s  =  0  aus  der  Gleichung  (113): 

v' 

Die  Tangentialebene  in  einem  Punkte  der  singulären  Kante  geht 
demnach  durch  diese  Kante.  Ks  giebt  aber,  wie  man  hieraus  cr- 
siobt,  in  einem  Punkte  der  singulären  Kante  nur  eine  Tangential- 
ebene an  den  parabolischen  Scheitel-Cono-Cunous  und  auch  hierdurch 
unterscheidet  sich  derselbe  von  den  tlbrigen  betrachteten  Cono-Cu- 
neis. 

Diese  Tangentialebenen  sind  die  unter  (III)  des  vorigen  §  be- 
trachteten Ebenen.  Sie  schneiden  also  aus  dem  parabolischen  Schei- 
tel-Cono-Cuneus  die  singnlärc  Kante  und  zwei  erzeugende  Geraden 
desselben  aus. 

Allgemein  erhält  man  für  die  Projection  der  Durchschnittscurvo 
der  Tangentialebene  mit  der  vorgelegten  Fläche  auf  die  KZ-Ebene, 
wenn  mau  l  aus  der  Gleichung  (113)  und  der  Gleichung  tj^li  =  2pc| 
eliminirt : 

— .V  =  0 

(i?+y):-2y2  =  o 


Daraus  geht  hervor,  dass  die  Tangentialebene  aus  dem  parabo- 
lischen ScheiteNCono-Cuneus  im  Allgemeinen  die  durch  ihren  Bo- 
rühmngspunkt  gehende  Erzeugende  desselben  und  eine  gleichseitige 
Hyperbel  ausschneidet,  deren  Projection  auf  die  KZ-Ebeno  die  Ex- 

centricität  V2y .  z  hat.  Auch  die  Tangentialebenen  gehören  daher  z« 
den  oben  erwähnten  Ebenen,  welche  aus  dem  parabolischen  Scheitol- 
Cono-Cuneus  Hyperbeln  ausschneiden. 

Zugleich  ist  ersichtlich,  dass  die  Tangentialebene  die  Fläche  im 
Allgemeinen  nicht  längs  der  ganzen,  durch  ihren  Berührungspunkt 
gehenden  Erzeugenden  derselben  berührt.  Eine  Ausnahme  tindet 
nur  für  y  =-  0  statt;  d.  h.  die  yZ-Ebeno  berührt  den  parabolischen 
Schcitel-Cono-Cuneus  (108)  längs  der  ganzen  in  ihr  liegenden  Er- 
zengenden desselben. 

Schliesslich  erhalten  wir  für  das  Volumen  V  zwischen  den 
Kbeneu  y==yo>**'^»  x««*0  und  dem  zugchörigcu  Teile  der  vor- 
gelegten Fl&che: 
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(116)  »'-l^'-i^iX.* 

d.  h.   Das  Volumen  mit  der  vorgeschriebenen  Bcgrenznng  itt  gleicli 

dem  sechstüu  Teile  eiaes  rechtwiakligeu  Parallepipedons  nut  dn 
Kauteu  xq^  «^qi  ^* 

Wir  IwbeB  beim  genden  panboUscfaen  Cobo-Gohms  cfkiltei: 

Daraus  folgt: 

d.  h.  in  Worten :  Die  Somme  der  Volamina,  w^cbe  von  den  beidei 
pmboliBcben  GoQo-Caneis  begrenzt  werden,  and  tn  den  GeonÜDsten 
9^     gehören,  ist  gleieb  der  Hftlfte  des  rechtwinkUgea  PaimUei- 
epipedons  mit  den  Kanten  «b«  ^ 


YL  Ibsebnüt. 

Die  Fusspunktenflächen  der  betrnchtoton  Cono-Gauei 
für  den  Goordinatenanfung  als  Pol. 

§  32. 

Wenn  man  von  einem  gegebenen  Pnnlcte  die  Senbrecblfln  aaf 
die  TangentiAlebenen  einer  gegebenen  FIftebe  fällt,  so  bilden  die 
FnsBjnaikte  dieser  Senkrechten  eine  nene  Flache,  welche  die  Fuss* 
pnafctenflache  der  gegebenen  Flache  fiSr  den  gegebenen  Pnnfct  sIs 
Pol  genannt  wird.  Wir  wollen  nnn  in  diesem  Abschnitte  die  Fta* 
pnnictenflidien  dir  behandelten  Gono-Cnnei  für  den  GooidinatenanCug 
als  Pol  einer  karzen  Betrachtung  unterwerfen. 

Was  snnfichst  den  geraden  elliptischen  Gono-Cnnens  (17) 

betrillt,  so  hatten  wir  als  Gleichnng  der  Tangentialebene  desselbeB 
erhalten  [§  13.  Gl  27]: 

Demnach  crgiebt  su  Ii  tnr  die  Gleichungen  der  Goraden,  welcha-dipl' 
den  Coordinatcnaufaiii;  geht  und  auf  dieser  Tau-entialcbcne  senk- 
recht steht,  wenn  I,  i^,  ^  die  lauieudcu  Coordiuatcu  bedt^utao; 
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(116) 


xz' 


Die  Coordinatcn  der  Fasspunktc  dieser  Senkrechten  müssen  den 
Gleichungen  (116)  und  der  Gleichnng  der  betrefFcndcn  Tangential- 
ebene genOgcn.   Demnach  folgt  für  dieselben: 


^      Ä«»*  +  <r*p+**(a«  — ar«)» 


Durch  Elimination  von  y,  s  aus  diesen  drei  Gleichungen  mit  Hilfe 
der  Gleichung  (17)  ^resultirt  die  Gleichung  der  gesuchten  Fuss- 
punktenfläcbe: 

(117)  {V+ -  ^'(^'^'-^^j 

Die  Fusspunktenfläche  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17) 
für  den  Coordinatenanfang  als  Pol  ist  demnach  eine  Fläche  6ten 
Grades. 

Ein  ähnliches  Resultat  ergiebt  sich  für  den  geteilten  geraden 
hyperbolischen  Cono-Cuneus  (37): 

als  dessen  Fusspunktcnfläcbo  für  den  Coordinatenanfang  als  Pol  map 
erhält: 

118)       (1«+,^» +  {;«)«  -        ^M-  <^^) 

Die  beiden  Gleichungen  (117)  und  (118)  gehen  für  (  »  0  Uber  in: 
(119)  l'+i?'  =  ±a| 

Daraus  folgt  der  Satz:    Die  beiden  Fusspunktenflächen  (117)  und 

(118)  und  der  Cylinder  (119)  schneiden  sich  in  einer  und  derselben 
Curvc,  und  zwar  in  einer  ebenen  Curve. 

Diese  Relation  kann  man  auch  so  deuten:  Sind  der  gerade 
elliptische  und  der  gerade  geteilte  hyperbolische  Cono-Cuneus,  welche 
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dieselbe  siugulärc  Kaute  haben,  so  beschaffen,  dass  eine  und  die- 
selbe Ebene  aas  dem  elliptischen  einen  Kreis,  aas  dem  b}'pcrbQli- 
flcfaeo  eine  gleichseitige  H3rperbel  aasschneidet,  deren  halber  Ptrs* 
meter  gleich  dem  Radias  des  Kreises  des  elliptischen  Cono-Coneos 
ist,  80  schneiden  sich  die  beiden  zagehörigen  FasspanktenflieheB  fftr 
den  Coordinatenanfang  als  Pol  in  einer  ebenen  Carve«  und  zwar  ia 
zwei  Kreisen  ia  der  XY»E>hene  mit  dem  Radias  ^a,  welche  sich  im 
Coordimtenaiteg  bertthrea  nnd  deren  Ifittelpankte  uf  der  t6a^ 
Iftren  Kante  der  beiden  zngeh<Jrigen  Cono-Cnnei  liegen: 

Femer  ist  die  Gleichang  der  Tangentialebene  des  genuien  ein- 
fachen hyperboliBcben  Ceno-Cnnens: 

Demnach  erMUt  man  als  Gleiehnngen  der  vom  CoordinateDia&og 

auf  diese  Ebene  gefällten  Senkrechten: 

Für  die  Coordinaten  des  Fussponlites  diesef  Senkrechten  re«ul- 
tirt  mithin: 



Eliminirt  man  «,  jr«  «  ans  diesen  drei  Qlcichangen  mit  Hilfe  der 
Gleichang  des  zagebörigcn  Cono-Cuncns^  so  erhält  man  als  Gleichung 
der  betreffenden  Fosspnnktenflacbe  des  geraden  einfachen  hyperboli- 
schen Cono-Cnnena: 

(120)     ««+,«+P)t  -  ISL^JJ 

Aach  diese  FIftcbe  ist  wie  die  beiden  vorhüigchondeo  vom  Gtso 
Grade. 
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UDtersnchen  wir  nun  die  Durchschnittscun'cn  der  drei  abgelei- 
teten Fusspunktenflächen  mit  Ebenen ,  welche  durch  die  siuguliirc 
KaDtc  des  zugehörigen  Cono-Cuneus  gehen.  Zu  dem  Zwecke  setzen 
wir  in  den  beiden  Gleichungen  (117)  und  (118): 

==  mal}, 

denn  diese  Gleichung  stellt  eine  Ebene  dar,  welche  durch  die  X- 
Aic,  also  durch  die  singulare  Kaute  des  geraden  elliptischen  Cono- 
Caneas  (17)  und  des  geraden  geteilten  hyperbolischen  Cono-Cuneus 
(37)  geht  Dadurch  gehen  die  betreffenden  beiden  Gleichungen  über 
in: 

(121)  i»+  "A"^^ ,«  -  ±  «f  Vi  - 

(122)  +  =  ±  «I  Vi  +  m* 

c 

Diese  beiden  Gleichungen  stellen  im  Allgemeinen  je  zwei  Ellipsen 
dar,  welche  sich  im  Coordinatenanfang  berühren,  und  deren  Mittel- 
punkte auf  der  A*-Axe  liegen.  In  der  Gleichung  (121)  ist  diese  Mög- 
lichkeit an  die  Bedingung  geknüpft,  dass  rn*<^l  ist,  während  der 
Satz  für  die  andere  Gleichung  für  jeden  Wert  von  m  gilt. 

Eine  analoge  Beziehung  crgiebt  sich  für  die  Fusspunktenflächc 
(120)  des  geraden  einfachen  hyperbolischen  Cono-Cuneus.  Da  dieser 
Cono-Cuneus  die  1-Axo  zur  singulärcn  Kante  hat,  so  stellt  die 
Gleichung 

cj^  —  mal 

eine  Ebene  dar,  welche  durch  diese  singulare  Kaute  geht.  Dafür 
erhält  mau  aus  der  Gleichung  (120): 

(123)  fn*^i'  +  ^  _      ariVm*  -l 

c 

Diese  Gleichung  stellt,  wenn  /«^      1  ist,  zwei  Ellipsen  dar, 

welche  sich  im  Coordinateiiaufang  berühren,  und  deren  Mittelpunkte 
auf  der  1-Axe  liegen. 

Aus  diesen  Erörterungen  folgt  der  Satz: 

Jede  durch  die  singulare  Kante  eines  geraden  elliptischen  oder 
hyperbolischen  Cono-Cuneus  gehende  Ebene  schneidet  im  Allgemeinen 
aas  der  FnsspunktenHäche  des  botretfeudeu  Cono-Cuneus  für  den 
Coordinatenanfang  als  Pol  zwei  unter  sich  gleiche  Ellipsen  aus, 
Welche  sich  im  Pol  der  Fläche  berühren.    - 


362 


i  33. 

Was  fcrucr  die  Fusspuaktexiiläche  dos  elliptischen  Scheitel* 
Cono-Caneus  (76) 

für  den  Goordtnatenanfiing  ais  Pol  betrifft,  so  hatten  wir  als  Glei- 
chiiBg  der  Tangentialebeiio  im  Punkte  desselben  erhalten  [§  2^. 
Gl.  81]: 


Die  Gleichungen  der  vom  Goordlnatenanfang  auf  diese  Ebene 
goftUten  Senkrechten  sind  demnach: 

o 

Sß  s 

 e   ^ 


-|(-f')+Ä<^-"> 


Darans  folgen  fttr  die  Goordinaten  des  Fosspnnktea  dieser  Senk- 
rechten die  Gleichangon: 

(,-!.)(^)V  

(-)v 


"(-"■)"+(ÖV+[--.(-!-)+»<^ 
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Borcb  EKinuiiattoii  von  «,  «  mit  HUfe  der  Gldebnog  (76)  folgl 
liteiMS  die  Oleichimg  der  gesecbten  Fosspankteofiftche: 

(124)    ii'i^n^^vf  -  2  J[«2r»~<ci:+af)»3 

Zunächst  gtlit  hieraas  hervor,  dass  die  FusspunktcnflÄche  cbeuso 
wie  die  im  vorigen  §  betrachteten  vom  6tcu  Grade  ist  Ferner  er- 
giebt  sich  aas  der  Gieichang  (124)  für: 

Daraus  folgt  der  Satz :  Die  durch  die  singuläre  Kaute  des  ellip- 
tischen Scheitel-Cono-Conens  (76)  gehondo  Ebene  c(-f*o^  0  schneidet 
ans  der  zugehörigen  Fnsspnnktenfiftcbe  (124)  zwei  Ellipsen  aus,  welche 
stdi  im  Coordinateoaiifimg  berftbreDi  ond  deren  Projectiooen  auf  die 

he  h 
^y-£hene  die  Halbaxen  -^^^^^  and  ^  haben. 

A«f  analoge  Weiie  crbäll  man  fta  die  FnflspiniktenflAdlie  des 
ehi&cbeii  hyperboKscben  Scbeitel*Cono-Ciiiieiu  (84): 


Ar  (leu  Coortiiualeuauiaiig  als  Pol  die  Gleichung: 

(186)    (f^ + «r* + -     [«  -    -  i'J 


FLTDi'r  war  die  Taogentialebene  det  geteilten  byperboliscben 
Seheitel-Cono-Caoeiw  (S4): 

Daraus  folgen  die  GluichuDgeii  der  durch  den  CoordioatenailikDg 
gffbeoden,  anf  dieser  £bene  seakrecbt  stebendea  Geraden : 
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Mithin  geiiügf  n  die  Coordiuateu  des  FuBspuuktes  dieser  beukrecbU» 
den  Gleichiiiigcu: 


I- 


n  = 


ü-+(.-*-)'H-[:-i.<^-.+!(,-t-)r 
_  OH-'-) 

©'•"+ (.-I  ■)■+ 

_  e)'-fs.<--+:(.-t-)] 


Hieraus  folgt  die  Gleichung  der  Fusspunktcntlächc  deb  gotc  illi  n  hy- 
perboliscbeu  Schcitel-Cono-Cuneus  (90j  tiir  den  CoordiaatcuauiaQg 
als  Pol: 

(126)      i^l^J^^tJ^^f  =  iJ[(4+*i?)^+**i2*J. 
Aus  dieser  Gleichuug  ergiubL  sich  iur  ^  =»  0: 

d.  h.  iü  Wortcu:  Die  Fiisspnnktenttacbe  (126)  schneidet  die  XY- 
Ebene  iu  zwei  Kreisen  mit  den  Radien  J^V2,  welche  sich  im  Coor- 
dioatenaufaug  bcrQbren,  and  deren  MiUelponkte  auf  der  X-äjlq  liegen» 

Dreht  man  die  Flache  (126)  am  die  2;-Axe  um  ^ »  so  dass  die 

pobituc  A'-Axe  lu  die  negative  l-Axe  fällt,  dauu  geht  die  GlcicbOilg 
derselben  Uber  in: 

(s-  +   + fJ'  =  a  [«+ i'if + 

Berücksichtigt  mau  hierbei  die  Gleichuug  (124)  der  Fusspanktoa- 

flilehe  des  elliptischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (76)  und  beachtet,  dl«8» 
weiiii  iuaii  a  b  setzt,  die  beidou  Gleichuugeu  für  c^-^-al  U  über- 
gehen  iu 
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80  resaltirt  der  Satz:  Sind  der  elliptische  und  der  geteilte  hyper- 
bolische Scheitel-Cono-Cuneus ,  deren  siugulüre  Kanten  auf  einander 
seokrecht  stehen  und  in  einer  Ebene  liegen,  so  beschatten ,  dass  die 
Ebene  in  der  Entfernung  c  von  den  singulären  Kanten  aus  dem  ellip- 
tischen den  Kreis  mit  dem  Radius  a,  aus  dem  hyperbolischen  die 
gleichseitige  Hyperbel  mit  dem  halben  Parameter  a  ausschneidet,  so 
besteht  die  Durchschnittscurve  der  Fusspuuktenilächo  des  elliptischen 
Scheitel-Cono-Cuneus  für  den  Coordinatenanfaug  als  Pol  mit  der  um 

^  am  die  Z-Axc  gedrehten  betreffenden  Fusspunktenflächc  des  ge- 
teilten hyperbolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  aus  zwei  Ellipsen,  welche 
sich  im  Coordinatenanfaug  berühren,  und  deren  Projectioncn  auf  die 

ac  a 
Jrr-Ebene  die  Ualbaxon  — r.: — und  haben. 

Wir  wollen  nuu  noch  ähnlich  wie  im  vorigen  §  die  Durch- 
schuittscun  eu  der  drei  abgeleiteten  Fusspunktentiilchcn  mit  Ebenen, 
Welche  durch  die  singulärc  Kante  des  zugehörigen  Cono-Cuneus  gehen, 
nutersuchen.  Da  der  elliptische  und  der  einfache  hyperbolische 
Scheitel-Cono-Cuneus  die  y-Axo  zur  siugulUrcu  Kante  haben,  so  ist 

eine  Ebene,  welche  durch  diese  singulare  Kante  geht.  SetZiMi  wir 
diesen  Wert  von  ^  in  die  Gleichungen  (124)  und  (125)  ein,  so  gehen 
dieselben  Ober  in: 

(127)  — l*+i?*  =  ±Äi?yi-(m  +  l)* 

(128)  '^'t^    +     »  ±  ft»;  V(m-1)«-1 

Diese  beiden  Gleichungen  stellen  im  Allgemeinen  je  zwei  Ellipsen 
dar,  welche  sich  im  Coordinatenanfaug  berühren,  und  deren  Mittel- 
punkte auf  der  K-A.\e  liegen.  Ein  ähnliches  Resultat  ergicbt  sich 
für  die  P'usspunktenfläche  (126)  des  geteilten  hyperbolischen  Scheitel- 
Cono-Cuneus.  Dieser  Cono-Cuneus  hat  die  XAxe  zur  singulären 
Kante.   Folglich  stellt  die  Gleichung 

eine  Ebene  dar,  welche  durch  diese  singuiäre  Kante  geht.  Dadurch 
erhält  man  aus  der  Gleichung  (126): 
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(129)  ^*+—^~n'  -  ±  V^'^-f 

Zugleich  ist  hieraus  ersichtlich,  dass  aus  der  Fusspunktenflftche 
(126)  jede  durch  die  singulare  Kajite  des  zugebürigeu  geteilten  hy- 
perboliscbeu  Scheitel-Cono-Cuneus  gebende'  Ebcue  zwei  Ellipseu  aus- 
schneidet ,  wübreud  bei  den  beiden  vorbergeheudeii  die  islbeaen  aoch 
gewissen  Beschr&akangen  anterworfen  sind. 

Diese  Retaltate  kAnnen  wir  in  deo  Sab  inumiiieDilmDs  Me 

durch  die  singuläro  Kante  eines  elliptischen  oder  eines  hyperboliscbeo 

Sebüitel-Coiio-Cuneus  gebende  Ebene  schneidet  im  Allgemeinen  aas 
der  Fussj)uuktenfläcbe  des  LelititfeudLii  Couo-Cuüeua  lur  deu  Coor- 
natenauiaug  als  Pol  zwei  sich  gleiche  Ellipsen  aus,  welche  sich  im 
Pol  der  Fläche  berühren. 


§  34. 

Um  scUiessiicli  die  betreffenden  Fnaspunktenflicben  der  beiden 
betracbteten  parabolischen  Cono-Gnnei  am  nntenaeben,  so  Imben  vir 
im  §  29.  als  Gleichnng  der  Tangentialebene  im  Punkte  cyt  des  «s- 
raden  parabolischen  Cono-Gunens  erhalten: 

Demaacb  siud  die  Gleicbungen  der  vom  Coordinatenanfaog  auf  dioe 
Ebene  gefüllten  Seukrecbteu: 

so  dass  man  für  den  Fasspunkt  dieser  Senkrechten  erbilt: 

liarans  folgt  als  Gleichnng  der  FnsspunktenflAcbe  des  gei-aden  psit- 
boliscben  Gono-Cnnens  (99)  iHr  den  Goordinatenanfting  als  Pol: 

(190)  i'+n'+P-^r 
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Diese  Fosspauktenfläche  ist  demnach  vom  vierten  Grade,  während 
die  bisher  betrachteten  vom  6ten  Grade  sind. 

Femer  ergiebt  sich  ans  der  Gleichung  des  geraden  parabolischen 
Cono-Cnnens: 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  Gleichung  (130)  ein,  so  geht  die- 
selbe Uber  in 

1131)        {s+^f  +  t«^.^ 

Daraus  folgt  der  Satz:  Der  gerade  parabolische  Cono-Cuueus 
(99),  die  zugehörige  Fusspunktenfläche  (130)  und  die  Kugel  (131) 
schneiden  sich  in  einer  und  derselben  Curve. 

Oder  m.  a.  W.  Die  Durchschuittscnrvc  des  geraden  paraboli- 
schen Cono-Cuneus  (i^9)  mit  der  zugehörigen  FusspunktenHäche  für 
den  Coordinatenanfang  als  Pol  liegt  auf  einer  Kugel  mit  dem  Coor- 
dinatenanfang  all  Mittelpunkt,  deren  Radius  die  vierte  Proportionale 
zu  2f)  und  c  ist. 

Ein  ähnliches  Resultat  erhält  man  für  den  parabolischen  Schei- 
tel-Cono-Cuneus  (108).  Die  Gleichung  der  Tangentialebene  im  Punkte 
zyz  desselben  ist  [§  31.  Gl.  113]. 

2pc|-2y<i?-y)--y2j;„o 

Die  vom  Coordinatenanfang  auf  diese  Ebene  gefällte  Senkrechte  hat 
demnach  die  Gleichungen: 

wodurch  man  für  den  Fusspunkt  dieser  Senkrechten  erhält: 


l  


2y^« 
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Daraufl  folgt  ah  Gleicbnng  der  gesuchten  FnMpnoktenfliche: 

(1 32)  + + J*)^ + -  ^  -  0 
Das  ist  eine  Gleichung  fUnfton  Grades. 

Dreht  man  nun  den  parabolischen  Seheitel-Cono-Cnnens  (108) 

um  die  ^-Axo  um  tt,  so  ist  die  Gleichung  desselben: 

Darans  folgt: 

J-  2|K?. 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  Gleicbnng  (132)  ein,  lo  geht  dieselbe 
aber  in 

(133)  i^+^+P'^^ 

d.  Ii.  in  Worten:  Der  um  n  mii  tiie  ZAxe  trcdrehfc  paralmli^i he 
Scheitcl-Cono-Cunous  (108),  die  zugohörijjo  FusspuiiktcMirtächo  (l-^^) 
und  die  Kngd  (133)  schueiden  sich  in  einer  and  derselben  Carve. 

Oder:   Die  Durchschnittscurvo  des  um  te  uui  die  Z-Axe  ge- 
drehten parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  (108)  mit  der  zugehö- 
rigen Fusspunktcnflilche  (132)  liegt  auf  einer  Kogel  nm  den  Coor- 
anfang  als  Mittelpunkt,  deren  Radius  die  mittlere  Proportionale  sa 
nnd  e  ist 

Setzt  man  femer 

so  folgt: 

Daraus  folgt  der  Satz :  Schneideu  sicii  die  beiden  parabolischen  Cono- 
f'unei,  deren  singulare  Kauten  auf  einander  senkrecht  stehen  und  in 
einer  Ebene  liegen,  in  einer  Parabel,  deren  Parameter  gleich  ihrem 
Abstände  von  den  singulären  Kanten  ist,  so  liegt  die  Durchschnitts- 
rnrve  ilcs  |i«T!\dcu  paraboliscbeu  Cono-Cuneus  mit  der  zugehörigeo 
FusspuukttMitiache  und  die  Durcbsclinittscurvo  d'-r  rns.s}»mikteüfläciic 
des  paraboliscbcn  Sclieitcl-Cono-Cuneus  mit  dem  um  n  um  die  Z- 
Axe  gedrehten  parabolischen  Bcheitel-Cono-Cuneus  auf  einer  aod 
derselben  Kugel  um  deu  Coordinatenanfang  als  Mittelpunkt,  deren 
Badins  gleich  dem  Parameter  der  Durchschnittsparabel  der  beidm 
r'ono-Canei  ist 
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Schliesslich  wollen  wir  DOch  die  DurchschuitUcarven  der  beiden 
Fasspanktenfiäcben  (130)  und  (132)  mit  Ebenen,  welche  durch  die 
singaläro  Kante  des  betreffenden  Cono-Cuneus  gehen,  untersuchen. 

Schneiden  wir  zu  dem  Ende  die  Fläche  (130)  durch  die  Ebene: 

welche  durch  die  X-Axe,  also  durch  die  singuläre  Kante  des  geraden 
parabolischen  Cono-Cuneus  (99)  geht,  so  erhält  man  für  die  Pro- 
jection  der  betreflfenden  DurcbschnittBCurve  auf  die  AI-Ebene: 

(134)  +  ^{ 

Hieraus  folgt,  dass  jede  durch  die  singuläre  Kante  des  geraden 
parabolischen  Cono-Cuneus  gehende  Ebene  die  zugehörige  Fusspunkten- 
fläche  in  einer  Ellipse  schneidet,  welche  durch  den  Pol  der  Fuss- 
pDoktenfläche  geht.  Hierin  unterscheidet  sich  also  die  Fusspuukten- 
iiftche  des  geraden  parabolischen  Cono-Cuneus  von  den  bisher 
betrachteten  und,  wie  wir  sogleich  sehen  werden,  auch  von  derjenigen 
des  parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus ,  aus  denen  jede  durch  die 
lingulärc  Kante  des  betreffenden  Cono-Cuneus  gehende  Ebene  im 
Allgemeinen  je  zwei  Ellipsen  ausschneidet 

Um  dies  für  die  Fläche  (132)  nachzuweisen,  betrachten  wir  die 
Durcbschnittscurve  derselben  mit  der  Ebene: 

{ — ^ 

da  die  K-Axe  singuläre  Kante  des  parabolischen  Scheitol-Cono*  Cuneus 
(108)  ist.  Far  die  Projection  der  in  Rede  stehenden  Durcbschnitts- 
curve auf  die  Jry-Ebene  ergiebt  sich  alsdann: 

(135)  (1  +  M*)  i*  +  »i*  -  ±  V2^^ 
womit  die  obige  Behauptung  bewiesen  ist. 

Wir  haben  also  gefunden,  dass  die  Fusspunktenfläcbeu  des  ge- 
raden elliptischen,  der  beiden  geraden  hyperbolischen  Cono-Cunei 
und  diejenigen  des  elliptischen  und  der  beiden  hyperbolischen  Scheitel- 
Cono-Cunei  vom  6ten  Grade  sind,  während  die  Fusspunktenfläche 
des  geraden  parabolischen  Cono-Cuneus  eine  Fläche  vierten  Grades, 
diejenige  des  parabolischen  Scheitel-Cono-Cuneus  eine  Fläche  fünften 
Grades  ist. 

Ferner  stimmen  die  Fusspunkteuflächcu  des  geraden  elliptischen 
Cono-Cuneus  und  der  geraden  hyperbolischen  Cono-Cunei  mit  deuje  ' 
gen  der  betrachteten  Scheitel-Cono-Cunei  darin  übercin,  dass  jede 

Arch.  4.  Math.  a.  Phyt.  2.  Eaih«,  Teil  IL  %^ 
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die  siugulart'  Kante  des  betreffendeu  Cono-Ciineus  gehende  Ebeup  im 
Allgeineiiieii  aus  ilmeii  je  zwei  Ellipsen  ausscbiieidct.  welche  sich  im 
Pol  dor  Fläche  bcrülircu.  Die  Durchschnittscurvc  der  Fusspnnktan- 
fläche  des  geraden  parabolischen  QonO'Cuncus  mit  einer  darch  die 
singnlftre  Kaute  dieses  Cono-Cunous  gehenden  Ebene  dagegen  besteht 
nur  aus  einer  Ellipse,  w^cbe  durch  den  Pol  der  FosBponktenfläcbe  gebt- 


Tll.  Abaebnitt. 

Die  Meridianeurven  der  Couo-Canei. 

§  36. 

V>  ii  srhliesRen  hier  eine  kurze  lielmndlung  einer  Art  von  ('urveu 
auf  den  Cono-C  uneis  an.  Auf  den  Rotationsflächen  unterscheidet 
man  Meridiane  und  (  urveu  gleicher  Polhöhe.  Diese  Terminologie  hat 
Alfred  Enneper  auf  krumme  Oberliiiclien  übertiagen  und  diese  CurvRU 
folgeudermassen  detiuirt^).  Im  Punkte  xpz  einer  Flüche  bilde  die  Nor- 
male den  Winkel  u  mit  der  Z-Axc^  durch  v  werde  der  Winkel  be- 
zeichnet, welchen  die  Projcction  der  Normale  auf  die  XF-£bene  mit 
der  Axe  der  x  einschliesst  Einem  bestimmten  Werte  Ton  «  ent« 
spricht  auf  der  Fläche  eine  bestimmte  Curvc,  für  welche  r  alleitt 
variabel  ist.  Dieselbe  heisst  auf  den  Rotationsflächen  eine  Conre 
gleicher  Polhdho.  Variirt  u  allein,  hat  also  v  einen  bestimmten 
Wert,  so  entspricht  demselben  eine  CorTe,  welche  bei  den  Botatioos- 
fläcben  den  Namen  Meridian  führt 

Wir  wollen  iu  Folgendem  die  Meridianeurven  der  Cono-Cnnei 
betraeliten.  Wird  z  aU  FuucUou  von  x  und  y  angesehen,  dann  be- 
steht die  Gleichung 

dz 

=tg. 

dx 

Mittelst  der  Gleichung  (17)  des  geraden  elliptischen  Couo-Cuoess 
ergiebt  sich: 

(136)  aS— »2— flf3ftg»  =  0 


I)  cf.  Alfred  Knncppr:  „Ucbcr  Flächen  noit  besonderen  McridiancarrdüP' 
im  XXIX.  Bde.  der  Abhandlongen  der  K6nigt.  GcsellsehAft  der  Wissraidiif* 
^■Gettingen. 
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Diese  Gleichung  läset  erkennen,  dass  die  Projection  der  Meridian- 
carvc  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17)  auf  die  A^) -Ebene 
eine  Hyperbel  mit  dem  Coordinatenanfang  als  Mittelpunkt  ist,  deren 
eine  Axe  mit  der  Axe  der  a-  den  Winkel  iv  bildet,  und  deren  Axen 


Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  beim  geraden  geteilten 
byperbolischea  Cono-Cuneus  (37).   Man  erhält  nämlich: 


Daraus  flieset  der  Satz:  die  Meridiaucurven  des  geraden  ellipti- 
schen und  die  des  geraden  geteilten  hyperbolischen  Cono-Cuneus  liegen 
auf  denselben  hyperbolischen  Cylindertlächen. 

Diese  Meridiaucurven  sind  Curveu  doppelter  Krümmung.  Denn 
wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  müsste,  wie  in  der  Theorie  der  Curven 
uacbgewiesen  wird,  wenn  man  x  als  unabhängige  Veränderliche  au- 
niaimt: 


sein.  Man  erhält  aber  für  die  Meridiaucurven  des  geraden  ellipti- 
schen Cono-Cuneus  (17)  als  Wort  dieser  Determinante: 

6o*<? 

und  für  diejenigen  des  geraden  geteilten  hyperbolischen  Cono-Cuneus  (37) 

Qa*c 

X»  («»  —  «*)  »  tg*v' 

Setzt  man  den  Wert  von  a-— a--  aus  der  Gleichung  (136)  in  die 
Gleichung  (17),  so  ergiebt  sich: 

(137)  c=«y  =  ariMgf 

Die  Meridiaucurven  des  geraden  elliptischen  Cono-Cuneus  (17) 
liegen  demnach  auch  auf  Flächen ,  welche  durch  die  Gleichung  (137) 
dargestellt  werden.  Es  sind  dies  parabolische  Scheitel-Cono-Cuoei, 
deren  Leitlinien  den  Gleichungen: 


=.  0 


3*  =  cy  ctg  V 
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gouügeu,  welche  also  die  A^l-Ebeue  zur  Directorebeo«  naddieZ-Axe 
zar  singuläreu  Kante  haben. 

Ein  ähnliches  Besnltat  erglebt  sich  für  den  geraden  geteütra 
hyperfMlischen  Cono-Caneos  (37),  dessen  Meridinaciinren  nnf  den 
Flächen: 

c*jf  —  —  aai*tg«| 

(138)  c'y  -  ««tg(j»— «,) 

liegen.  Daraus  geht  hervor,  dass  die  parabolischen  Scbeitel-Cono- 
Onnei  der  oben  beschriebenen  Art  sowol  den  geraden  elliptischen 
Cono-Cnneus  (17)  als  auch  den  geraden  geteilten  hjrperboliscbeo 
Cono*Gunens  (37)  in  Meridiaacnnren  schneiden. 

Ferner  erhält  man  für  den  geraden  einfachen  byperboliscbeo 
Couo-Cuucus  (67): 

(139)  y*tgv+8y4-6>tg«  -  0 

Die  Meridiaucurveu  des  geraden  einfachen  hyperbolischeu  Couo- 
Cuneus  (07)  liegen  mithin  ebenso  wie  diejenigen  des  geraden  ellip- 
tischen und  des  geraden  geteilten  hyperbolischen  Couo-Cuueus  auf 
hyperbolischeu  Cylinderflächen,  deren  Axe  die  ^-Axe  ist  Die  Spuren 
dieser  Cylinderflächen  in  der  XI -Ebene  sind  Hyperbeln  mit  dem 
Coordinatenanfang  als  Mittelpunkt,  deren  eine  Axe  mit  der  Axe  der 
a  den  Winkel  iv  bildet  nnd  deren  Axen  bezüglich 

*l/rnr^*'^   nnd   fcl/;-^^*"*'  sind, 
r  l+8int>  r  1— sin» 

Barch  Snhstitation  des  Wertes  von  y'+M  ans  (139)  in  (67) 
ergiebt  sich: 

(140)  Iß^m  -  aVtg(|  +  f) 

Durch  Yertansehaog  von  w  mit  y  geht  die  Gleiehmg  Aber  is: 

(141)  i«c»y  =  a«««tg  + 

Vergleichen  wir  die  Resnltate  (137),  (138)  nnd  (141),  so  remdtirt 
der  Satz: 

Die  Meridiancnrven  des  geraden  elliptischen,  des  geraden  ge- 
teilten nnd  des  geraden  einfiKhen  hyperbolischen  Cono-Gnnens,  welche 
"^läro  Kante  nnd  die  Directorebene  gemeinsam  haben,  wd 

TU. 
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nelcbe  bo  besehaffon  lind«  dass  eine  md  dieselbe  Ebene  ans  dem 
eltiptiscben  einen  Xr^is,  ans  den  beiden  hyperbolischen  je  eine 
gleicbteitige  Hyperbel  ndt  einem  Parameter  gleich  dem  doppelten 
Radius  des  Kreises  des  elliptischen  Cono-Cuneus  aubbciiuoidet,  liegen 
auf  denselben  parabolischen  Sclieitel-Couu-Cuueis. 


S  36. 

Um  nun  die  M(  ridiancurven  des  elliptischen  Scheitol-Cono-Cancns 
(76)  zu  antersacheo,  so  folgt  ans  der  Gleichung  (76): 

(142)  ,  - 


Mitbin  erhält  man: 
d»  ^  bc  .    ^'  ^  bcxy 

80  daia  aicli  ergiebt: 

Diese  Gleichung  at^t  eine  Qylinderfläche  6ten  Grades  dar;  denn 
man  erbftlt  darana: 

«*y«Ctg*»  +  (Ä»--y«)»y»  »  2x«ctg2v(62  — ^'■;(2i«— 3,») 

Wahrend  daher  die  P»ijeetionett  der  Heridianeanren  f es  geraden 
elliptischen  Cono-(hinena  (17)  anf  die  JtF-Ebene  E(yperbeln,  d.  b. 
Gvrren  zweiten  Grades  sind,  liegen  die  Meridiancorren  des  eUiptiscben 
Scbeitel-Cano-Gonens  (76)  anf  (^linderflftehen  6ten  Ghrades. 

Setzt  man  Ar  die  irrationalen  Aoadmelte:  ft+V**— und 

V**— ^  die  ans  der  Gleichung  (142)  folgende  rationalen ,  so  geht 
die  Gleichong  (143)  Hb«  in 

£in  ähnliches  Resultat  ergiebt  sich  für  den  eiulacbeu  hyperbo- 
lischen 8cheitel-Ootto-Caneas  (84) : 


bl:)' 


Man  erhalt  nftmlich: 
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(145)  tg  (»  —  V.)  =s  p==^— p===r 

Die  MeridlaDcurven  des  einfachoii  hyperboliBclion  Scbmtel-CoDO- 
Guneiis  (84)  liegen  domnach  ebeoso  wie  dicjenigoa  des  elUptiscIifiB 
Scbeitel-Coao-CimeiiB  (76)  auf  Oylinderfiftchen  6teii  Grades.  Ferner 
folgt  ans  der  Gleicbnug  (146): 

(146)  tg  («  -  ©,) «  n-r  ^ 

Aus  der  Vergleichimg  von  (144)  und  (146)  resnltirt  der  Sats: 
Die  Meridiancnnren  des  elUptiscben  nnd  des  einfachen  hyperbolisches 
Scheitel-Cono*GnnenB,  welche  dieselbe  singniäre  Kante  nnd  dieselbe 
Oirectorebene  haben,  liegen  aaf  denselben  FlAehen  dritten  Grades. 

Schliesslich  erhält  mau  tur  dou  geteilten  iiyperboUschen  Sohoitd- 
CJono-Cuueua  ans  der  Gieichong  (1U8): 

»Oy 


Demnach  ergiebt  sich: 

S  b (a-f- y»«^a^««— ^ '  S  b(a+Va^a^) 
also:     

tgü  =»  

oder: 

(147)  tg  (!+.')  = 


Die  Meridiancnrvcn  des  elliptischcu  und  der  beiden  hyperboli- 
schen Schcitel-Coiio-Cunoi  atimmcu  also  darin  überoin,  dass  sie  auf 
Cyliudertiächeu  6teu  Crrades  liegen. 


(148) 


Femer  folgt  ans  (147):  - 


t8 


a*c(«y — bg) 

Drciit  mau  den  geteilten  hyperbolischen  Schcitel-Cono-Cuoeus 
(108)  nm  die  Z-Axe  am  ^*  w  dass  die  positive  Jt-Axe  in  die  nega* 
tivo  F-Axo  fUlt,  so  haben  wir  nur  x  mit  y  zu  vertanschen,  alles 
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üebrige  bleibt  unverftndert.  Fftbron  wir  diese  Vertanschiiiig  in  der 
Oletebmig  (148)  ans,  so  gebt  dieselbe  Uber  in 

(149)  ^S+^O-aM^'-fa) 

Aus  der  Vergleichung  vou  (144),  (146)  und  (149)  resultirt  der  Satz; 

Die  Meridiancarveti  des  elliptiscbeD,  des  einfacben  und  des  ge- 
teilten byperboliscben  Scheitel-Cono-Conens,  welche  dieselbe  singnlftre 
Kante  nnd  dieselbe  Bireetorebene  haben,  nnd  welche  so  besehafen 
sind,  dass  eine  nnd  dieselbe  Ebene  ans  dem  elliptischen  einen  Kreis, 
ans  den  beiden  byperbolisefaen  je  eine  glttchseitige  Hyperbel  mit 
einem  Parameter  gleich  dem  doppelten  Radins  des  Kreises  des  ellip- 
Scbeitd-Cono-Cnnens  ansschneldet,  li^en  anf  denselben  Fliehen 
dritten  Grades. 

Es  ist  dies  eine  ganz  ahnliche  Beziehnng,  wie  wir  sie  am  Ende 
des  vorigen  |  far  die  drei  entsprechenden  geraden  Cono-Cnnei  ab* 
gleitet  haben. 


S  37. 

Verfolgen  wir  nun  dieselbe  Untersuchung  für  die  beiden  para- 
bolisclieu  Couo-Cuuci.  Aus  der  Gleicliung  (i)Ü)  dos  geraden  para- 
bolischen Couo-Ouuous  geht  hervor: 

also: 

dz  ey     ^    dz         c  _ 

Mithin  eriiäit  man: 

tgo  =  

(150)  2a;+ytgi;=-0 

Die  Meridiancnrven  des  geraden  parabolischen  Cono-Gnnons  (99) 
liegen  demnach  in  Ebenen,  welche  dnrch  die  Z-Axe  gehen.  Es  sind 
mithin  znm  Unterschiede  von  den  bisher  betrachteten  ebene  Gnrven, 
nnd  zwar  Parabeln,  welche  der  Gleichung  geuugcu: 

,g         2c^ctg^t)  , 
j>Vl+4ctg«t» 

Ein  äbuliches  Resultat  ergiebt  sich  für  den  parabolischen 
Scbeitel-Cono^Cuneas  (108): 
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Es  folgt  ninlicb  blenms: 


d.  i.  aber  die  Oleidning  (160).  lOthin  ranHIrt  der  Sab:  Die  duck 
die  Z-ks»  gehenden  Ebenen  aehneiden  sowol  den  geraden  parabo> 

ÜBchen  Cono-Canens  (99)  als  anch  den  parabolischen  Scheitd-Goiio- 

Cuneus  (108)  in  Meridiancurven. 

Die  Meridiancorven  des  parabolischen  Scheitel-Cono-Caneos  (106) 

sind  aber,  wie  sich  ans  den  Erörteruugeu  des  §  30.  Gl.  (112)  ergiebt, 
zum  Unterschiede  von  denen  des  geraden  parabolischen  Cono-Cunoas 
(99)  gleichseitige  Hyperbeln;  sie  liegen  also  auf  byperbulisehen  Cy- 
Hnderfläcben,  and  hierin  stimmen  sie  mit  den  Meridiancurven  des 
geraden  elliptischen  und  der  beiden  geraden  hyperbolischen  Cono- 
Canei  ttberein. 

Ziehen  wir  achlieaalich  aUgemein  die  durch  die  Gleichnag  (4) : 


dargestellten  Flächen  in  Betracht,  so  ergiebt  sich  fttr  dieeelben; 


Die  Projectionen  der  Meridiancnr\  en  der  durch  die  Gleichung 
(4)  daigetteUten  Flächen  anf  die  J^r-£bene  sind  demnach  im  All- 
gemeinen Cnrven  mten  Grades,  wenn  m  den  Grad  von  f(a)  bedontet, 
▼oranageaetat  da8a/(c)  eine  ganxe  rationale  Fonction  tob  m  beaeichnet 

Dieaer  Satz  gilt  auch,  wenn  die  Leitlinie  der  Flache  der  Glei- 
chung: »/(a;)  genflgt,  so  dass  der  Grad  der  anf  die  XF-Ebeae 
projidrien  Meridiaacanrea  der  Flficbe  (4)  von  n  onabh&agig  iat 

Dean  es  ergiebt  sich  für  diesen  Fall: 


99  —  «/(«) 


alao: 


l/'(«)tg»+»/<«)-0 
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Verallgemeinerangeii  der  Gono-Canei. 

I  sa 


Znm  SchlusB  wollen  wir  au  bisher  gcfundciH'  Hc^sultatc  einige 
B^niorknQgcn  ao  knüpfen,  indem  wir  die  betrachteten  Flächen  otwu 
Teraügem^nem. 

Wir  ändern  zunächst  die  Bedingung,  dass  die  singnläre  Kanto 
einer  Axe  des  Lcitkegcl Schnitts  parallel  ist,  dahin  ab,  dass  eine  Axe 
des  Leitkegelschnitts  mit  der  singulären  Kante  den  Winkel  a  bildet, 
w&hrend  diese  Kante  der  Ebene  des  Leitkegolschnitts  parallel  ist  and 
dnrch  die  im  Mittelpunkte  desselben  auf  seiner  Ebene  senkrocht 
«lebende  Gerade  geht 

Snd  die  Gleichmigen  des  LeitkegelichiiittB : 


dum  ergiebt  sich  als  Gleichnng  der  gesnchten  FÜLche,  wenn  die  Ebene 
der     die  Direetorebene  ists 


Dennis  folgt,  daw  Jede  m  JTy-Ebene  parallele  Ebene  die  Flftcfae 
(159)  in  einem  K^scbnitte  schneidet,  and  sw  da  das  cltarakteri- 
stiscbe  Binom  desselben  glmeb  (B'— ii.C)«*»*  ist,  in  einer  Ellipse 
oder  Hyperbel,  Je  sacbdon  der  Leitkegelsohnitt  eine  Ellipse  oder 
eise  Hyperbel  ist 

Um  diesen  Kogelschnitt  näher  zn  nntersncben,  betrachten  wir  die 
allgemeine  lüttolpanktflgleichnag  eines  solchen: 

Wenden  wir  hierauf  die  Ooordinatentnuisformatiott  an: 


(161) 


(152) 


80  geht  diese  Gleichung  über  in 


wobd: 


^' ^  Acos'tf—difsincroosa-i-Csin'a 
^ii  8in3ii4- B  OOS  3«  —  )  Csin  Sa 

^sin*a-J-2J?8inocoso-|-Ccos*o 
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2B 

ä'=sO  liefert  die  Bedingung:  tg2«  —  q—^'  Dadurch ergicbtridi: 


Dieso  Resultate  anf  die  Gleichang  (iö2)  angewandt,  iiofert: 

2Bcz 


tg2o 


(153)  j  ^'-i<^''+^^>+^y]^^)«+4ÄM^ 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Fläche  (152)  dadurch  entstanden 

gedacht  werden  kann,  dass  sich  eine  f^llipse  oder  Hyperbel  mit 
variablen  Axcn  parallel  uiil  sich  selbst  bewegt,  während  ihr  Mittel- 
punkt eine  auf  der  Ebene  des  Kegelschnitts  senkrechte  Gerade  be- 
schreibt und  ihre  Axou  sich  nm  den  Mittelpunkt  drehen.  Diese  Art 
von  Flächen  unLerscheidet  sich  dadurch  von  den  Cono-Cunois,  dass 
hier  beide  Axcn  des  beweglichen  Kegelschnitts  variabel  sind,  während 
bei  jenen  nur  cmo  Axc  sich  flndert.  Sie  haben  das  mit  den  ellipti- 
schen Couo-Cnneis  gemein,  dass  auch  hierbei  unter  den  auB^je^chnit- 
teuen  Ellipsen  ein  Kreis  vorkommt,  und  zwar  erhalt  man  denselben  fttr 

(J««— Cfc«)«— —  0 

(154)  *  "  ±  1  {B+iB^+A.C) 

Wenn  der  Leitkegel  schnitt  hierbei  eine  Parabel  ist,  so  ist,  wefl 
der  Mittelpiinkt  denelbea  im  Unendlicheo  liegt,  die  singnlire  Kante 
der  Parabelaxc  parallel,  ihre  Projektion  anf  die  Parabelebene  bnmdit 

aber  niclit  mit  der  Parabelaxc  zusammenzufallen,  sondern  kann  von 

ihr  um  irgend  eine  Strecke  6  entfernt  sein. 

Um  diesen  Fall  zu  untersnchen,  nehmen  wir  ala  Gleichungen 
der  Leitparabel: 

t    (^-d)2  =  2pa; 

(155)  { 

wodurch  wir  als  (iloichnngcn  der  betreffenden  Fläche  erhalten: 
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(156)  (y  — cO*"*^^?* 

Diese  Gleichong  lässt  erkennen,  dasa  jede  zur  -yF-Ebone  parallele 
Ebene  die  betreffende  Fläche  in  einer  Parabol  schneidet,  dcixii  Para- 
meter proportional  dem  Qua-lratu  der  Entfernung  der  scbncidendcn 
Kbeuc  von  der  siugulären  Kante  wächst.  Die  Axen  dieser  aus- 
geschnittenen Parabeln  sind  der  singulären  Kante  parallel  und  ciit- 
fcmcn  sich  von  der  A'Z-Ebeno  proportional  dem  xVbMiuuiü  der 
schneidenden  Ebene  von  der  JTK-Eboud.  Diese  Fläche  iai  also  ein 
sdiieter  parabolischer  Couo-Cuneus. 


§  39. 

Eine  andere  YeraUgomeiiieraDg  ist  die,  dass  die  Ebeoo  des  Leit- 
kegelscbnitts  nieht  der  siogulftrcn  Kante  parallel  ist,  Bondem  mit  Ihr 
den  Winkel  a  bildet  Wir  woUra  luerbei  zunächst  den  speddlen 
Fall  nntersnchen,  wo 

««2 

(157) 


i: 


die  Gleichungen  der  Leitlinie  sind.  Die  Gleichnng  der  betreffenden 
Fläche  ist  demnach: 

(158)  ^«  (a  +  ar)  =^  tg2  a  =  (r>  —  x*) 

Betrachten  wir  die  Dnrchschnittscnrfe  dieser  Fläche  vierten 
Ckades  mit  einer  Ebene  senkrecht  anf  der  X^Ebene,  welche  mit 
der  X-Axe  den  Winkel  ^  bildet  nnd  von  derselben  das  Stfick  c  ab- 
abschneidet, so  ergiebt  sich,  wenn  man  die  Coordlnatentransformation 
anwendet: 

/  £B  =  x'cositf-'s'shiif} 

(159) 

(    3  ctgip-J-a;'8iu^-|-s'co8t// 
and  s'«»0  setzt,  als  Gleichung  der  definirten  Darchschnittscnrve: 
y*(a-j-a;'co8  V)^tg=*a  =  (r*  —  «'*C0S*^)(c+a:'c08^)*tg*^ 

Für  c  =  a  geht  diese  Gleichung  über  in 

o+x'coe^  —  0 

tf'^tg^a  «=»  {r^  —  aB'*C08*^)tg*^ 


(160) 


Darans  folgt:  Alle  Ebenen  senkrecht  anf  der  Jrz»Ebene,  welche 
dnrcb  die  in  der  XT-Ehene  liegende  Gerade  «     ~  a  gehen,  scbnoi- 
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den  die  Fliehe  (158)  in  Ellipsen,  deren  Mittelponkle  aal  der  Z-Ks» 
liegen,  and  deren  Axen  bezflglich  in  die  Ebenen  der  m  vnd  der  fs 
fallen. 

Zugleich  \^\  ersichtlich:  Wenn  r  ist,  m  bpsteht  die  be- 
trachtete Dorchschuittacarve  nur  aus  der  beschriebenen  Ellipse;  ist 

dagegen  a  ^  r,  so        man  ausser  dieser  Ellipse  nocli  eine  Gende. 

üater  den  ansgescbnittenen  Ellipsen  findet  sich  ein  Krell,  and 
xwar  für  siniff     tg«r.  Ein  Kreis  kann  demnach  nnr  ans  der  Flache 

(158)  ansgeschttitten  werden,  wenn  4 

Hätten  wir  als  Gleichungen  des  Leitkegelschnitts  allgemein  an* 

geDOuimoQ : 

»  =  (a-<|-«)tga 


(163) 


so  iiättcu  wir  als  Gleichung  der  Fläche  erhalten: 

Für  die  Dui  chschuittscurvc  der  oben  detinirtcn  Ebene  mit  dieser 
Fläche  orgiobt  sich  far  c  »  a: 

tg*  ^ + V«'.  tg^ + 9s'  -  0 

Der  aasgeschnittene  Kegelschnitt  ist  also  eine  Ellipse,  Paiabel 
oder  Hyperbel,  je  nachdem: 

(!>•— .  (7)tg<flr.8in<^  Ä  0 

ist,  d.  b.  jo  nachdem  die  Leitlinie  eine  Ellipse,  Parabel  oder  HypeiM 
ist  Das  charakteristische  Binom  verschwindet  allerdings  auch  filr 
if»  s=s  a  In  diesem  Falle  crgiebt  sich  aber  die  singnUUre  Kante  sb 
Dnrchschnittscnrve.   Man  kann  demnach  die  betrachteten  Fliehen 

so  entstanden  denken,  dass  sich  ein  variabler  Kegelschnitt  um  euM 
in  seiner  Eheue  liegende  Gerade  dreht,  während  die  Punkte  seiner 
Peripherie  gerade  Linien  beschreiben,  welche  einer  durch  die  DrehungP- 
axc  gehenden  Ebene  parallel  sind  und  durch  eine  auf  dieser  Director- 
ebene  senkrecht  stehende  Gerade  gehen,  welche  die  Drehungsaxe 
schneidet 
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Die  Coiiü-Cuuei  gehen  dadurch  hieraus  hervor,  dassdie  Drehuugs- 
axe  \m  Uueudliche  rückt. 

Aua  der  Gleichiiög  (158)  ergoheu  sich  folgeado  zwei  specielle 
Ffiile. 

Fflr  a  »  0  geht  dieselbe  Uber  in 

(164)  »»S^tg««  -  (r«— 

Für  a  ««i  r  ergiebt  sich  aus  (158): 

(165)  .r    +     tg-'a      {r  —  x)z* 

Biese  letztere  Gleichung  stellt  eine  Fläche  dritten  Grades  dar, 
welche  die  Eigenschaft  hat,  wie  sich  leicht  nachweisen  lässt,  dass  die 
Ttagentialebene  aus  ihr  im  Allgemeinen  die  durch  ihren  BorUhrungs- 
pwritt  gehende  Erzeugende  der  Fläche  und  eine  £lHpse  ausschneidet. 

§  40. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  eine  dritte  Voraussetzung,  welche 
wir  bei  der  Definition  der  Cono-Cunei  gemacht  haben,  fallen  lassen. 
Wir  haben  dort  nämlich  angenommen,  dass  die  singulare  Kante  auf 
der  Directorebene  senkrecht  steht,  oder,  was  dasselbe  bedeutet ,  dass 
die  enengeadea  Geraden  die  singuläre  Kante  rechtwinklig  schneiden. 
Betnrbten  wir  nun  den  allgeinelneren  Fall,  dass  die  Projectionen  der 
ERengeaden  auf  die  XZ^Ebene  mit  der  singulären  Kante  den  Winkel 
P  bUden.; 

Diese  Er/eugoiideu  inüssta  dfiuinach  den  Gleicliuiigen  f^entigen, 
wenn  wir  dio  Biugulaie  Kaute  wieder  zur  A-Axe  eines  rechtwinkligen 
Coordinatensystems  nehmen: 

(166)  { 

Hat  der  Leilkqselsehnitt  allgemein  die  Gleichungen: 


(167) 


t 


»  —  tgtt 

80  erhiUt  man  als  Gleichung  der  betreffenden  Flüche,  wenn  mau 

1  — tga.ctg^  =  m;    tgor.Ctg^  « 

setzt: 

«*.Vi+»(«+«).9s+(«+«)*-9i  — 0 

9,  —  il[wa+«r— »ctgfl»— 2ß«y[(l-f«)a-f-2aß— »CtgjJj 

(168)  {       +  Cu'^ +  2Dm [na  +  x  —  «  ctg  ^]  —  2Km  .ny  +  F,  »»* 
9»  ^  2[i^(na-J-«)  —  Cny-^- Em}yigu 
^  —  .tg'a 
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Wir  wollen  mm  nachweisen,  dass  auch  diese  Flächen  durch 
Drehung  eines  veränderlichen  Kegelschnitts  entstehen  können.  Zu 
dem  Zwecke  betrachten  wir  die  Durclischnittscurvo  der  FlÄche  (168) 
mit  einer  auf  der  XZ^-Ebeno  senkrecht  steheiuien  Ebene,  welche  mit 
der  JV-Axe  den  Winkel  bildet  und  von  dorselbcu  das  Stück  c  ab- 
sehneidot.    Mit  Hülfe  der  Traiisformatiousgleichuugen  des  Tori- 

gen  i  ergiobt  sich  als  Gleichuug  der  defiairteu  DurcUscbaittacnne: 


Ans  den  Oleiehnngcu  (IGH)  geht  horvor,  dass  (p^^  (pifwx' 
tionen  zweiten  Grades  in  x\  y*  sind.  Mithin  resulUrt  der  Satz: 

Diejenigen  anf  der  ;^Z-Ebenc  senkrechten  Ebenen,  welche  durch 
die  in  der  JTF-Ebene  liegende  Gerade  x^-^a  geben,  schneiden 
ans  der  Fläche  (168)  im  Allgemeinen  Kegelschnitte  ans. 

Das  charakteristische  Binom  der  Gleichung  der  Kegelschnitte  ist: 
(B»—  A .  C)  (ctg  V/ — ctgi?)* .  Bin"i^; .  tg*  v^-  tg^«- 

Das  Vorzeichen  desselben  hängt  mithin  von  dem  Vorzeichen  von 
D^  —  A.C  ab,  d.  h.  der  ansgeschuittene  Kegelschnitt  ist  eine  Ellipse 
Parabel  oder  Hyperbel,  je  nachdem  der  Leitk^elschnitt  der  Fläcbe 
(168)  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  ist 

Allerdings  verschwindet  das  cbarakteristisclic  Binom  auch  für 
t/;  =  0  nn<i  für  ^  ß.  Im  erstereu  Falle  erhält  man  aber  als 
Dnrchschuittscurvo  die  singulare  Kaute,  im  zweitcu  eine  erzeui{euüe 
Gerade  der  Fl&che  oder  kein  geometrisches  Gebilde. 

Damit  ist  die  oben  aosgesprochcuc  Behauptung  bewiesen. 


(169) 


(170) 


Wird  c 


l  +(<^+«'c08t^)(a4-x'cosi;»).9t 
(  +(«+«'cos^)*.<]Ps'-«  0 

a,  80  geht  diese  Gleichung  über  in 
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XVIL 

Das  Sehnen-Tangentenviereck. 

Von 

Herrn  Dr.  J.  Schumacher. 


In  der  ,,Zcit8cbrift  für  mathematische»  und  natarwiiseiiscbaft- 
licbes  Unterriclit^',  hcransgegeben  Ton  J.  C.  V.  HofTmanii.  ist  im  8. 
Jabiigang  pag.  502.  Aufgabe  Nnmmcr  48.  von  Herrn  Gebeiinntt  Dr. 
Schlömilcb  die  aacbfolgende  Anfi5abe  gestellt: 

„Die  Vierecke,  \Yelche  einem  Kreise  eingeschrieben  und  zugleich 
„oiuera  andern  Kreise  umgcschrieboTi  sind ,  bioton  mancherlei  Auf- 
leben dar,  von  denen  bisher  nur  wenige  (z.  B.  die  Ermittelung  des 
„Abstandes  der  bcidun  Kreiscentren)  Beachtung  gefunden  haben. 
^Is  Beispiel  eines  hierher  gehörenden  Problems  sei  folgendes  er- 
,,wähiit:  Aus  drei  gegebenen  Eckpunkten  .1,  C  einea  solchou  Vier- 
»ecka  den  vierten  Eckpunkt  B  zu  soeben/' 

„Vicrecko  der  genannten  Art  sind  durch  drei  gegebene  Stücke 
„bestimmt ;  die  Bearbeitung  der  einzelut-u  Falle  gäbe  eine  kleine 
„Theorie,  die  sich  vielleicht  rein  geometrisch  behandeln  lassen  wird/' 

Ich  babe  iniek  an  die  üntersncbangeE  dieser  besonderen  Art  von 
Vierecken  gemacht,  bin  jedoch  nicht  dem  Rate  des  sehr  geehrten 
Hemi  Anfgabenstellers,  die  sämtlichen  einzelnen  Fftlle,  durch  die  ein 
Sehnentangentenviereck  bestimmt  sein  kann,  zu  behandeln,  gefolgt, 
sondern  suchte  nur  die  Eigenschaften  dieser  speeiellen  Gattung  von 
Viereekeii  heraussufindeo,  dnreh  welche  ich  leichter  in  den  Stand 
gesetit  zu  se^  glaubte,  die  einzelnen  Falle  eleganter  Idsen  zn  können. 
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Die  Yermiitiiiig  SdilOiiiileVs.  d«M  die  Bearbeltang  dendbeii 
vielleicht  rein  geometrisch  bebuidelii  lassea  wird,  habe  ich  heitttigt 

gefunden. 

Die  in  denselben  ZeiUchriften  Uber  dae  bioeatrische  Viereck  an- 
gestellten Untersncbnngen  des  Herrn  B.  O.  Gonsentins  ans  Carismbe 
und  jene  des  Herrn  Dr.  Eheler  ms  Zfllichnn  habe  ich  nicht  gekannt 
nnd  wnrde  erst,  nachdem  meine  Arbeil  schon  aiemlich  vorgeschiittan 
war,  Yon  Herrn  Rector  Dietsch  anf  dieselben  nnfinerlciam  gemacht 
Wo  die  Kesnltate,  namentlich  des  ersten  Herrn,  mit  ds»  meinlgea 
die  gleichen  sind,  wird  der  verschiedenartige  Weg,  anf  welchem  wir 
zn  gleichen  Schlössen  kamen,  die  obige  Behauptung  bestätigen. 

Indem  ich  die  interessanten  Scblnssfolgerungen  des  Herrn  Coa- 
sentins  vollkommen  anerkenne,  kann  ich  mir  nicht  das  Urteil  ver- 
sagen, dass  genannter  Herr  auf  seinem  Wege  nicht  die  Reichlialtigkeit 
der  Eigenschaften  erschdpft  hätte,  wie  sie  nur  bei  directer  Unter- 
snchung  des  Sehnen-Tangentenvierecks  mflglich  ist;  denn  die  sich 
ergebenden  Schlnssfolgeningen  sind  in  der  Tat  so  vielseitig,  dass  ich 
nicht  leugne,  manche  in  dieser  Abhandlnng  unerwähnt  gelassen  sa 
haben,  die  von  Interesse  sind,  weil  ich  sie  im  Gauge  meiner  Betrach- 
tung fttr  selbstverständlich  gehalten  habe. 

Die  Schuld  an  der  geringeren  Zahl  der  Aufgaben,  die  von  Herni 
(Gonsentins  in  dieser  Zeitschrift  gestellt  sind,  trägt  wohl  die  allge- 
meinere also  auch  desto  schwierigere  Behandlung. 

Meinen  IJetrachtungeu  legte  ich  die  Konutniss  der  zwei  Fonda- 
mentalsätze des  Sehnen-  und  Tangenteuvierecks  zn  Grunde: 

1)  In  jedem  Sehnenviereck  ist  die  Summe  der  gegenftberliegeu- 
den  Winkel  =  ISO». 

2)  In  jedem  Tangentenviereck  sind  die  Summen  der  g^genäber- 
liegenden  Seiten  einander  gleich. 

Zum  Beweise  meiner  Lehrsätze  werde  ich  mich  des  rechnerischeD 
und  des  rein  geometrischen  Verfahrens  bedienen  nnd  demgem&ss 
diese  Arbeit  in  zwei  Teile  zu  teilen  haben ,  von  denen  der  eine  das 
geometrische,  der  andere  das  rechnerische  ResUmc  enthält  Maaclie 
Lehrsätze  werden  sfash  in  beiden  Teilen  bestätigt  finden. 

Es  sei  das  Sehneu-Taugentcnviereck  A,  C,  D  geg  ben  dorch 
den  Radius  des  eingeschriebenen  Kreises  p  und  zwei  einer  Seite 
anliegende  Winkel  (-.4  und  B).  Verbinden  wir  den  Mittelpunkt  des- 
selben {M)  mit  den  vier  Ecken  A,  B,  C,  /),  und  föllen  wir  ausser- 
dem noch  von  M  aus  die  I^ote  aui  die  Seiten         ü/^i,  Mc^^  Mi^% 
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so  erhtlten  wir  die  4  Sebneo Vierecke  MAa^ä^,  MBa^b^^  MCh^t^^ 
MDc^d^.  Fassen  wir  non  zwei,  welche  gegeattberliegeude  Eckeu 
eoUuUteii,  ins  Auge,  etwa  die  Vierecke 


so  ist 

folglich 
folglich 
i5d 


UBa^b^    imd  MDd^Ci^ 

Wkl.  n  +  a^Mbi  -  2R 
WkL  D+d^Mc^  -  2Jt 

WkL  Ol  Af  Ä,  +  il^  Me^  — 


Hienius  (Tgieh>(  aii  Ii  folgende  CoMtractioD  des  Sebaea-TaogOQtea- 
vierecks  aus  q  and  zwei  Wiukeln. 

Halbln  den  Winkil  A  mid  latse  dessea  Schenkel  den  Kreit  vom 
Radini  9  berflhren.  Hierauf  liehe  3f,  a,  und  Afd|  und  trage  an  Md^ 
den  Winkel  17  an.  Die  Schenkt  dieses  Winkels  schneiden  anf  dem 
Kreise  um  M  den  BerObmngsponkt  <?,  ans.    An  3f<?,  trage  wieder 

den  Winkel  A  ao ,  von  welchem  der  Schenkel  Mb^  den  vierten  Be- 
rahruagspuukt  anf  dem  Kreise  um  M  ausschneidet. 

IHe  Pwkte  €4,  h^^  d||  Bind  die  BertlliniiigBpaiikte  der  SeMen 
dis  gemAtan  Tiereeks  «od  die  Tangenten  in  ihnen  an  den  Kreis 
nm  M  schneiden  sich  in  den  £cfcen  C»  2>,  die  wiederum  anf 
efaiem  Kreise  liegen. 

Ans  der  nachgewiesenen  Eigenschaft  des  Sehnen-Tangeuten- 
Tiefecks  folgem  sidh  noch  mehrere  andere  Constmctionen ,  die  wir 
flbergehen,  weil  es  uns  nnr  nm  die  Wirklichkeit  eines  solchen  Vier* 
ecks  ▼orenl  n  tan  ist 

In  jedem  Schnen-Taugentcuviereck  ergänzen  sich  die  Bögen  des 
eingeschriebeneu  Kreises,  die  zwischen  gegenüberliegenden  Winkeln 
des  Vierecks  ABCD  liegen,  zu  einem  Halbkreise. 

Da  Wkl.  <h  Mb^  -f  ii|  Me^  —  180^  beirftgt,  maaien  Mch  die  Bfigea 

und  analog  ^  ^ 

+      •=  ISO" 

betragen. 

AmA,  4.  MftU.  m.  Pkit.  a  a*Ui«.  T«U  II.  9» 
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Bie  Verbind uugslinien  der  Berührungspunkte  r„  rf,  liefern 

ein  neues  Scluienviereck,  welches  uicht  zugleich  Taugen teuviereik 
ist,  und  dessen  Diagonalen  auf  einander  senkrecht  stehen.  Dass  a^ 
^t«  ^jt  Scboeaviereck,  ist  sofort  aus  der  Figur  einzusehen. 

Ist  g  der  Radius  des  Kreises  um  3f,  dann  erhalten  wir: 

B  A 

folglich 

«A  +  V'i  =  2p^co8|  +  8in^.  «irfi^Äie,  —  2*(cos|  +  iin^j 

Die  Summen  der  gegenftberliegenden  Seiten  sind  somit  nnr 
gleich,  wenn  Wkt.  A^B^rnn»  hier  bei  Betrachtung  des  allgemeinen 
FaOes  nicht  vorausgesetit  ist 

Ferner  ist 

Will.  4i<ti<i^  -  M^ft  - 

folgUch 

d.  h.  die  Diagonalen  dos  Berahmngsebnenvierecks  stehen  auf  ein- 
ander seidfrecht 

Hieraus  folgt  weiter:  Beschreibt  mau  über  den  Seiten  des  Bc- 
rttlumngsehnenvierccks  eines  Sehnen-Tau'jrenteuvierocks  Kreise,  so 
schneiden  sich  dieselben  in  dem  Durchsebnittspunkte  der  DiagonalcD 
des  Sehncn-Tangenteuviereclcs.  Die  Diagonalen  des  ersteten  xerleges 
die  Winkel  in  ihre  BesUodteUe. 

Auch  die  Unikuiiruug  dieses  Satzes  ist  richtig: 

Errichtet  man  in  einem  Kreise  von  beliebigem  Radios  ml  saf 
einander  senlcrecht  stehende  Sehnen,  so  schneiden  dieselben  auf  de» 
Kreise  4  Punkte  ans,  welche  die  Berflbmngspunkte  der  Seiten  eiam 
Sehnen*Tangentenvierecks  sind,  von  welchem  der  Schnittpunkt  der 
Sehnen  zugleich  Durchsdinittspnnkt  der  Diagonalen  ist 

Seien  a,c,  und        diese  Sehnen,  und  verbinden  wir  Oj,  b^,  C|, 
mit  dem  Kreismiltcipnnkte  Af,  constniiren  wir  femer  die  Tan- 
genten in  denselben  Paukten,  so  schneiden  sich  letztere  in  den  Eckes 
des  fraglichen  Vierecks  A^      C,  A 
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Nm  ist 


folglkb 
ÜDlgUch 


^^i^i-t-OiAlUi  —  2B. 


Nach  der  Coustruction  ist  aber 


somit 


und 


Dia  Pole  der  Diagoaalen  a|«|  iiiid  atiul  offenbar  die  Scfaoitt- 
pmkte  der  fegeeflberliegenden  Seiteo  dee  Sebnen^TangentenTierecks. 
LaiieB  wir  daher  diese  bdden  aaf  einander  senkrecbt  stehenden 
Sehnen  sich  nm  denselben  Pnnlct  drehen,  so  bewegen  sieh  ihre  Pole 
anf  Je  einer  Geraden  fort,  den  Polaren  des  Punktes  «r«  Diese  Ge- 
raden mftssen  aber  notwendig  zusammenfitllen.  Sie  ist  die  dritte 
Diagonale  des  Yiereclis  Aß  CD. 

Diese  Gerade  bleibt  nnn  immer  dieselbe  far  alle  Sehnen*Taa* 
gentenvierecke,  so  lange  wir  den  Pankt  »  und  den  Kreis  nm  M 
festhalten. 

Es  müssen  daher  die  Verbindungsliiiion  dor  Schnittpunkte  zweier 
gegenüberliegender  Seiten  irgend  eines  Sehnen -Xaugentenvierecl^s 
alle  mit  der  Polaren  von  ae  zasammcnfaUon. 

Indem  mr  nun  die  beiden  anf  einander  senkrecht  stehenden 

Sc'iiueu  a^>\  und  h^tl^  in  immer  andere  Lagen  übergelien  lassen,  er- 
halten wir  lauter  neue  Sehnen-Taiigentenvierecke,  welche  sämtlich  du* 
äussere  Diagonale,  die  Polare  des  Punktes  a*,  genieiiiscliaftlich  haben. 
Eine  besondere  Lage  irgend  eines  Sehncnpaarcs  wird  auch  jene  sein, 
wenn  eine  dieser  Sehnen  ein  Durchmesser  des  Kreises  um  M  wird. 

Constnthren  wir  in  den  Schnittpunkten  dieses  Dnrchmesscrs  mit 
dem  Kreise  M  die  Tangenten,  so  werden  dieselben  sa  einander  nnd 
mithin  anch  sn  der  äosseren  Diagonale  parallel.  Da  aber  dieser 
dnreh  «e  gezogene  Dmrchmesser  anf  den  Tangenten  senkredit  steht,  so 

ist  damit  auch  die  Lage  dieser  äusseren  Diagonale  lixirt  Wir  er- 
halten daher  den  merkwürdigen  Satz: 

,Jn  jedem  8ehnen-Tangenten?ioreck  steht  die  Diagonale,  die 
„man  darch  Yeriiindnng  der  Schnittpunkte  der  Teriängerten  Yier» 
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„eckseiteu  erhiilt,  auf  jenem  Durchmesser  des  dem  Viereck  einbe- 
„schriobcneu  Kreises  seokrccht,;  welcher  durch  den  Dia^^oualschnitt- 
„punkt  geht** 

Das  Sehiieii*TangMtenvieredc  selbst,  diircli  welches  wir  auf  ob|«Bs 
Satz  gelangten,  ist  aber  ein  ADtiparallelogramm. 

Einige  Eigenschaften  desselben  bat  Herr  Dr.  Ehrler  in  der  Hoff- 
mann'schen  Zeitschrift,  Jabfgang  V. ,  pag.  432.  bereits  veröffentlicht, 
auf  die  ich  hier  nur  verweisen  will,  ohne  die  betreffenden  Sätse  noch 
einmal  za  recapitnliren. 

Ein  weiteres  besonderes  Sebnen-Taiigentenviereck  erhalten  wir 
durch  Auiiahmo  jenes  Falles,  Nvonach  eine  seiner  Diagonalen  durcli 
dea  Mittelpunkt  des  i)im  umschriehenen  iü'eises  geht 

In  einem  soldien  Yiereck  mllseen  iwei  Winkel  Je  90*  betttgss 
nnd  die  Dnrchmesserdiagonale  die  anderen  Diagonelea  haUfren;  folg- 
lich sind  anch  je  swei  ia  demselben  Endpnnfcte  der  DnrchmoMCr- 
diagonale  ansammenstossende  Seiten  einander  gleich.  Die  CkMMlrae- 
tion  dieses  Vierecks  ist  demnach  die  folgende: 

Wir  construiren  ein  circulares  Sehnenpaar  im  Punkte  sc  in  der 
Weise,  dass  die  Linie  Mb  den  Winkel  dieses  Sehnenpaares  halbiri 

Wir  haben  bisher  den  Mittelpunkt  dos  irgend  einem  Sehnefl- 
TaugenttiiviLrecke  einbescbriebenen  Kreises,  sowie  den  Schnittpunkt 
(x)  der  Diiigoiuik II  fixirt  und  erfahren,  dass  jedes  durch  j-  gehende 
circulare  behninpaar  Aolass  zu  einem  bieentrischen  Vierecke  gibt 

Wir  treten  nnn  der  BVage  nach  dem  Orte  der  Mittelpunkte  dar 

allen  Sebnen-Tangentenvierecken  umschriebenen  Kreise  nahe,  wens 
sie  denselbeu  Schnittpunkt  dei  Diagonalen  besitzeu  und  demselben 
Kreise  umschrieben  üud.  Wir  beantworten  dioaeibe  durch  den  fol- 
genden Lehrsatz: 

Alle  bioentrisehen  Vierecke,  welche  demselben  Kreise  nsüie» 
schrieben  sind  nnd  den  Diagonalschnittpnnkt  gemeimchafUich  haben, 
sind  anch  einem  and  demselben  Kreise  einbeschrieben. 

Beweit. 

Unter  allen  möglirbcii  Vierecken,  welche  den  gestellten  Bediü- 
gungeii  ^iMiügcii,  lu  limen  wir  eines,  etwa  das  Viereck  ABCD  heraus, 
Dassel bi?  sei  dem  Kreise  3/,  ein-  und  dem  Kreise  M  umbeschrieben 
und  habe  zum  Schnittpunkte  der  Diagonalen  den  Punkt  r.  Cod- 
"ntjj^  wir  die  Polare  des  Punktes  0  io  Bezug  auf  den  Kiais 
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AD  Mgt  aolbrtt  diaa  sie  mit  JeMr  des  Puakles  m  in  Bmg  auf  den 
Knia  M  inaaninMoAIlt. 

Dem  aaendlicb  fernen  Punkt  derselben  entspricht  aber  im  Kreis 
ein  Durchmesser,  der  durch  x  geht,  im  Kreise  M  ein  Dnrch* 
messer,  der  ebenfalls  dnrch  x  geht   Beide  massen  aber  zasammen" 
faOeiH  «od  es  Hegen  demnach  dte  Pnnkte     M  nnd      in  einer 
Oenden. 

Dem  Punkte  J/,  oiuspricht  als  Polare  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade, welche  auch  zugleich  Polaro  des  Punktes  M  in  Bezug  auf  den 
Kreis  M  ist. 

Mdgen  wir  daher  statt  des  bicentrisdien  Vierecks  irgend  ein  an- 
deren nehmen,  welches  ebenlklls  dem  Krefse  nmbeschriehen  ist» 
nad  dessen  Diagonalen  sich  im  Pnnlite  9  schnöden,  so  wird  dasselbe 
immer  dem  Kreise  M  einbeschrieben  sein.  Wir  gelangen  daher  zn 
dem  Lehrsatse: 

Alle  Sehnen-Tangentcnvierecke ,  welche  demselben  Kreise  um- 
geschrieben sind  nnd  den  Diagoniüscbnittpnnkt  gemeinsam  haben, 
sind  nnch  ein  nnd  demselben  Kreise  eingeschrieben.  Der  Diagonal- 
scfanittpnnkt  liegt  auf  der  Centrale  der  beiden  Kreise. 

Sind  nmj»okolirt  zwei  Kreise  so  gegeben .  dass  der  eine  ;,'ai!z 
innerhalb  des  andern  gelegen  ist,  so  ist  es  im  allgemeinen  nicht 
mdgiich,  ein  Viereck  zu  construiren,  welches  dem  einen  Kreise  nm- 
gesebriebent  nnd  dem  andern  Kreise  eingeschrieben  ist 

"Wenn  aber  ein  solches  Viereck  existirt,  dana  giobt  es  unendlich 
viele.  Dieser  Satz  wurde  schon  von  Jakobi  für  Kegelschnitte  be- 
wiesen. Hieraus  folgt  weiter  der  Satz: 

Alle  Sehnenvierecke,  welche  demselben  Kreise  Angeschrieben 
nnd,  nnd  in  welchen  die  BerflhmngMhaen,  die  alle  dnrch  einen 
Punkt  gehen,  anif  einander  senkrecht  stehen,  sind  soi^eicb  einem 
nnd  demselben  Kreise  umschrieben. 


Fttr  wettere  Untersnchnngen  unseres  bicentrischen  Vierecks  kann 
nna  die  Verindemng  der  Lage  des  Pnnktes  «  dienen. 

Denken  wir  uns  den  Kreis  M  fest  und  den  Punkt  x  in  der 
gauzeu  Kreiseheuc  herumwaudern,  so  erhalten  wir  für  jede  Lage  eine 
unendliche  Anzahl  von  Schneii-Tai)k'entraviercckr,  die  immer  dem- 
selben ilreiae  mBscbrieiwii  etn^  lOod  von  denen  eines  die  Eigenschaft 


Veränderung  der  Lage  des  Pnnktes  «. 
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liat,  dtn  fleine  BerUbiniigBseliiien  m  jenen  efnes  gegebenen  pMiUet 
sind. 

Sei  34  ein  zweiter  Diagonalscbnittpauktf  darch  welcbon  wir  du 
zn  acf  id  paraUoie  SeluieD|)aar  «i^,  b^di  ziehen. 

Nun  ist  der  Pol  von  b^cl^  der  Schnitt  der  Tangenten  A^D^  und 
J5,Cj,  der  Pol  von  (tc  der  Schnitt  (ier  Tangenteu  AB  uad  CD.  Da 
aber  ac  \\  b^d^,  mnsa  die  Polaro  des  Sclmittpunktes  von  ijrf,  und  oc 
in  üczag  auf  den  Kreis  M  notwendig  oin  Durcbmesser  sein,  der 

1)  durch  den  Schnitt  von  ÄtD^  ond  S^Ci  und  AB  und  CD 
geht  und 

2)  zu  den  Sehnen  a^c,  und  bd  parallel 

Mögen  wir  nun  das  eine  Schnenpaar,  wohin  wir  auch  wollen 
verschieben,  ao  bleibt  dieser  Durchmesser  immer  derselbe. 

Aus  demselben  Grunde  ist  die  Polare  des  Schnittpunktes  der 
Sehnen  hd  und  ebenfalls  ein  Durchmesser  des  Kreises  der 
notwendig  auf  dem  zuerst  erhaltenen  senkrecht  steht  Wir  gelangeo 
daher  zu  dem  folgenden  Satze: 

Alle  Sebnen-Tangentenvicrecke,  derenhomologo  Berührschnen  pa- 
rallel sind,  uiui  welche  demselben  Kreise  umschrieben  siud,  haben 
die  Eigenschait^  dassihrc  gegenüberliegenden  Seiten  sich  auf  zwei  zu 
einander  senkrechten  Durchmessern  des  Kreises,  den  sie  gemein- 
schartlich  berühren,  schneiden. 

Nun  schneidet  das  Sehnciii)aar  a^c^  und  b^tli  das  zweite  Schnen- 
paar (IC  und  htl  in  4  im  Endlichen  uud  2  im  Unendlichen  gelegenen 
Punkten,  von  denen  jeder  Anlass  zur  Bildung  eines  Sehncu-Tangcn- 
tenvicreckes  giebt.  Die  4  im  Endlichen  gelegenen  Diagonalscboitt- 
punktc  liefern  Sehnenvierecke,  von  denen  je  zwei  den  Schnittpunkt 
gegenüber  liegender  Seiten  gemeinschaftlich  haben.  Ks  ist  der  ge- 
meinschaftliche Schnittpunkt  der  Pol  jener  Seite,  in  deren  find* 
punkten  die  Seiten  des  Vierecks  den  Kreis  M  bertthren. 

Halten  wir  das  eine  Sehnenpaar  fest,  und  verschieben  gleichzeitig 
eine  Sehne  parallel,  so  erhalten  wir  lauter  Sehnon-Tangentenvier- 
edce,  von  welchen  ein  Paar  Gegenseiten  sich  im  Pole  der  festen 
Sehne  schneiden,  während  der  Schnittpunkt  der  beiden  andern  QegBDr 
selten  auf  einem  zur  fetten  Sehne  senkrechten  Durchmesser  der 
Kreise  M  fortrfli^ 

Hieraus  iolgt.  dass  die  Schnitte  von 
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{A  D,  A^D^)  (il,/?,,  B  O  (B,Ci,  BC)  (A  D,  B^C\) 
(A  D,  B  C)  (A  B,  B  C)  {B  C\  C  D  )  {C  D,  A  D  ) 
{DC,D^C\)       (DC,  AiB^)        (A^B^.AB)       {AB,  D^C\) 

etc.  wiodernm  auf  einem  Kreise  liegen. 

Mittelst  dieser  Betrachtang  können  wir  sämtliche  bicentrischen 
Vierecke  in  Classen  teilen. 

Wir  ziehen  in  einem  Kreise  Af  eine  beliebige  Sehne  und  er- 
richten in  jedem  ihrer  Punkte  eine  zu  ihr  senkrechte  Sehne. 

Anf  bekannte  Weise  können  wir  dann  ein  Sehnen-Tangcntcn- 
Yiereck  constrniren.  Jedes  so  erhaltene  Tangentenviereck  hat  die 
Eigenschaft,  dass  zwei  seiner  Seiten  sich  im  Pole  der  festen  Sehne 
schneiden,  während  der  Schnittpunkt  der  beiden  übrigen  Seiten  auf 
einem  znr  festen  Sehne  senkrechten  Durchmesser  fortrückt. 

An  diese  Untersuchungen  reihen  wir  einige  Constructionsauf- 
gaben: 

Von  einem  Sehnen-Tangenteuviereck  ist  gegeben 

1)  der  Diagonalschnittpunkt,  die  durch  ihn  gehende  Berührsehne 
und  der  ihm  eingeschriebene  Kreis. 

2)  der  Schnittpunkt  zweier  gegenüberliegender  Seiten,  der  Be- 
rührungspunkt auf  einer  derselben  und  der  Diagonalschnittpunkt  x. 

3)  die  Schnittpunkte  zweier  gegenüberliegender  Seiten  und  der 
Berührpunkt  aof  einer  Seite. 

4)  3  Berührpunkte. 


Rein  Euklidische  Untersuchungen  über  das 
Sehnen-Tangentenvierock. 

Jedes  Sehnen-Tangentenviereck  liefert  ein  Bcrührungs  Sehnen - 
Viereck,  das  der  Hälfte  des  Rechtecks  seiner  Diagonalen  ist 

Ziehen  wir  die  Diagonalen  ojC,  und  ^i^^,  so  gehen  dieselben 
darch  X  und  stehen  in  x  auf  einander  senkrecht. 


Nun  ist 


1)  a^x.bjX  =»  2da^xb^ 

2)  üjXj  .  rfja;  =  'Ida^xd^ 
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Pvch  AAütNm  Too  l)  md  2)  erhält  man: 

«•  19        „  3  wd  4  ^ 

II.   Ci;b.6i(2|  =  2{Ac^xd^-\'  M^sic^)  ^  2dh^c^di 

+  IL  ^  ^^1^4 

Oder 

d.  h.  das  Prodnct  der  Berühr  söhnen  eines  Sehuen-TaDgentenvierecki 
ht  gleich  dem  doppelten  Inhalt  des  BariihrqngBpna|rtenv«ffl^rkf. 

Es  folgt  ferner  sofort: 

Verbindet  man  den  Mittelpunkt  des  einem  Sdinen-TugMl* 
Vierecke  eingeschriebenen  Kreises  mit  den  Ber&hrpnokten,  ee  «kilt 
man  4  Schnenvieiracke^  von  denen  je  zwei  gegenftberliesenife  einudsr 
ihnlich  lind. 

Aus  dieser  Aebnlicbkeit  folgt: 

Biese  ftbniiclien  Sebnenvieredte  haben  demnaeb  noch  die  netten 
Eigenschaft,  dasa  das  Rechteck  ans  nicht  homologen  Seiten  dm 
Quadrate  des  Radins  gleich  ist;  ferner  sind  sie  awsh  Mnen-Taagen- 
tenvierecke;  daher  der  Sals: 

In  jedem  Sehnen-Tangcntenvieredra  liefern  die  Verbiadingslimes 
des  eingeschriebenen  Rreisroittelpnnktes  mit  den  Berfibmngspnnkifle 
4  Sehnen  Tangcntenvierecke,  von  denen  je  zwei  gegenebeitiegende 
Ähnlich  sind,  und  ms  denen  das  gaaae  Sehnen-TaiiieMlenviereik  sicfc 
zesammensetit 

In  jedem  Sehncn-Taii^^entenvicreck  Im  r  übrt  der  eiDgeschriebeoe 
Kreis  zwd  gegenübcrliegi  ude  Seiten  derart,  dass  das  Rechteck  der 
an  der  nämlichen  Diaguiiale  liegenden  durch  den  Kreis  auf  gegeo- 
ttberliejTonden  Seiten  gemachten  Abschnitte  dem  Qnadi«(e  teBr 
dins  inhaltsgleich  ist 

Ans 
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md  analog 
folgt 

d.  b.  Die  Abschnitte,  welche  der  einem  Schnen-TangentcnTicrccke 
eingeschriebene  Kreis  auf  gegenüberliegenden  Seiten  macht,  stehen 
in  Proportion. 

Gehen  wir  aaf  das  BerUhmngssehnenvierock  zurück,  so  finden 
wir  noch  eine  Eigenschaft,  die  später  verwertet  werden  kann. 

Es  ist  im  Dreieck  d^a^x  der  Winkel 

Wkl.         =  2 


Wkl.  3fc,*,  -  f. 


Daher  der  Satz: 


In  dem  BerOhrungssehncnviereck ,  das  wir  auch  Polarcnvicreck 
des  Sohucn-Tangentenvierocks  hcisscn  könnten,  sind  dessen  Diago- 
nalen und  die  Verbindungslinie  einer  Ecke  mit  dem  Kreismittel- 
punkte,  welche  in  derselben  Ecke  znsammcnstosscn ,  gegen  die  Bc- 
rührsefane,  mit  welchen  sie  einen  Punkt  gemeinschaftlich  haben,  gleich 
geneigt  Oder:  Die  Winkel halbirende  des  von  einer  Diagonale  und 
einem  Radius,  welche  sich  in  derselben  Ecke  treffen,  gebildeten 
Winkels,  halbirt  auch  den  Winkel  des  Polarenvierccks  au  dieser 
Ecke. 

Hieraus  folgt  die  Aehnlichkeit  der  Dreiecke 

a^Mp    und  o^r/i^ 


Es  verhält  sich  daher 


2q 


d.  b.  der  Diagonaldurcbschnitt  x  teilt  die  Berührschne  gegenüber- 
liegender Berührpunkte  des  Schnen-Tangentenvierccks  in  Abschnitte, 
von  denen  jeder  die  4  Proportionale  zu  dem  Durchmesser  des  ein- 
geschriebenen Kreises  und  den  beiden  ihm  anliegenden  Berühr- 
sehnen  ist 

Man  könnte  nun  vermuten,  dass  die  Winkolhaibirenden  des  Po- 
larenvierecks sich  in  einem  Punkte  von  MX  träfen. 
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Würde  dies  z.  B.  von  den  Winkclhalbircndcn  bei  o,  and  der 
Fall  sein,  so  beständen  die  Proportionen,  wenn  r  Schnittpunkt  aaf 
MX  ist 

p  :  o,a;  —  Mr  :  rX 

analog 

Q  :  b^x  =  Mr  '  rX 
d.  b.  , 

0  :       »  p  :  b^x 

d.  h. 

Dies  würde  voraussetzen,  dass  das  Dreieck  a^xb^  ein  gleichschenk- 
liges wäre,  was  aber  nicht  der  Fall  ist,  da 

Wkl.  a-a,&i  -  ^ 

und 

Wkl.  x6,a,  ^. 

Aus  der  Gleichheit  beider  Winkel  folgt 

Wkl.  A  -  90«. 

Daher  erhalten  wir  hieraus  den  neuen  Satz: 

In  jedem  Sehnen-Taugentenviereck,  in  welchem  eine  Diagonale 
ein  Durchmesser  des  ihm  umschriebenen  Kreises  ist,  bilden  die  Be- 
rührungspunkte ein  Sehuouviercck,  welches  zugleich  Taugentenvicreck 
ist,  und  für  welches  der  Mittelpunkt  des  ihm  eingeschriebenen  Kreises 
mit  dem  Halbirungspunkte  der  Strecke  MX  zusammenfällt  (dass  anch 
die  Ilaibiruugslinien  der  Winkel  bei  und  r,  sich  in  demselben 
Punkte  treflfcu  müssen,  ergiebt  sich  auf  dieselbe  Weise). 

Ganz  aualog  folgt,  daas  ilyx  —  c^x  ist  unter  der  Voraussetzong 

Wkl.  A  =  90«. 

Hieraus  folgt  aber  zugleich,  dass  die  Dreiecke  f/,j-*',  und  gleich- 
schenklig rechtwinklige  sein  müssen,  und  die  WinkelhalbirendcD  von 
^11      '^i      einem  Punkte  von  MX  sich  schneiden;  denn  es  ist 


oder 


oder 


d^x 

c^x 
b^x 

n^x 

•  Q 

CjX  : 

P 

d^x 

:  9 

b^x  : 

9 

xr  : 

r  m 

aTj  : 

r,m 

arrj  : 

xr  ; 

r  m 
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xr  jcr, 

d.  h.  der  Punkt  r  und  rj  müssen  zusammenfallen. 

D.  b.  Die  Berührungsschnen  eines  Schncn-Tangenvicrecks,  wel- 
ches einen  rechten  Winkel  enthält,  bilden  selbst  wieder  ein  Sehnen- 
Tangenten  Viereck. 

Wir  wenden  nns  nun  zu  einer  andern  Figur ,  die  wir  aus  dem 
gegebenen  Sehnen-Tangenteu Viereck  erhalten,  wenn  wir  dessen  Ausscn- 
winkel  halbircu.  Dieselbe  ist  von  ganz  besonderem  Interesse  für 
unser  gegebenes  Viereck,  weil  wir  durch  dasselbe  vielfache  Eigen- 
schaften wieder  finden  werden,  die  sich  nicht  auf  dem  gewöhnlichen 
Wege  so  einfach  ergeben. 

Die  Halbirungsliuien  der  Ausscnwinkel  des  gegebenen  Vierecks 
bilden  selbst  wieder  ein  Sehnenviereck,  dessen  Seiten  zu  den  Seiten 
des  Polarvierecks  parallel  sind. 

Diese  Eigenschaft  ergiebt  sich  sofort  aus  der  Construction. 

Wir  bezeichnen  die  Ecken  des  neuen  Schnenvierecks  mit  a^h^c^d^ 

Von  Herrn  Consentius  wurde  bereits  nachgewiesen,  dass  dieses 
Viereck  und  allo  analog  erhaltenen  dem  Polarvierecke  ähnlich  sind. 
Von  einer  Recapitulation  dos  Beweises,  der  sich  sofort  ergiebt,  sehe 
ich  hier  ab. 

Da  nun  die  Seiten  des  Vierecks  entsprechend  parallel  sind  und 
die  Vierecke  a^b^^d^  und  a^h^c^d^  selbst  ähnlich  sind,  müssen  die 
Verbindungslinien  analoger  Ecken  beider  Vierecke  durch  einen  Punkt, 
den  Aehnlichkeitspnnkt,  laufen. 

Ferner  können  alle  Eigenschaften  des  einen  auf  das  andere 
dircct  übertragen  werden. 

Vom  Vierecke  a^^c^l^  gilt : 

1)  Die  Diagonalen  stehen  auf  einander  senkrecht. 

2)  Alle  Kreise,  welche  die  Seiten  zu  Durchmessern  haben,  schnei- 
den sich  in  einem  Punkte,  dem  Diagonalschnittpuuktc. 

Es  lässt  sich  nun  einfach  nachweisen,  dass  der  Diagoualschnitt- 
pnnkt  dieses  Vierecks  und  der  Mittelpunkt  des  dem  Vierecke  ABCD 
eingeschriebenen  Kreises  ein  und  derselbe  ist;  denn  ziehen  wir  d^M 
and  Cj3/,  so  folgt,  dass 

Wkl.  d^Mc^ 

ein  Rechter  ist  (nach  dem  vorhergehenden  Lehrsatze),  weil 


Seknmaektrt  Dm»  8tkmt»'Tüiiffnmvkr§eh 


nnd 


mithin 


Es  mflssen  also  die  Linien  a^M  «nd  c^lf  notwendig  znsaiuM- 
fflllen,  weü  ja  daraiii  sidi  and  ergiebt,  dam 


INesar  Ldinatz  lässt  non  eioige  sehr  mtercssaute  FolgcningeB 

ztt: 

1)  Die  Diagonalen  des  Vierecics  o^sc^  lialbiren  den  Diagonaiea 
des  Vierecks  a^cjä^. 

Es  ist       B  a^c^ ,  h^<i^  geht  aber  dorch  M  nnd  sieht  aaf 
mithin  aach  anf  a^et  senkrecht;  es  mnss  daher  a^Ci  durch  bsl- 
birt  werden. 

2)  Die  Diagonalen  scbnoiden  den  Kreis  in  den  Eckponktea 
eines  Quadrates,  von  dessen  Boziehnngen  sn  den  abrigen  Polarsehaea- 
Vierecken  später  die  Rede  sdn  wird. 

Den  Untersuchungen  der  Vien^cla-  liinsicbüich  ihres  Aehulich- 
kcitfipuuktes  geben  ebenfalls  zu  einigen  interessanten  Sätzen  Anlsn. 

Denken  wir  nns  den  Ponkt  O  soU  der  AehnllelilMit^Qakt 
kflnftig  beissen,  —  dem  Polarviereck  a,diC|(2,  angehörig,  so  ent- 
spricht ihm  im  Vierecke  a^Cfd^  der  Punkt  und  diesem  als  dem 
Viereck  «j6,Cj</|  angehörig  entspricht  in  a^h^c^i.j  der  Mittelpunkt 
jenes  Kreises,  der  durch  die  4  Ecken  geht,  derselbe 

sei  M^. 

IMe  Punkte  O  müssen  demsafolgo  anf  einer  Genwlea 

liegen,  anf  der  noch  alte  jene  Punkte  gelegen  sind,  welche  diesea 
Punkten  in  jenen  Vierecken  entspmehin,  wdehi»  man  eililit,  wesa 
man  von  a^tc^  in  derselben  Weise  Vierecke  constmirt,  wie  teei 

ans  a^b^c^d^  benorgcgaugen  ist 

Die  Gerade  M^MXO  luübirt  die  Verbindnngsstrecke  der  Mittel- 
punkte der  Diagonalen       und  b^l^y  a^cj  und  b^di ;  denn  die  Mittel 
punkte  von       und  b^tl^^  die  Punkte      und      bilden  ein  Beebi* 
eck,  von  welchem  MAf^  die  Diagonale  ist. 

Der  Kreis,  welcher  dem  Viereck  ABCD  umschrieben  ist,  schneidet 
die  Seiten  des  Vierecks  ogb^c^  ausser  in  den  Punkten     ü,  1> 


Wkl.  dfMa^+ä^Maf  -  2E. 
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Mob  ia  4  aadm  Puikteii,  4ie  sowol  Umidiinch  ihrer  Ltge  in  Be- 
log AafeiiiMider  wie  auch  in  Bezug  aaf  die  Seiten  detViercks  a^^^l^ 
von  ganz  besonderem  Interesse  sind. 

In  «1  treffen  sich  die  Seiten  aj^  and  welche  vom  Kreis 
nm  ABCD  in  den  Pnniften  Q  nnd  T  gesdinitten  werden  mögen. 

Es  ist  vermöge  der  constanten  Potenz 

oder 

Da  die  beiden  Dreiecke   i^a^i/  uud   YVi^Q  den  Winkel  bei 
aasserdem  uocb  gemeinsclmftiich  liabeu,  so  l'olgt,  dass  dieselben  ein- 
ander sind. 

Es  ist  demnach 

Will.  2'Qfl,  -  ot^ü  =  iK/»— j. 

Auf  dieselbe  Weise  iäsat  sich  die  Aebnlichkeit  der  Dreiecke 
h^BC  nnd  b^ilU  nachweisen,  weshalb  die  andere  Gleichung 

Wkl.  i^QR  -  BOt  SS  I 
besaht.  Durch  Addition  resultiri 

WM.  rQa,+i,aÄ  — 90* 

d  b. 

Dn  mm  WU.  AfoA  ^  ^       *o  folgt  weiter,  dasa  die  Sehne 

QT  auf  der  Diagonale  agot  senkrecht  steht  Wir  erhalten  somit  den 
Lehriatz: 

„Halbirt  man  die  Annenwinkel  dnei  Sehnen-Tangentenviereckt» 
,,10  bilden  die  fialMrangsliniao  dB  nmiea  Behnenviereok,  dessen 
,,Seiten  von  dem  dem  Viereck  ABCD  umschriebenen  Kreise  in  4 
Rankten  getroffen  werden ,  die  die  Ecken  eines  Beehtecks  bilden. 

^ie  Seiten  dieses  Rechtecks  sind  den  Berührsehuen,  welche  Punkte 
Mgegennberliegender  Viereckseiten  verbinden,  parallel.'^ 

^  das  Baditeck  dem  Kraise  welefaer  dem  Viereck  ABCD 
^mnaehrMeii  Ist,  ebibeschrleben  Ist,  so  sdumlden  steh  seine  Dlago- 
nMlmi  Im  MHIelpankte  dieses  Kreises  (l^).*" 


Verfainden  wir  weiter  die  Ecke  B  mit  M  nnd  verlängern  BM 
bis  muB  Sehnittpmikte  mü  dem  Kreise  jgpiHMM||gp^|. 
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linie  dnrcli  die  der  Ecke  Q  des  RecliteckB  gegenflbertiegeiNie  Ed»  ! 

S\  deno  die  Linie  Q8  ist  ein  Darcfamesser  and  Wkl.  QBß  dii  Bech-  ^ 
tcr,  weil  er  über  dem  Durchmesser      steht.   Errichten  wir  nun  ift 

/)  luf  iijj^  ein  Lot,  so  muss  dieses  notwendig  durch  deu  Kreismittel- 
puukt  M  gehou,  weil  es  den  Winkel  bei  B  halbirt.   Uaber  der  SaU:  : 

Vorbindet  man  die  Ecken  eines  bicentrischen  Vierecks  mit  dem  j 
Mittelpunkte  des  ihm  einbeschriebenen  Kreises,  und  verlängert  man  i 
diese  VerbindungsIiAien  bis  zum  Schnitte  des  dem  Sehnen -Tangeoten- 
vierocke  umschriebenen  Kreises,  so  bilden  die  4  Schnittpunkte  die 
Ecken  eines  Kechteckes.  Oder: 

Die  Ecke  eines  bicentrischen  Vierecks,  der  Mittelpunkt  des  Uua 
einbeschriebenen  Kreises  und  eine  Ecke  des  Rechtecks  QMST  heg»» 
auf  einer  (jeradeu. 

Ferner  Itat  sieb  leicbt  der  folgende  Satz  aUdten: 

Die  Diagonalen  dieses  Rechtecks  erscheinen  vom  Mittelpunkte  | 
M  ans  unter  demselben  Winkel  vrie  die  Diagonalen  des  Selmeo-  \ 
Tangentenvierecks  von  demselben  Punkte  aus.  i 

Es  ist  nun  leicht  eiuEUseheu,  dass  die  Ecken  des  Kui  htecks  mit  : 

den  Mittelpunkten  der  Seiten  des  St^hnenvierecks  '/usammenfallen;  | 

denn  die  Seiten  des  Rechtecks  sind  [[  zu  den  Dia^^oualen       uwi  = 

und  gloicli  der  Uälfte  derselben  ^  iniolge  iüevon  ist 

Es  halbirt  somit  jede  Kechtecksseite  die  Diagonalabschnitte  der  : 
Diagonalen  des  Vierecks  a^b^s^d^  j 

Sei  nun  der  Mittelpunkt  der  Diagonale  und  Q%  dtf 
Mittelpunkt  von  1^*1^.,  ziehen  wir  nun  1\R  uud  Q^T^  so  bestellt  die 
Gleichung 

denn  l\R  gleich  und  parallel  ^a^,  und  Q^T  ist  ebenfUls  gleidi 

parallel  o^^;  folglich  Ist  das  Tiereck 

ein  Parallelogramm ;  der  Schnittpunkt  der  Diagonalen  dieses  Paralie 
logrammes  ist  der  Punkt  M^.  Es  folgt  aus  dieser  Bitraehtung,  dass 
die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  a^e^^  b^l^  und  der  Mittelponkt  des 
dem  Sehnen-Tangentenvierecke  umschriebenen  Kreises  in  einer  gendn 
Linie  liegen. 
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Verbindet  man  nun  mit  und  Q,,  so  entsteht  das  Rechteck 
MP^M^Q^^  dessen  eine  Diagonale  P^Q^,  während  die  andere  MM^  ist. 
Es  ist  also  3/,  in  der  Mitte  der  Strecke  MM^  gelegen. 

Wir  folgern  hieraus  den  bereits  in  früheren  Betrachtungen  ab- 
geleiteten Lehrsatz: 

„Der  Aehnlichkeitspunkt  O,  die  Kreismittelpunkte  Af,  3/, , 
liegen  auf  einer  Geraden,  und  zwar  so,  dass  der  Punkt  Af,  die 
Strecke  MM^  halbirt." 

Aus  dem  Parallelogramm  TP^RQ^  folgt  weiter: 

Die  Mittelpunkte  der  Diagonalen  a^c^  und  b^tl^  sind  von  den 
Mittelpunkten  je  zweier  gegenüberliegender  entsprechender  Seiten 
des  Vierecks  Ofö^c^d^  gleich  weit  entfernt.   Es  ist 

P^Q  =  Q^S 

P^T=^  Q^Ji  etc. 

Dieselben  Betrachtungen  können  wir  auf  das  Sehnenviereck 
a,&]Cic/j  übertragen. 

Die  Mittelpunkte  der  Seiten  dieses  Vierecks  bilden  die  Ecken 
eines  Rechtecks,  dessen  Diagonalschnittpunkt  mit  dem  Halbirungs- 
punkt  der  Strecke  MX  zusammenfällt. 

Da 

und 

QK  1  V*i 

so  halbirt  QK  den  Winkel  DQb^,  mithin  auch  den  Bogen  PHD, 
Das  Lot,  welches  man  von  3/,  auf  die  Diagonale  BD  des  Sehnen- 
Tangeutenvierecks  fällt,  halbirt  ebenfalls  den  Bogen  BI{D\  es  fUllt 
somit  dieses  Lot  mit  der  Diagonale  M^R  des  Rechtecks  zusammen. 
Wir  erhalten  daher  den  Satz: 

Die  Diagonalen  des  Rechtecks  halbiren  die  Diagonalen  des 
Sehnen-Taugeutenvierecks  und  stehen  auf  denselben  senkrecht.  Oder: 

Der  Mittelpunkt  des  dem  bicentrischen  Viereck  umschriebenen 
Kreises,  der  Mittelpunkt  einer  seiner  Diagonalen  und  zwei  gegenüber- 
liegende Ecken  des  Rechtecks  QRST  liegen  auf  einer  Geraden. 

Wir  wollen  nun  noch  beweisen,  dass  auch  die  Mittelpunkte  der 
Diagonalen  des  Sebuen-Tangentenvierecks  und  der  Kreismittelpunkt 
3f  in  einer  Geraden  liegen.  Der  Mittelpunkt  von  BD  sei  y  und 
jener  von  AC  sei  u. 
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Wir  haben  bewiesen,  dass  die  Dreiecke 

QM»  «ad  UBD 

ähnlich  sind,  woraus  iolgt,  da&ä  auch  die  boideu  Dreiacke 

JUiUS  und  yJÜD 

äiiulicU  sein  müssea.  Die  Aehnlichkeit  derselben  fütirt  zu  d^r  GlekiiuBf 

ferner  Ist  das  Viereck  Af^yxu  ein  Sehnenviereck.  Ziehen  wir  io 
demselben  die  Diagonalen  yu  und  M^x^  so  müssen  sie  sich  in  M 
schneiden;  denn  die  Winkel  SM^M  und  uyx  sind  gleich,  weil  m  auf 
demselben  Bogen  siehon.  Es  muss  demnach  uy  dnrch  dan  Krcif- 
mittelpuukt  M  gehen.  Wir  erhalten  didier  den  Satoi 

Iii  jedem  Selinen^Tangenteaviereeka  Kegeo  die  ]litte]|Nnk|i 
seiner  3  BiagoealeD  und  der  lOtteipankt  des  ihm  einbeMMsbeiii 
Kreises  auf  einer  Oeraden. 

Metrische  Beziehungen  im  bicentrischea  Viereck. 

Wir  geiien  Yon  einer  OieichaDg  ftr  das  QnadnH  dsi  den  Visnck 
einbesduriebeaen  Krdsee  Ton  Badins  ^  ans.  Wir  teden 

Hieraus  folgt  die  Proportion 

AB~\-DC'.DC  ^  a^B  +  h^Lik^C 
AD  +  DC:DC=^  BCih^C 

d.  h.  i,6'»=       ;         ist  nun  t  der  UmCang  von  ABCD  «od 

AB^Oy  BC  =  h^  CD^c^  DA^d^  90  erhftit  die  fontebeode 
fileiclinng  die  Ferm 

2bc 


analog  ergiebt  sieb 


2ad 

M  —  — 

So» 

b,B^  — 
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Iidem  wir  ifie  Werte  avs  diesen  Gldchnngen  in 
eintragen,  erhalten  wir 

AAB.nC.CD.DA 


9  -  \y ÄB.BC.  CD.  DA 


Bekanntlich  ist  aber  der  Inhalt  eines  Sehnen-Taugenteuvierecks 

gegeben  dareU  

l^iAß.BC7cD,AA\ 

mithin 

2/ 

oder,  indem  wir  /  dirans  berechnen^  erhalten  wir  eine  Oleichnng, 

^  2 

die  noch  direct  erhalten  werden  Irann. 

Bezeichnen  wir  in  dem  Sehncu-Taugontenvicrccko  die  Berühr- 
sehnen  mit  «i  und  /i«  so  gilt  der  leicht  an  beweisende  Satz: 

Das  Prodnct  der  Beruhrsehuen  ist  «■  dem  doppelten  Inhalt  des 
Sehnenvierecks,  dessen  Inhalt  —  sei 

44/,  »  2/s  ^  2p*(Binii+BinB) 

Bezeichnen  wir  mit  ot,  b^y  Cj,  d^  die  Grössen 

dann  besteben  die  Gleichungen 

B  B 
4»t^2peM^i  4^«*2pBin^ 

A  A 
di  *  2^ »in  2  *  <^    2^  coa^ 

Fflr  die  Diagonalen  dieses  Vierecks  resnltirt  sofort 

A'-B 

14-2? 
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Wir  wenden  uns  zur  Betracbtoag  jenes  Sehnenvierecks  asV«<^v, 
dessen  Seiten  aaf  den  Winkelhalbirenden  des  Sehnen-Tangentenvierec^ 
senkrecht  stehen. 

Zniia*  list  vorweisen  wir  auf  den  Lehrsatz,  dass  dessen  Diagonalen 
durch  den  Kreismiltelpunkt  gehen  und  auf  einander  senkrecht  stehoa 
müssen.  Dieselbeu  schneiden  demnach  den  Kreis  iiin  M  in  den 
Paukten  eines  Quadrates,  dessen  Inhalt     2f  ^  ist. 

Nun  fanden  wir  für  das  Berührungssehnenviereck  a^b^e^d^ 

Ol —     (sin   + sin  B), 

woraus  folgt,  dass  oi^i^jc^  zu  diesem  Quadrate  in  dem  Verhftitiiisse 

8inil+stni?:l 

steht. 

Bezei(  liiiou  wir  den  Kadius  des  dorn  Sehuenviereck  a^fCgd^  um- 
schriebenou  Kreises  mit  K  und  den  Mittelpunkt  dieses  Kreises  mit 
M^.  Fällen  wir  nun  von  ein  Lot  auf  a^c^  und  verbinden  mit 
Mft  dann  ergiebt  sich  aas  dem  rechtwinkligen  Dreieck  M^P 

JlftP-Äsin^-? 
und  analog  aus  dem  rechtwinkligen  M^^Q 

Da  aber 

ist,  so  iolgt 

MäV  -  Ä«(sin«-^+cos»^^) 

s=J2<(l~8iniisin£) 
MM^  «  Ä  Vi^ainilsin^ 

Wicwol  dieser  Ausdruck  schon  abgeleitet  wurde,  allerdings  nicht 
in  der  Abhängigkeit  tou  dem  Hadius  so  glauhte  ich  ihn  noch 
einmal  erw&hnen  zu  mQssen,  da  die  Herleitnng  an  ein  anderes  Gebilde 
anknflpft 

Dem  Viereck  a^h^c^U  entspricht  das  ähnliche  Viereck  a^I>^c^()^. 
Der  in  letzterem  zum  Punkte  homologe  Punkt  ist  der  Punkt  ; 
dem  Punkte  M  aber  entspricht,  insofern  er  dem  Viereck  a^l^c^^ 
angehürig  angesehen  wird,  der  Punkt  x  Im  Viereck  a^b^Cidji,  Aua 
dieser  Betrachtung  folgt  daher  unmittelbar 
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\Mx  -=  p  Vi  —  sin  ^  Bio  B. 

Der  Punkt  Af  teilt  somit  die  Strecke        in  dem  Verhältnisse  R\q. 

Wir  verbinden  nun  den  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  Vierecke 
a^^c^l^  und  ,  den  wir  mit  Q  bezeichneten,  mit  einer  Ecke 

eines  dieser  Vierecke;  diese  Verbindungslinie  muss  dann  auch  durch 
die  homologe  Ecke  des  andern  Vierecks  gehen.  Wir  erhalten  die 
Gleichungen 

0/ij :  OB^  ^  ff  '.R 
Ox  :  OM  =^  q  :R  ^ 

mit  den3n  wir  die  beiden  andern  verbinden 

A/J/,  :  Mx  =  H  :  Q 
Mx  :  MM^      Q  iR 

folglich 

Mx :  A/Af«  =  Ox :  OM 

d.  h.  der  Punkt  Af  teilt  die  Strecke  xM^  in  demselben  Verhältniss 
wie  der  Punkt  O  die  Strecke  Mx.  Gleichzeitig  folgt  aber  weiter 
aus  der  Proportion 

A/x ;  Ox  =»  A/A/g  :  OM 

d.  h.  der  Punkt  x  teilt  die  Strecke  OM  in  demselben  Verhältniss, 
wie  der  Punkt  M  die  Strecke  OM^.  Diese  Eigenschaft  war  direct 
einzusehen ,  weil  ja  der  Punkt  x  im  Viereck  a^bic^di  dem  Punkt  M 
im  Viereck  a^^^d^  entspricht 

Wir  wollen  nun  einige  Beziehungen  zwischen  den  Radien  der 
hier  in  Betracht  kommenden  Kreise  ableiten. 

Wir  bezeichneten  den  Radius  des  Kreises  Afj»  mit  R^  jenen  des 
Kreises  M  mit  q  \  der  Radius  des  Kreises  A/,  sei  r. 

Zunächst  ist 

2r  =  ^^~IQ*  +  QR* 


=VW+Wf 
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Ans  dem  Dreieck  MQB  folgt  weiter,  da  Wfcl.  MQB  =  Wki  A  iiL 

a^^%mA  —  2MB 
B  0 

oder 

Wir  sind  somit  zu  den  3  Gleidmiigeii  gelangt: 

2r  =  üVl+aiBilsiaS 

aas  denen  sich  ergibt  

_  Vi+siaulsiBÜfir 
"^■■^  siBiisinB 

Nun  lässt  sich  auch  eüio  sehr  eiufache  Kelatiou  zwisclieu  deu 
Inhalten  der  3  Vierecke 

ÄBCD  nad  a|^«|<2, 

aafstellea: 

Der  luhait  des  Vierecks  a^^c^d^  ist,  wie  früher  gefunden  wurde, 

a^^^t  =  2Ä*Bm  ^ —  cos  — ^ — 
Der  Inhalt  des  Vierecks  ABCD  ist 

— j^srn  — 2-  cos   Ä^sm^sm^siü         cos  —g- 

Der  Inhalt  des  Vierecks 

a^^i^cii  =  2ß-  siu     -  -  cos  — 2 — 

=  -g-sm'^sia'^  sui  — g —  cos — 

Setzen  wir  die  3  Inhalte  in  Proportion  und  bozeichnen  wir  die- 
selben nut      7^,  7«,  80  resuitirt: 

:  L  :  J.,     l:)8inil8inf?:  l^sin^iifliii^B 

d.  h.  die  Inhalte  aller  dieser  und  ähnlich  gebildeter  Sehnenvierecke 
stehen  in  geometrischer  Proportion  und  man  findet  den  Inhalt  eines 
Jeden  derselben,  wenn  man  den  Inhalt  ton  «iV^  Poteni 
\r'  -hg^AwkB  multiplicirt. 
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Wir  gelangen  in  nnaerer  Betrachtiing  zo  dem  rechneriBchen 
Naebweis,  dass  der  Punkt      die  Strecke  iOf»  balbirt 

Wir  finden  ans  dorn  Dreieck  M^M^Q,  dass 

M^M^  =  ^  ^  1  —  sin  ^1  siu  B 

Vergleictaen  wir  diesen  Aoadmck  mit  dem  ftuher  gefundenen 

ACa^  =- Ä  y  1  —  sin -4  ön5, 

ao  reavltirt  aofB  nene  das  bereits  geometrisch  nachgewiesene  Re* 
sidtat,  dass 

Wir  ^ebea  nun  zur  Ableitaug  eiuigor  Relationen  zwischen  den 
Badiea  dar  dem  Sehnen-Taagenteaviereck  angescbriebeaen  Kreise  über. 

Die  MittelpunkUi  dieser  Kreide  öiud  offenbai'  die  Eckeu  des 
Vierecks  a^bfC^. 

Bie  Kreise  haben  die  Radien  p«,  ^,  9«,  ^. 
Nati  ist 

MD  cotg  ^  ä^D 


folglich 


also 


analog 


MD  cos  A  ^  ^» 


cotg« 

COSj 

dsi^sin-^  —  Q4 

B  A 

pa— pCOtg^COtp^ 

B  A 
^»sspCOtggtgj 
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Hieraus  ergeben  sich  einige  Bezieh  ungen 


Nun  war 

mithin 

also  auch 


Wir  scbliessen  uasore  Betraebtang  in  der  Uoffinnag,  daas  diese 
reiogeometriBchen  Untcrancbangeu  dem  Facbidrahnanne  eine  reiche 
Anabenle  von  Lehrsätzen  liefern,  die  dem  Schaler  neue  Liebe  ta 
dem  geometrischen  Stadium  einflItoBen. 

Traunstein,  im  Juni  1884. 
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XVIU, 

Trigonometrische  Sätze. 

Von 

Herrn  A.  H.  Angl  in,  M.  A.,  LL.  ß.,  F.  K.  S. 

in  Edinburg. 


Der  Satz,  dass 

arctgai+arctga,4-...arctga«  —  arctg  *  /irr — ^ 

X  "~~      "1"      ~~  •  •  • 

wo  oj,     ...  a»  die  Wurzeln  der  Gleichung 

Ä*— — ...  0 
sind,  soll  bewiesen  nnd  dadurch  die  wolbekannte  Formel 

WO  Cr  die  Summe  der  Prodncte  zn  r  Factoren  (jeden  einmal  genom- 
men) von  tgciTi,  tgo«,  ...  tgoM  bezeichnet»  ohne  Anwendung  des 
Moivre'schen  Satzes  begründet  werden. 

1.  D» 

ä4-B 


ist,  so  haben  wir: 

arc  tg    +  arc  tga,  =  arctg 


wo  Oif  O,  die  Wurzeln  der  Gleichung 
aind.  Addirt  man  auf  beiden  Seiten  arc 
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arctgöi  +  arctgaj  +  arctgoj  =-  arctg 
Aber  a^,  «j,      siud  die  Wurzeln  \üü 

das  iat  von 
folgUch 

arctgoi+arctgaj+arctgaj  —  ~ — — 

1 — 

wo  Ol,  «4,     die  VimuiUi  von 

fli«' —    =  0 

sind.  Und  wenn  wir  mit  diesem  Betoltat  ebenso  verfobren,  so  finden 

wir; 

arctg oi-t-arctgoy+Arctgas+ArctiEa«  «  arctg  j^^^^^^- 
wo  a|,  (i^,  ag,      die  WoTzelu  äiud  vou 

Ncbnifu  wir  jetzt  diu  Kichti^^koit  der  Gl.  (1)  für  irpond  ein  • 
an.  Hier  wird  es  notwendig  sein  die  F&lie  zu  unterscheiden ,  wo  » 
gerade  und  wo  n  ungerade  ist 

(1)  Ist  n  gerade,  so  ist  der  letzte  Term  im  Zähler  der  recbtan 

Seite  der  Gleichnng  (—1)^'  cm-^i  und  Im  Nenner  (— 1)W  Nach 
Addition  von  arctg om+i  erhfllt  man  also: 

arctgat+...  arctg<ii»+i  —  arctg ^ 

wo 

N 

und  zwar  sind  o,,  o«,  ...        die  Wurzeln  von 
das  ist 

Demnach,  da  n  gerade  ist: 

n 

ö 

arctg<ia+,..  arctg       —  arctg -s  s  *■  
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WO  ...  an\i  dio  Wurzclu  siud  von 

(2)   Ist  n  nugcrade,  so  ist  der  lotzto  Tcrm  im  oben  genannten 

Zähler  (—1)2  c«,  im  Nonnur  (—1)  '^  c»_|.  Verfährt  man  wie  vor- 
her, 80  findet  man: 

arctgCTi+  ...  arctg fl»fi     arctg  ^ 

wo 

C—  (Cj  — «n-fl)  —  ...  +  (—1)  2   (cn-\'Cn    lan  +l) 

a 

—     +  c,a»4 1)  +  . . .  +  (— 1)<*M 1 
und  zwar  sind  o,,  .  . .  a'»+^  die  Wurzeln  von 

«*+^  — +  «h-m)«**+  ...  +<^n«M  +  l  —0 

Da  n  ungerade  ist,  so  folgt: 

H-l 

arctg aj+  ...arctg «Hfl     arctg   '  — ,  

l-t^+...+{-l)  '  tnu 

wo  a,,  ...  On-i-i  die  Wurzeln  sind  von 

...  -  0 

Somit  ist  der  Satz  vollständig  bewiesen. 

Setzt  man  0,  =»  tg<r,,     =  tg«^  etc.  so  ergibt  sich  als  Corollar 
die  anf^glich  genannte  trigonometrische  Formel. 

2.   Folgende  Deductionen  ans  dem  vorstehenden  allgemeinen 
Satze  sind  bemerkenswert 

(1)    Ist  o,  =  a,  =»  ...  o»  =  X,  so  wird 

e,z  —      4-  tfsx*  —  ... 
«arctgx  -  arctg  . 

WO  Cr  die  Anzahl  der  Combinationen  von  r  unter  n  Elementen  be- 
zeichnet, mithin 

n! 

Cr  — 


r!(i»  — r)! 

ist ;  und,  wenn  x  =  tg^ 


i-c,tg^e+...- 
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(2)  Ferner  erbftlt  man  fttr  «  —  1: 

das  ist  «  0,  1,  cc,  —  1,  jeuachdem 

«ISO,  1,  2,  d  (mod.  4) 

daher 

<?i  — cj-|- ...  —  C4a,«i -a  0  (»««•4m) 
1— <?,+  ...  ^Cim^t^O  (n^4m+2) 

3.  Ein  zweiter  Satz  ähnlicher  Natur  mit  dem  vorhergehondeo 
lässt  sich  hier  iu  angomessener  Weise  geben,  soll  gezeigt  wer- 
dou,  dass 

»wtgOi+  ...  arctgan  —  arel«^^ — iTv  -\^rTrr 

wo  hr  die  Summe  der  homogenen  Producte  aus  je  r  der  Elemente 
«t,       ...  a»,  mit  Wiederholung,  bezeichnet: 

Man  bat: 

(1  — ai«)-i(l~aj»)-i  ...  (1  — a«x)-l  = 

l+*i«+A|«*+      +Af«'+  ...  in  inf»  (4) 

Setzt  mau  nach  einander  x  —  i  und  -  i  und  dividirt  die  Differeni 
beider  Glcichangen  durch  ihre  Samme,  so  kommt: 

1— +       ...  in  inf. 

(l+ia^)  (J  ...  (1  +  <V»>.)  —  (1  —  »Ol)  (1  —  ig») ...  (1  -ion) 

(1  +  +  ia,) ...  (1 4-mH)+  (1  -wj  (1  —       ...  U 

Andrerseits  isti 

(I+OjaeXl+a,«)  ...  (l  +  M?)  »  l+<^t«+<^f«'+ 

WO  Cr  die  Summe  jener  Prodncte  ohne  Wiederholung  bezeichnet. 
Verföhrt  man  mit  dieser  Gloicbuiig  ebenso  wie  mit  Gl.  (4),  so  er- 
scheiut  zur  Hechten  derselbe  Ausdruck,  and  es  ergibt  sich: 

Snbstitnirt  mai)  in  den  Formelu  (1)  und  (2)  den  ersten  Ansdmck  fOr 
den  lelztem,  so  ergibt  sich  das  Znbeweisende. 

Das  gleiche  Kesoltat  kann  man  auch  auf  folgende  Art  gewinnen. 
Man  hat: 
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(co8Oi4-»8!noiUc06a2  +  *'siu«2)  ...  (cosa»+*8incf,.)  — 

C08(ai  +  «i+  •••  ««)+»sin     +  «»•) 

Nun  ist  aber 

1  8cca 
cosa  +  ismo  =  jjog^^^.gin«  =  i-üfa 

daher 

sec  «1  sec    . . .  sec  «m  


(1— «tgo,)(l  — itgo,) ...  (1— »tg««.) 

C08(ai+  ...  «»i)  +  'Sill(Oi+  ...  Oh) 

das  ist 

secaiseccf,  ...  scccir„(l  —  A,  + Ä4  -  ...  +  «(^i  ~"    +  *5  —  •••)! 

COS  (oj  +  . . .  Oh)  + 1  sin  («1  +  •  •  •  «»•) 

mitbin  einzeln 

sin(a,  -[-...  «fiO  =  sccoi  . . .  seca„(/ii  —  Ag-f  . . .) 
C08(«i+  ...a„)  =  seca,  .. .  secMl  ~ ^2+  •••) 

woraus: 

tg(«i+-..''»)  =  i_,^+... 

4.  Setzt  man      =  a,  =  . ..  =     =  a:,  so  folgt: 

h^x  —  Agx'+Äja;*  —  ... 
narctgx  =  arctg  i:^/,^»^:^^— 

wo  /»,  jetzt  die  Anzahl  der  homogenen  Productc  von  je  r  unter  n 
Klcmenten  mit  Wiederholung  bezeichnet,  das  ist 

(n  +  r-l)! 
(u-l)!r! 

Ist  a;  =  tgö,  so  wird 

♦    A  Aitge-/.3tg«e+.- 

Setzt  man  a:  =  1,  so  erhält  man: 

nit      A|  —  Ag  -|-  ... 

mit  denselben  4  Werten  wie  in  Gl.  (3). 

5.  Folgende  Resultate  sind  vielleicht  in  ihrem  Zusammenhange 
mit  dem  Vorhergehenden  bemerkenswert. 


Man  hat: 


cos  u6  +  i  sin  nö  =  C08**<>' 
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Nach  £otwick«limg  findet  man: 

C08 »ö BQC^B  es  B ;  »mnB 8ec»»ö  -=  D 

wo 

D    qtge— c^tg^ö-f  c^t^^e— ... 

M 

letzter  Term,  jeuacbdem  n  gerado  oder  ungerade ,  in  B  ( — l)^tg*# 

oder  (-ly^W"*^»  in  ^  «(-l)i~V-^^  oder  {-if^t^S, 
und 

 «!  

*^*^r!(«— r)l 

AndreneitB  Ist 

C08»64-i8in»a  —  (cosö— tsin^^)-»*  •=  »ec"ö(l  -itg^)-» 

YerfiUirt  man  wie  Yorher,  so  findet  man: 

C08n9c08«*0     1— Astg'^+Aitg*^— ...  —  A 
flinneooBPd  —  Aitg«— Attg^+  ...  —  S 

wo 

(n+r^l)\ 
-  (»~l)IrT 

Hieraus  iüigeu  die  Relatioueü: 

.^ir  SS  G0i>fi6  (6) 

CD  —  rin^e  (7) 

£  -  (G08  By^  (8) 


oder  AD^SC  (») 
AC  <-  BZ>C08^9. 


und  InerauB  wieder: 
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XIX. 

Neue  Belationen  innerhalb  eines 

Orthogonalcoeliicieuteuaystems. 

Von 

R.  Hoppe. 


Die  3.3  Coefficienteii  einer  Orthogonalsabstitution 

a  h  e 

a,Ä,c,  (A) 

dmn  Detesminaote  —+1  aogenomnen  wird,  erfüllen  xnnicbBt  6 
GleldmageB  der  Form 

6  GleicbongeD  der  Form 
uud  ^  Gleicbuugen  der  Form 

's 

Aus  diesen  22  Relatiouen  gphrn  jedoch  mauciie  weitere  liervor, 
die  ziemlich  einfach  and  aiuserdem  durch  Anwendung  bemerkens- 
wert sind. 

Man  tindet: 
elio: 
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woraas  durch  Zusammeusctzuag  leicht  folgt: 

ferner: 

(oi — b)(e — Of)  «  ajC-f-ÄOa  — 4c  — ajOa 

*=       +  ««-'l)  +      +  ^'i)  +  (h^l  +  Vi)  +  (^1^*  +  '^i'^s) 

das  ist: 

(«I -o.)  -  (A»+«,)(l+a4-Ä,+c^)  (2) 

Ii&s8t  man  nuu  durch  cyklische  SabstitutioD  nach  beiden 

Richtangon  einmal  in  &  —  O] »  das  andremal  in  a^^e  fibergehea »  so 
erhält  man  aas  Gl.  (1): 

woraus  durch  Additiou: 

(aj-6)i+(e_fl,)t  -  2{l-a)(l+a+*,+€^)  (S) 

und  durch  Subtraction: 

Addirt  man  an  Gl.  (ß)  die  mit  2  mnltiplicirte  Gl.  (2),  so  kommt: 

(fl,-&+c-€it)»-2(l-a+i,  +  c^)(l  +  a+^.i+ci)  (a) 

Endlich  gibt  die  halbe  Summe  der  Gl  (3)  (4)  zu  (2)  addirt: 

-  (l-«-^'i+^«+^+Ci)(l-H»-K+«»)  (6) 

Jede  der  Gl.  (1)  bis  (6)  rcpräscntirt  oiue  Anzahl  Rt  laiiüuen  glei- 
cher Form.  Erstens  liönneu  zwei  Keihcu  des  Systems  (A)  ihre  Vor- 
zeichen wechseln.  Zweitens  kOnnen  2  Reihen  vertauscht  werden ,  in- 
dem zugleich  eine  Reihe  ihre  Vorzeichen  wechselt.  Drittens  kann 
jede  cykliscbe  Substitution  volhsogen  werdeu. 

Durch  letztere  Operation  geben  aus  jeder  Gleichung  neun  her- 
vor, die  sich  nie  docken  und  am  leichtesten  unmittelbar  abgelefles 
werden  kOnnen,  so  dass  eine  besondere  Auffftbrung  nicht  nötig  seio 
wird. 

Aus  Gl.  (1)  gehen  durch  Vorzeichenwechsel  nur  zwei  Kelatiuuea 
hervor: 
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die  sieb  auch  durch  zweite  Operationeu  nicht  vermehreu. 

Für  Gl.  (2)  (3)  (4)  liefert  die  erste  Operation  je  4  Relationen: 


{a^-h){c-a^)  =  (i,  +  <r,)(l  +  a  +  ii  +  r,) 
{a^—b){c-\-a^)  =  (ig  —  — 

(«I +  *)(<•  — «2)  =       —         —    +  — 
(a,  +  *)  (c  +  as)  =      +  c,)  (1  +  a  -     -  r,) 

(a,  -  AJ«  +  (c  -  a,)«  =  2(1  -  a)  (1  +  «  +    +  r,) 
(a,  -  Ä)«  +  (c  +  a,)-^  =  2(1  +     (1  -  a  -    +  c,) 
(«,  +      +  ( c  -       =  2(1  +  a)  (1  -  a  +    -  c,) 
+     +    +  2(l-«)(l  +  a  -Ä,-c,) 

(a,  -  6)^  -  (c  -  a^Y  =  2(c,  -  6,)  (1  +  a  +    +  c,) 

(a,-i)8-(c  +  a,)«==  2(o,  +  Äi)(l-a-6,+c,)  | 

(a,  +  i)^  -  (c  -  o,)-^  =  2(-c,+i,)  (1  -  a+Ä,  -Cj)  / 

(a,  +  i)''-(c  +  a,)-  =  2(-c,-^.,)(l  +  a-Ä,-c,  ) 


(2) 


(3) 


(4) 


Durch  die  zweite  Operation  geht  die  llauptdiagonalrichtuug  al-^c^  in 
die  transversale  a^^c  tlber.  Die  dadurch  erzeugten  Formeln  können 
wegen  des  letzten  Factors  die  Urformein  nicht  decken.   Man  findet : 


(a,— Ä,)(  c  +  a)  =3  (c.,-Ä)(l  +  a.  +  6,-c)  \ 
-(ii,  +  i,)(    o,4-a)  =  (r,  +  A)(l-a,  +  Ä,  +  c)  f 

(ai  +  ^^)(    ^•»-«)=('',-/')(l+«3-^  +  <^)  ( 

("1 + (^2 +       =  2(l-<K,)(l  +  a,  +  Z»i-<?)  V 

("1  -      +     -  «)*  =  2(1  +  «,)  (1  -  «s  -  Äi  -  c)  I 

{ax  +  hY  +  (c^  +  a)*  =  2(l  +  aj)(l-a,  +  &,+r)  i 

(«,  +  &.)«+(c,-a)2  ==2(1-  aj)(l  +  a,-Ä,+c)  / 

(a,-Ä,)«  — (r,  +  o)«  =  2(-c-Ma  +  «-  +  ^ 

(a,-i,)*-(c,-a)»=  2(-c  +  V(l-fls  -  ''i-'') 
(a,+Ä,)2~(c,  +  «)^^  2(r+/.,)(l  -«,  +  />,+r) 

(öj  +  ^2)*  -  {c^  -       =  2(r  -  ^.,)  (1  +      _    +  c) 


(2) 


(3) 


(4) 


Für  die  Gl.  (5)  und  (6)  liefert  die  erste  Operation  je  8  Rela- 
tionen : 


414  Hoppe t  Aiiic  RdaUomn  uanrludb  «m«*  OrAog9iiabo^/ljßei$»tuugf*kn»M, 

woraus  durch  ZosammensetzuDg  leicht  folgt: 

(1  +  a  +    +  c^)^+  (c,  =  (1 +a)  (1  +  a+ (1*) 

ferner: 

(aj — —  Oj)  =  OiC-j-^Oj — Ä<f  — 0,0, 

=  (Äj  -|-  fiüj)  4-  (c'i  +  oA,)  4-  (^^c^  4-  b^i)  4-        4-  e^i^) 

das  ist: 

(o,  -       -►o,)  -  (^4-c,)(X+a+A,+<^)  (2) 

L&sBt  man  niw  «i*--^  durch  cyklitche  Sabatitatioii  nach  beiden 
Bicfatnogen  eiumal  in  ft—oi,  das  andremal  In  Of— «  flbergehen,  so 
erhält  man  ans  Gl.  (1): 

^üiuuä  durch  Addition: 

(a,-ft)t+(e-fl^)t  -  2(l-o)(l+a4-5,+<i)  <a) 

und  durch  äabtractiou: 

Addirt  man  zn  Gl  (S)  die  mit  2  malüpUcirte  Gl.  (2),  so  kommt: 

K  — Ä4-c-a^*  —  2(l--a4-Ä,4-cja4-a4-di4-<^)  (5) 
EndUeh  gibt  die  halbe  Summe  der  Gl.  (3)  (4)  zn  (2)  addirt: 

Jede  der  Gl.  (1)  bis  (6)  repräsentirt  ciue  Anzahl  Relationen  glei- 
cher Form.  Erstens  können  zwei  Reihen  des  Systems  (A)  ilire  Vor> 
zeichen  wechseln.  Zweitens  können  2  Reiben  vertauscht  werden,  in- 
dem zugleich  eine  Reihe  ihre  Vorzeichen  wecbselt.  Drittens  kann 
jede  cykiische  Snbstttntion  vollzogen  werden. 

Ihireh  letztere  Operation  geben  aus  jeder  Gleichung  nenn  ber<^ 
vor,  die  sich  nie  decken  und  am  leichtesten  unmittelbar  abgelesen 
werden  können,  so  dass  eine  besondere  Anfflihmng  nicht  nOtig  sein 
wird. 

Aub  Gl.  (1)  geheu  durch  Yorzeicheu Wechsel  nur  zwei  Relationen 
herror: 
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(*l  +  ^s)*  +      -  Ä,)*  -  f  1  +  «)»  l 

die  sieb  auch  durch  zweite  Operfttionen  nicht  venuehreu. 

Für  Gl.  (2)  (3)  (4)  üefert  die  erste  Operation  Je  4  BelaUonen : 


(«.-*)(e+«t)-(«*-«i)(l-«-*,+c,)  f 


(3) 


(«1  -  =  2(1  +«)  (1  -  a  -Ä, + ( 

(«1  -  «t)*  —  2(1  +  a)  (1  -  a  +  />,  -  r,) 

2(1 -«)(!  + a  -Äj-c^ 

(«1  -  -  2(c,  +     (1  ^  « +  c)  / 


(2) 


Durch  die  zweite  Operation  ^rht  die  Hauptdiagonalrichtang  oÄ,«^  in 
die  transversale  a^,c  über.  Die  dadurch  erzeugten  Fcnmela  können 
wegeu  des  letzten  Factors  die  Urfonneln  nicht  Mmm  findeis 

— +         «,+a)-(e,+Ä)(l-ii,+4,4.e)  f 

«Sf— «)=  f-«s  — 

(«i-*t)(-c,  +  a)-»  (c»  +  *)a-a,  -Ä,~ci  ) 

(«1  («^*  -  «)*  =  2(1  -f  r/,)  (i  -     -         e)  f 

+       _-2(l-|-a,)(l +    -l-r)  1 

(a,  -  (r,  +  a)8  =  2(-  c-  Ä,)  (1 4-<,,-^Ä^  - 

2(o-*y(l-f<i,  -A,-fr) 

Für  die  Gl.  (5)  und  (6)  liefert  die  erito  Opetntion  je  a 

tioaen: 


(3) 


(4) 
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(a^^i+e^a^)^  -  2(1  -*»+^+«|)(l+«+*,-K) 

=  2(l-a-i,-K)(l+<i-Hi+c,) 

(ai+6-c-a,)='  =  2(l-a-6,  -r,)(l+a-fti-c,) 

(fli-H-H-«i>»  =  2(i+a+*,-iH)a-«-*i-K)  I 

(ii,-6)(a.-*-hH-a,)  -  (l-}^-l-i,-|^-|-i^-|.,)(l^-Ät-h:^  \  (6) 
(o,+Ä)(<i,+Ä-f<»-a,)  =  (1+«— «t"!-*«— 

Gl.  (5)  bleibt  unvt  rändert  bei  zweiter  Operatiua,  dcDu  die  Sum- 
liiuudeii  des  ersteu  uud  zweiten  Factors  der  rechteu  Seite  folgen  den 
2  Diagoualrichtungeu,  so  dass  sie  sich  dann  bloss  vertausciieo.  Gl 
(6)  hingegen  liefert: 

(aj — i5»«)(«i  —b^ — — a)  =  (1 — «2—^1 — ^*~f~^'~''i)(i4"'^'2~h'^i' — ^) 
K— ^«)(a,— ij— c,+a)  =  (l+«s+^i"C-|-Z»4-Ci)(l— Ojj— ^1— <?) 
(«1— *i-H^— «)  —  c  -Ä— II,— tf) 

(«i+*t)(«i+*f+«t+«)  —  (l+o,— *iH-<?-Ä— <I,+Äi+C) 

Demnach  vertreten  die  Gl.  (1)  18,  (2)  (3)  (4)  (5)  72,  (6)  144  i  alle 
zusammen  450  neue  Eelationou. 

Auf  die  vontehettden  Itolationen  ward  ieh  durch  die  Üati^ 
snchnngen  geführt^  von  denen  der  nftcbst  folgende  AuCutt  hwidctL 


(6) 
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XX. 

analytische  Cioiisequenzeii  der 

Curventheorie. 

« 

Von 


§.  1. 

In  meiner  analytischen  Cun*ciitheorie ,  d.  Arch.  T.  LVI.  S.  62 
and  schon  früher,  Crelle  Jonmal  Bd.  LX.  S.  182.  Bd.  LXTTT  S.  122, 
habe  ich  das  Problem  der  Darstellnng  einer  Curve  aus  ^etv  ner 
Relation  zwischen  KrümTniuigs-  und  TorsioJiawiukel  auf  die  lineare 
Differentialgleicbmig  2.  Orduuog 

r"+,dr'+ir- 0  (7) 

zurückgeführt. 

Die  Einführung  der  imaginären  Function  r  war  daselbst  eine 
vermittelte;  gegenwärtig  wird  ihr  directer  Ausdruck  iu  Kaumgrösseu 
von  Anwendung  sein. 

Es  bedeuten  /,  h  die  Richtungscosinus  iler  Tangente,  7', 
Ä'  die  der  Hauptnormale,  m,  n  die  der  I5inoniial(\  t,  ^  den  Krüm- 
muuga-  und  TorsionawiDkei,  die  Accente  die  Diücrcutiatiou  nach  x. 
Sei  dann 


(8) 

dann  erbilt  man  dnreh  Differentiation: 

Afek.  4.  Malli.  iu  Phji.  2.  Hsili«.  Teil  IL 
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1+/ 

ui+/;+^   i+f  -^(x+fj*^ 

and  erkennt,  dass  Gl.  (7)  dorch  den  Wert  (8)  erfilUt  wird. 

Bczeiciiiiet     den  coujugirten  Wert  zu  r,  so  ist 


r  9/ 


worans: 


"•i  =  e"  "-^(1+/) 


fT,  +  4r'r,'=- (9) 
rri— 4rV,'— 2il/  (10) 

Die  Constante  A  kann  man  =1  machen,  iadem  man  /=0 
nntern  Grenze  des  Integrals  in  (8)  wählt. 

Fenier  ist 
woran«: 

Hiernach  sind  durch  r  die  Grössen  /,  f\  I,  somit  dio  Lage  der- 
Curven  zur  x  Axe  bestimmt  uud  explicite  ausgedrückt. 


§.  3. 

Man  kann  nun  r  einerseits  als  specielle  Lösnng  der  Gl. 
andrerseits  als  geknflpft  durch  Gl.  (8)  an  die  specielle  Isgi' 
Cnrv  0  zur  x  Axe  betrachten,  und  in  beiden  Eigenschaften  zur  voUeu 
Allgemeinheit  fortschreiten.  Dann  entsteht  die  Frage,  ob  die  allg^* 
meinste  Lösung  der  Gl.  (7)  im  ganzen  der  Curvo  in  aUgemeinster 
I-«4|^nd  welche  Lösung  einer  beliebig  gegebenen  Lage  et^bf^in'^ 
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Unmittelbar  erhellt  Folgendos.  Da  Gl  (7)  nur  durch  den  Coof- 
ficicntcn  von  der  Curvc  abhängt,  und  dieser  für  jede  Lage  die- 
selbe Grosse  ist,  so  muss  Gl.  (7)  erfüllt  bleiben,  wenn  man  die  o* 
Axe  beliobif,'  vorrückt .  oder,  was  (iu<M  llx  ibt,  tür  fy/'j  l  eine  be- 
liebige Orthügüualsubstitutiou  einfuhrt.  iSind  also  a,  c  Kichtungs- 
cosinos  eiaer  beliebigen  neuen  Geraden  gegen  die        a,  so  ist 

af'+  h'+  +  bm  +  cn)  ' 

l  +  af+bg  +  ch 


eine  Lösnng  der  Gl.  (7).  Demnach  kann  Gl.  (7)  nur  entweder  gleich 
allgemein  oder  allgemeiner  sein  als  dieser  Ausdruck. 

Andrerseits  wissen  wir,  dass  die  allgemeinste  Lösnng  der  linearen 
Gleicbnng  3.  Ordnung  (7),  die  wir  Torl&nfig  mit  bezeichnen,  durch 
die  Belation 

-H—  (13) 

auf  das  Specialiutegral  zurückgeführt  wird.  Folglich  niuss  für  irgend 
welche  constanto  untere  Grenzen  der  zwei  in  enthaltenen  Inte- 
grale rs  identisch  mit  w<'rden,  indem  wir  a,  c  als  beliebig  ge* 
geben,  die  unbekannten  integralgrenzen  als  Functionen  da?on  an- 
sehen. Zur  Abkürzung  sei 


1+/*  1  +  «/+... 


(14) 


dann  hat  man  hiemach: 


und  nach  Differentiation: 


oder: 


§.  3. 

Hienron  machen  wir  erst  specielle  Anwendung  zur  algebraischen 
DarsteUung  des  Integrals  im  Exponenten  von  r.    Seien  h  und  e  uuni 
endlich  klein  1.  Ordnung;  dann  ist  1  —  a  nucndlich  klein  2^ 
aung.  Entwickelt  man  also     —  «bis  auf  1.  Ordnung,  so  fii 
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^     ^  (l4V^)[^(g^+*^)+g(A'+»n)]-(/'+i7)(&g+cfe) 
 ^j-^,  

 (1+7)*  

(*+«?>  (1+;^)* 

Der  coühtautc  Factor  b-\-ic  verschmilzt  mit  der  untern  Integral- 
grenze. Lässt  mau  also  c  stetig  verschwinden,  so  dass  in  la 
Ubergeht,  so  erhält  mau: 


-         V7  or__  n + 


^tp7--e-  (16) 

far  bestimmte  untere  Int^gnlgrense,  die  Jedoch  nodi  Tom  Anfiuig 
der  ^  abhftngig  bleibt 


Sei 


Kach  MultipUeation  mit 

/'Oy 

laatet  GL  (16): 

f*9  =    ^^J^^          f  •*  (IS) 

woraus: 

cos(9+^)-f^;  8m(9+*)  -l^  (19) 
9  =  arctg  (20) 

ein  Resultat,  dass  sich  dnrcb  Differentiation  leicht  bestätigt.  Auf 
rein  analytischem  Wege  hätte  sich  dasselbe  schwerlich  aufliuden 
lassen;  es  war  vielmehr  kaum  wahrscheinlich,  dass  ein  allgemeiner 
Ausdruck  fflr  das  Integral  (17)  existirte,  weil  die  Grössen  /,  v 
"l>^nctionen  zweier  Variabeln  sind,  die  nur  durch  die  Curveogleichnug 
in  Relation  mit  einander  stehen. 


Die  Relation 

y+»)»+(Ä'-m)»==a+/)t 

welche  für  das  Bestehen  der  OL  (19)  notwendig  ist,  zeigt  sich  flber- 
einetimmend  mit  der  Formel  (1)  im  vorigen  ArtUcel. 


§.  4. 

Jetzt  lässt  sieb  die  allgemeine  Relatiou  (15)  algebraisch  gestalten. 
Wir  schreiben  sie: 

»Jc^rr,     A  (conet)  (21) 

Hier  Ist 

  ..  *9 

r  —  yi+f  e"ä  (22) 
Am  den  61.  (19)  findet  man: 

^'-2~"[/-2(i+/r-' 

sin — ST"   —   


5*  y%l+f)a+/+g'+n) 
daher  wird 

Durch  eise  Orthogonalsnhetitation  geht  r  aber  in  rf.  Sei  also 

a  b  c 

eia  constantea  Orthogoüalixiofücieüteusystem ,  und  wenn  der  Iudex  2 
das  Besoltat  der  Substitution  bezeichnet, 

f^'^af+...',  V=«i/4-...  j  (52^) 

dann  wind 

^  ^    +  A  +        ^4  +      -Jl^jy-  ^  (25) 
und  nach  Einfahrnng  iu  Gl.  (21)  erhält  mau: 
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u+A     1+//     Vi  4-/+^'+« 


X 


+         nt:b '^V-^)  _  (26) 

Die  Constanto  A  muss  im  Laufe  der  Corvo  dieselbe  bleiben,  also 
ihren  \Yert  behalten,  wenn  die  Tangente,  Uauptnorouüe ,  ßiuürmale 
die  Richtungen  der  a:,  y,  z  haben,  so  dass 

/  =  ^  '  =  n  «=  1 

wird.  Hier  ergibt  sich: 

Ä+tc  1  -4"     ^1  "f~  "4"  ''(^^2  —  g|)  ^ 

das  ist  nach  AasfiUming  der  Multiplication : 


(27) 

Den  Modul  des  Zählers  x^gt  Gl.  (3),  der  gemäss  wir  setzen  können : 

A  —  y2(l  — (28) 


1/2(1 -.a)a  +  «-f64+cr,) 

Setst  man  ebenso 

«>»2/»-f^5  8in2fi-j^  (30) 
so  lantet  61.  (26): 

Die  Gleichheit  d(  r  31utlulu  ist  von  selbst  offenbar;  denn  dan  (Quadrat 
des  Moduib  zur  Liukeu  ist: 

{'Vl+h',/^.^ _ .,  4-n f.  -4-/ >  - 

Hi-^t-f'ft-a^  -  sa-«) 


Bopp€t  Bm»  giiglylMcJle  CbiMegiwiaM  <iir  CWwtiiCl«orw.  423 

Die  Amplitiide  des  ertten  Factors  in  (31)  ist: 

die  Gleidtsetsnag  der  Amplituden  gibts 

♦+^»+*if-«  (»2) 

Entwickelt  man  Z^,  /s'i  so  kommt: 

— (1— a)/+Z.(m-A')-|-c(n+|7') 


—  (1  —  ay '  +  „>fc(Ä'— I») 

Nimmt  man  hierso  nach  Gl,  (90) : 

h' —  m 

"  i+y+7+n 

SO  äudet  man: 

tg(tp+fi)-{(l+/)[-(l-«)^+M/»-A)+cCn+!7')] 
— (l-fl)[Wy'+«)+/'(Ä'-^)]+c[(iy'+n)«H^V-»)^^^ 

W+«)+«(*'-^«)3H^te'-H»)M^*'--«)ll 

Nach  GL  (1)  Ist  aber 
daher 

'     ,    ,         -,(1  -  a)l^b{h'--m)  +  c{l+/+g'+n) 
tg(tp  +  <*}  =  -(l-aJ/'+Ä(l+/+^'+n)  +  c(A'- 1») 

Andrerseits  ist 

ä/ — m, 

und  nach  GL  (32) 

tg(fi,  — o)-  -tg(i|>+f») 

folgUcb 

^{l^a)l  —  b{h'—m)  +  cil+f+9'+n) 
^  (1  -a)/'+*(l  +/+p'+»)+c(*'- «) 

Demnach  bat  der  Ansdmck  znr  Linken  die  Eigenschaft  sich  mcht 
sa  ftndera,  wenn  entsprechend  einer  Rotation  der  Corvo  um  die  « 
Aze  oibj^ciojify  varilren. 
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§.  5. 

Wir  haben  r,  ab  jedesfiiUs  bcgriffm  In  Dach  Gl.  (13)  tege- 
stcllt,  wo  dio  OoüfifaiiteQ  noefa  nidit  bestimmt  sind.  Seien  r  ond  r, 
definirt  durch  (23)  and  (25)  and 

^^^-^  f  t-^^^+C  (3i) 

Durch  Diü'ereütiatioü  folgt: 

^     2    "^«^    ■"  ^ 
Dies  verglichen  mit  (21)  imd  (27)  gibt: 

1-a  (i-a)yi^«^6^_|_^ 
Nnn  ist  nach  GL  (22)  (19) 

^  1+/  "  (1+/)» 

und  wir  gewinnen  aus  (34)  zunächst  die  neue  iutegrailoruid : 

^  V        (1+/)*  (1  -«)  yi  +  a+6,  +T,  ^ 

l+/+i7'+«  +  ^Ä'-m) 

FOr  a  1  Ist  der  Ausdruck  nicht  direct  aaweudbar.  Um  auf 
den  Fall  stetig  ttberzugehcu,  sei 

a-"c^  —  oos»i  — Of  — sin« 

uiui  X  uueudlich  klein.  Dann  wird  bei  Entwickeiuug  bis  auf  1.  Ord- 
nung 

1  —  a  1  — a  » 


daher 


2«(  . 
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Hwi  ist  nach  GL  (!•) 

{"i+f+g'+nY+W  '-^)'  =  2(i+/)(l+/+^'+»») 
foYglicb 

"  X  2(l+/^)(l+/-4- i/'-l-») 

Efi  ist  aber 

und  nach  Gl.  (2) 
daher 

In  einiacbBter  Gestalt  hat  man  also: 

wie  sich  auch  durch  Differentuitlon  leicht  bestätigt 


Jetzt  ist  für  irgend  einen  Wert  von  C,  welcher  vom  Coefficientcn- 
system  abhängt,  längs  der  Corve 


+  C 


1+/ 


Da  man  eine  momentane  Stellung  der  Tangente,  Uaupt-  und  Binor- 
male für  dr,  y  nnd  m  Bicfatung  wählen  kann,  so  ist  es  gestattet  das 
Wertoystem 

als  existirend  zu  betrachten  und  in  die  Gleichung  einzuführen.  Bann 
kommt: 
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NoD  ist  nacb  Gl.  (2) 

(J  —  a,)  (Ag  -  c)  -  —  (c -(-  rr,)  ( 1  +  fl  -f     -f  r.) 

and  die  Gleicliiing  rediiciit  sieb  auf 

2(1^)  +  ^  ^ 

oder 

„  i  —  IC 

Mit  AnweDdnog  von  Gl.  (1*)  kdntten  wir  das  Resultat  schreiboii: 

Diese  Formel  stellt  das  Product 

{t+a+b,+c,)(l+f+g'+7t)(l+/,  +  g,'+n^)  (87) 

als  Quadrat  dar.  Die  3 . 3  darin  ügurircndcn  Grössen  sind  die  Rieh- 
taagscosinas  gleichnamiger  Axon  dreier  ckrthogonaler  Axensystome 
gegen  einander.  Das  Prodoct  bleibt  daher  ungeäudert  erstens  bei 
Vertanschnng  der  3  Axensysteme,  zweitens  bei  gleichzeitig  cyklischer 
Vcrtauscliun^  der  Axcn  innerhalb  jedes  Systems.  Die  Basis  des 
Quadrats  zeigt  dagegen  nicht  dieselbe  Symmetrie ;  daher  lässt  sie  sich 
in  9  verschiedenen  Formen  darstellen^  welche  identisch  sein 


§.  7. 

Nach  dem  Vorstehenden  ist  nun 

"  y2(i4-/f+Ft'+«f) 

ß    V2(i+7+/-l-»)      "Vi+z  / 

far 

1  _  ^"i'^        —  %) ,   ^  ^  ?  ~ ($8) 

Das  allgemeinste  Integral  der  Gl.  (7)  muss  den  gleiohea  Ausdrock 
für  allgemeine       C  habeb.    Soll  nun  r,  das  aUgemeinste  Intograi 


Digitized  by  Coogl 


Hoppe:  Rein  analytische  Comtqutnzen  der  Curventheorie. 


427 


repräsentircn,  so  ist  einzige  Bedingnng,  dass  für  gegebene  B,  C  die 
Gl.  (38)  erfüllt  werden  können.   Setzt  man 

a  =3  cos  X ;  b  =  sin  A  sin  v ;   c  =  sin  X  cos  v 

oj  =  —  sin  X  sin  tt\      *i  =  t-'os  x  sin  ,u  sin  v  -f-  cos  jn  cos  v 

c'i  =«  cos  A  sin  n  cos  v  —  cos  fi  sin  v 
rtj  «=  —  sin  X  cos  fi\         =  cos  x  cos  .u  sin  v  —  sin  jix  cos  v 

Tg  =  cosxcos/ACOS  v-f-sinjKsinv 


daun  wird 


^  =  »  sin  |e-4(/^+r)  j   c  =  —  /  tg  *e->  (39) 


Setzt  man 


so  erhält  man  die  4  Bedingungen: 


sin*=p;  =  2(R-7r)  (40) 


tp*-(Z;   v  =  -R-p  ,  (41) 


Die  Amplitudcngloichungen  lassen  sich  durch  /tt  und  v  erfüllen,  die 
Modnlgleichungen  im  allgemeinen  nicht.  Demnach  ist  das  durch 
Gl.  (25)  (24)  definirtc  r«  nicht  gleich  allgemein  mit  r^.  Beide  unter- 
scheiden sich  durch  einen  reellen  Factor. 

Betrachtet  man  dagegen  als  Bestimmungsgrösse  der  Curvc,  so 
zeigen  die  Gl.  (9)  (10)  (11),  dass  nicht  nur  ein  reeller,  sondern  ein 
beliebig  complexcr  Factor  von  jedem  r,  mithin  auch  von  aus  den 
Werten  von  /",  l  herausfiillt,  so  dass  die  erste  Gl.  (39)  zur  Be- 
stimmung der  Cun'O  nicht  mitwirkt.  Hier  fallen  die  Gl.  (40)  weg; 
nur  die  Gl.  (41)  sind  notwendig  und  bestimmen  x  und  v,  während 
/Li  willkürlich  bleibt  Erwägt  maü  indes,  dass  durch  x  und  v  ebenso 
wie  durch  /",/',  l  die  Lage  der  Curvc  zur  x  Axe  allein  bestimmt 
wird,  während  a  nur  die  willkürliche  Rotation  um  die  x  Axo  aus- 
drückt, so  erkennt  man,  dass  die  allgemeinste  Lösung  der  Dift'eren- 
tialgleichung  sich  vollkommen  mit  der  allgemeinsten  Lage  einer  Curvc 
deckt.  Man  kann  demnach  die  Differentialgleichung  nicht  dazu  ver- 
wenden, aus  der,  einer  speciellen  Curve  entnommenen  Lösung  die 
Bestimmung  anderer  Curven  abzuleiten. 
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f.  8. 

Seien  r,  r,,  dcfinlrt  durch  Gl.  (23)  entsprechend  3  venchie- 
denen  Lagen  derselben  Curve.   Dann  muss,  weil  alle  die  Gl.  (7)  er- 

l'üllcQ,  eine  liueare  Relation 

At+Atr^+A^t^O  (42) 

zwischen  ihnen  existiren.  Durch  Differentiation  geht  daraus  henor: 

A9r'\'Atmfri'\'  A^u^^  =  0 
Aus  beiden  Glcicbangüu  ündet  man: 

*     ^  r  rj 

Man  braucht  dann  nur  ein  spccicllcs  Wortsystem,  bezeichnet  darch 
den  Index  0  einzuführen,  um  die  Formel  (42)  zu  einer  bestimmten 
zu  machen,  nämlich: 

das  i^i  einer  algebraischen  Kelatiou  zwischen  6  orthogonalen  Systemen. 

Zq  specieller  ADwendimg  m^igen  das  zweite  und  dritte  Azen- 
sjrstem  gegen  das  erste  die  Bichtungacosiiii» 

0  10  0  0  1 

001  100 
100              0  10 

haben.  Zur  CoeffidentenbestunmoBg  setzen  wir 

dann  werden  die  ca  nach  der  Reihe  0,  1,  »,  die  r  ebenso  2,  1  — i, 
die  Coeffidenten  haben  den  gemeinsamen  Factor  1(1— 1%  nach 
dessen  Weglassnng  sie  sind:  1,  —1,  ^1.  Die  Gleichting  lautet: 

r — —  r,  =  0  oder; 


l  +  Ä-f/'-f  m+*V-0 


-0 


Vl+A+^'+m 

Macht  man  die  Gleichung  rational,  so  erhält  man; 
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§.  9. 

In  meiner  analytischen  Cun'antheorie,  Arch.  T.  LVI.  S.  62,  habe 
ich  gezeigt,  dass  jeder  Lösung  r  der  Gl.  (7)  als  zweite  der  conju- 
girte  Wert  von 

entspricht.  Setzt  man  den  Wert  ^wr  für  r'  und  für  r  die  Aus- 
drücke (14)  (23),  80  erhält  man  folgende  Darstellung  des  allgemeinea 
Integrals : 

A\i+f+9'+n+i(h'-'m)\+B\/'-g+i(h-l)\ 
Den  Differentialquotienten  findet  mau  leicht  aus 

(r'e**)'  =  (r"+  ir'i^')V»  =  —  ^' 
Setzt  man  den  conjugirten  Wert  ein,  so  ergibt  sich: 

Hiemach  muss  für  irgend  welche  Coustantcn  Ay  Ii  sein: 


das  ist  für  /  «=  ^'  «=  n  «=-  1 : 

14-a-fÄ,  +  e8  +  i(6,  — Cj) 


b  —  rtj  -(-  i(c  —  flj) 


2A 


-2B 


Dies  ergibt  2  neue  algebraische  Relationen  und  2  neue  Darstellungen 
des  symmetrischen  Products  (37). 
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meeUm, 


XXI. 


Miscellep. 


1. 


£iue  Gruppe  planimetrischer  Haxima  uud  Minima. 

£8  «ei  ABC  ein  schiefwiDkliges  Dreie(^  mit  den  Seiten  abe  und 
den  Winkeln  aßy,  ha  Höhe  zo  a,  Oder  Mittelpunkt  des  eingeschrie- 
benen, 0^^  der  des  der  Seite  a  angeschriebenen  Kreises,  q  und  f« 
deren  Radien  nnd  O  nnd  0«  ihre  Berflhmngspnnkte  mit  der  Seite 
AC^  a-i-h-i-e  ^  2a  nnd  jI  der  Inhalt  des  .Dreiecks,  so  ist  bekannt* 


Betrachtet  man  von  den  StIIcken  «  a  «  ^  9«  Aa  ^  je  drei  ik 
gegeben,  so  erhftlt  man  eine  Beihe  von  Aui^aben,  deren  Lflsnsg 
sich  meist  dnrch  den  blossen  Anblick  der  Figur  ergießt  Nimmt  mtn 
je  zwei  Stacke  als  constaut  an  und  denkt  im  Uebrigen  die  Fi^ 
verftuderlich ,  so  ergeben  sich  ebenso  leicht  interessante  Sftt»  über 
Haxima  und  Minima,  die  zwar  vereinzelt  in  Au^ibensammlnngen  a 
finden,  in  diesem  Znsammenbange  aber  und  so  einfach  bewiesen  mir 
nicht  bekannt  geworden  sind.  Kamentlicb  bei  der  Determination  der 
oben  angedeuteten  Aufgaben  dürften  dieselben  fbr  den  Unterricht 
vorteilhaft  Anwendung  finden. 

Vorbemerkung:  Berühren  sich  die  Kreise  O  und  O«,  so  ist  ABC 
gleichschenklig,  weil  die  Ualbirnngslioie  AOOa  des  Winkels  er  aof 
der  Basis  senkrocht  steht.  Im  folgenden  kommt  es  immer  daraaf 
an,  die  Figur  so  zu  verftndom,  dass  die  Kreise  O  und  O«  sich  be> 
rahren. 


lieh 
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1.  £s  bleibe  o  und  a  constant.  Mit  a  ist  auch  seine  Ilalbi- 
rangslinie  AO  der  Richtung  nach  festgelegt  und  mit  ©55«  =»  a  ist 
die  Strecke  00a  unveränderlich.  Wird  nun  lö©«  so  verschoben,  dass 
A^ßa     8   wächst ,    so  wachsen  gleichzeitig       p«,    J  =  q»  und 

ha  —  — bis  sich  O  und  Oa  berühren,  folglich  gilt  der  Satz: 


Von  allen  Dreiecken  über  derselben  Basis  a,  welche  in 
dem  Winkel  an  der  Spitze  übereinstimmen,  hat  das  gleich- 
schenklige den  grössten  Umfang  und  Inhalt,  den  grössten 
eingeschriebenen  Kreis  und  die  grösste  zur  Basis  gehörige 


2.  Durch  a  und  «  ist  das  Dreieck  AS^nOa  gegeben.  Lässt  man 
löQa  =  a  kleiner  werden ,  so  wächst  p,  demnach  auch  J  =  g^t  und 

ha  zufolge  der  Beziehung  J-  =        —  ^  \  folglich 


Alle  Dreiecke,  welche  in  dem  Winkel  au  der  Spitze  A 
und  dem  Umfang  übereinstimmen,  haben  den  der  Seite  a 
angeschriebeneu  Kreis  gleich.  Das  gleichschenklige  aber 
hat  beim  Minimum  der  Basis  ein  Maximum  des  Inhalts, 
der  Höhe  und  des  eingeschriebenen  Kreises. 


3.  Hält  man  a  und  q  und  damit  das  Dreieck  A'i^O  fest,  so 
nehmen  mit         =  «  auch  .1*^«  —  *,  p„  und     ==•  p«  ab ,  während 


ha  wegen  ^  2\p —  g  )  ^^^^^^^  und -ri©  =  *  — «  constant  bleibt; 
also 


Alle  Dreiecke,  welche  sich  einem  gegebenen  Kreise  so 
umschreiben  lassen,  dass  sie  einen  gegebenen  Winkel  a  an 
der  Spitze  enthalten,  stimmen  im  Ueberschuss  der  Schen- 
kelsummo  über  die  Basis  Uberein.  Das  gleichschenklige 
aber  hat  neben  der  grössten  zu  a  gehörigeu  Höhe  am 
kleinsten:  den  Umfang  und  Inhalt,  die  Basis  und  den  der 
letzteren  angeschriebenen  Kreis. 


4.  Man  schlage  mit  ha  einen  Kreis  um  A ,  so  ist  BC  äussere 
Tangente  für  denselben  und  den  Kreis  O.  Bleibt  jetzt  a  und  ha 
constant,  so  rückt  O  auf  der  festen  Linie  AO  nach  A  hin,  wenn  p 
kleiner  wird.  Gleichzeitig  aber  nehmen  Aß,  AC\  BC  und  damit  t 
und  J     Q8  ab,  also 


Von  allen  Dreiecken,  welche  iu  einem  Winkel  und  der 
zugehörigen  Höhe  übereinstimmen,  hat  das  gleichschenklige 
ein  Minimum  für  Basis,  Umfang,  Inhalt  und  eingeschrie- 
benen Kreis. 


a 


Höhe. 


1 
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5.  Wenn  bei  coiisUntero  a  und  J  =  g»  der  Uni&ng  «  abnimmt, 
so  mnss  f  wacbsen,  also  O  und  Oa  auf  der  festen  Linie  AO  zor 
sammeorflcken,  ebenso  ^  und  iö«,  bis  sich  die  Kreise  O  bei  wmchMB- 
dem  und  O«  bei  abnebmendem  Radius  beilüireo«  D.  b. 

Von  allen  gleicb  grosaea  Dreiecken  mit  demielbeii  Winkel 
«  an  der  Spitze  bat  das  gleiebBcbenkltge  den  grIMen  ein- 
geecbriebenen  nnd  gleicbzeitig  den  kleinsten  der  Baiis  an- 
gescbriebenen  Kreis.  Ansserden  ein  Minimnm  der  Basis 
nnd  des  Umlangs  nnd  ein  Haximnm  der  snr  Basis  gehdiigen 
Hobe. 

G.  Mit  a  nnd  s  sind  die  Strecken  9Qa  und  A'^„  und  damit  die 
Lote  in  )b  and      auf  A^a  als  Oerter  fOr  O  und  O«  gegeben.  Mit 

aha 

a  waciibtu  aucii  q  und  Qa  und  daher  wegen  J  =  qs  auch  ^ 

nnd  A«,  demnacb: 

Yon  allen  Breiecken,  «eiche  in  der  Basis  a  nnd  dem 
Umfang  abereinstinimen,  bat  das  e^eiebschenklige  den  Winkel 
an  der  Spilze,  den  eingeschriebenen  so  wie  den  der  Basis 
angeschriebenen,  die  zur  Basis  gehörige  HOhe  nnd  den  In- 
halt am  grOssten. 

7.  Es  sei  a  und  g  coustant,  also  auch  Dreieck  0^9«  and  das 
Lot  ia      auf  >b^m  als  Ort  fto  O«.  Bewegt  sieb  A  nach  «  hin,  so 

wird  «  =  A'^a  kleiner  und  damit  aucli  J  ^  und 
rend  ^  nnd  «  wachsen,  folglich 

Von  allen  Dreiecken,  welche  sich  einem  festen  Kreise  so 
umschreiben  lassen,  dass  sie  eine  gegebene  Basis  a  ent- 
halten, hat  das  gleichschenklige  den  grössten  Winkel  ao 
der  Spitze  und  den  grössten  der  Basis  angfscljriebenefl 
Kreis,  aber  den  kleinsten  Umfang  nud  Inhalt  und  die 
kleinste  zur  Basis  gehörige  Höhe. 

8.  Hftit  man  neben  a  qm  fest,  nnd  lässt  A  sich  von  Q  fort- 
bewegen,  so  wachst  9  =  A^  nnd  ^  nnd  damit  ^  s  fr  nnd 

A«  —  Da  stets  f  <1  ^  bleibt,  so  tritt  die  Berübrong  der  Kreise 
O  nnd  Ott  nnr  dann  ein,  wenn  a  <C  2fd,  folglich 

Yon  allen  Dreiecken,  welche  die  Basis  und  den  dersolbeo 
angeschriebenen  Kreis  gleich  haben,  besitzt  das  gleich* 
sdu  nklige  den  kleinsten  Winkel  an  der  Spitze,  aber  des 
grössten  eingeschriebenen  Kreis,  den  grössten  Umfang  nnd 
Inhalt  nnd  die  grOeste  zur  Basis  gehörige  HOhe. 
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9.  Hit  a  s  Wa  sind  die  Lote  In  9  nnd  SB«  anf  9^  fest- 
gelegt Soll  dann  noch  ^  oanstaat  bleiben,  so  mass  wegen  A  ^  ^ 
*  aboelunfln,  wenn  ^  wichst,  dann  nehmen  aber  auch  «  und  zu, 


Von  allen  gleich  grossen  Dreiecken  von  derselben  Basis 
hat  das  gleichschenklige  den  kleinsten  Umfang,  den  grössten 
ein-  und  der  Basis  angesehriobenen  Kreis  und  den  grOssten 
Winkel  an  der  Spitse. 


10.  Durch  p  und  «  ist  ^  bestimmt.  Legt  man  ilS«  #  fest 
und  lässt  id^n^a  abnehmen,  so  rücken  die  Kreise  O  und  Oa  zusammen 
bis  zur  Berftbruug,  dann  ist  a  ein  Minimum  =  a^.  Wächst  dagegen 
so  bewegt  sich  das  constante  08  nach  A  hin,  und  daher 
wftcfast  der  Winkel  a  und  der  Radius  ^  bis  sich  die  Kreise  zum 
zweiten  Male  berOhreBf  dann  ist  a  ein  Maximum  »  o^,  d.  h. 

£b  lassen  sich  einem  Kreise  unendlich  viele  Dreiecke 
umschreiben,  welche  alle  denselben  Umfang  nnd  Inhalt 
haben.  Unter  diesen  ist  dasjenige,  welches  die  kleinste 
Seite  und  den  kleinsten  gegenflber  liegenden  Winkel  ent- 
halt, glelchsdienklig,  ebenso  dasjenige,  welches  die  grössto 
Seite  nnd  den  grössten  Winkel  an  der  Spitze  hat.  Oder; 
Ein  Dreieck  Iftsst  sich  mit  Beibehaltung  des  Umfangs  stets 
so  verwandeln,  dass  es  eine  Seite  a  zwischen  zwei  Grenzen 
Ol  und  «4  oder  einen  Winkel  zwischen  zwei  Grenzen 
nnd  tt%  enthalt 

Da  8a,  <  2«  und  So^  >  2«  ist,  so  liegt  ^  zwischen  a,  und 

und  man  kann  also  jedes  Dreieck  mit  Beibehaltung  des  Umfaiifjs  so 
verwandeln,  dass  eine  Seite  ^  des  Umfangs  wird.  Mit  Benutzung 
?on  6.  ergiebt  sich  dann: 


Von  allen  Dreiecken  mit  demselben  Umfang  hat  das 
gleichseitige  den  grössten  Inhalt 


Da  ferner  Saj  <<  und  3«^,  >>  Ix^Kß  ist,  so  liegt  r>0°  zwischen 
«,  und  und  mau  kann  demnach  jedes  Dreieck  mit  Beibehaltung 
des  Umfangs  so  verwandeln,  dass  es  einen  Winkel  von  6(F  enthält, 
Aua  b.  folgt  dann; 


Von  allen  gleich  grossen  Dreiecken  hat  das  gleichseitige 
den  kleinsten  Umfang. 


AMh.  S.  Xilk.  m.         S.  B«ibi^  T«U  IL 
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AnmerkQDg.  Die  Sätze  vom  glcicbseitigeii  Dreieck  werden  ge- 
wöhnlich als  selbstventtändliche  Znaätie  za  6.  und  6.  gegeben ,  wie 
in  der  Planimetrie  von  Heis  und  Eschweiler.  Steiner,  geaanundte 
Werke  II  185  führt  einen  andern  Beweis  von  LhniUer  an  and  giebt 
einen  eigenen,  der  dem  obigen  ähnlich  ist  Geht  man  vom  gleich- 
schenkligen Dreieck  ans,  so  eqpobt  sich  die  halbe  Basis  x  desselbeB 
als  Wnrzel  der  kubischen  Gleichung 

2«»— a^#+^is=0 

und  zwar  ist  s  =  ^  d.  h.  Dreieck  gleichseitig,  sowol  wenn  p  tin 

Maximam  bei  gegebenem  *,  oder  «  ein  MiDimum  bei  gegtibcuem  ^ 
ist.  Dies  sind  ebeuiulls  die  obigeu  Sätze.  Siebe  Lampe,  Geome- 
trische Aufgabeu  S.  7. 


11.  9  und  Ha  bestimmen  das  Dreieck  Ä0J9^  nnd  damit  dea 
Winkel  «.  Nimmt  Q13«^a  ab,  so  wächst  q  und  fo^lich  auch 

J^Q»  und  /*«  wegen     =       -      d.  h. 

Alle  Dreiecke,  welche  dcu  Umfang  und  den  der  Basis 
angescbriebencn  Kreis  gleich  haben,  stimmen  auch  im  Winkel 
an  der  Spitze  übcreiu.  Das  gloichscbcnkligo  unter  ihnen 
aber  hat  die  kleinste  Basis,  die  grösste  zur  Basis  gehörige 
Höhe,  den  grössten  Inhalt  und  deu  giössten  eingeschriebe- 
nen Kreis. 

12.  Aus  4sf     0«  »       folgt  ^ :  a     Atf :  2«.    Mit     und  •  ist 

also  das  Verbältuiss  ^  :  a  und  dadurch  die  Richtung  O^a  als  Ort 
für  O  gegeben,  wenn  der  rechte  Winkel  A^oOn  festliegt.  Mit  wach- 
sendem a  uehnieu  äucb  ^  indem  bich  AO  um 
A  dreht,  ebenso  J  —  gs: 

Von  allen  Dreiecken  mit  demselben  Umfang,  welche  in 
einer  Höbe  übereiriStiTumen ,  baf  d;is  gleiVhschenklige  am 
grössten:  die  Basis  und  dcu  geg<  iiul)(  rliegendeu  Winkel, 
den  eingeschriebenen,  so  wie  den  der  Basis  angeschriebenen 
Kreis  nnd  den  Inhalt 

13.  Solleu  Q  und      coustaut  sein,  SO  Ist  dies  anch  km.  Hit 
=  a  wird  Aiöa  =  «  und  ^  =     kleiner  und  o  grösser,  also 

Alle  Dreiecke,  welche  sich  einem  Kreise  so  umschreibeo 
lassen,  dass  der  der  Basis  angeschriebene  Kreis  eine  gc 
gebene  GrOsse  hat,  stimmen  In  der  Höbe  zur  Basis  über* 
ein,  das  gleichschenklige  aber  hat  die  kleinste  Basis,  den 
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kleinsten  Umfang  und  Inhalt,  dagegen  den  grössten  Winkel 
an  der  Spitze. 

14.  Mit  a  und  Qa  ist  «  und  «  constÄnt;  mit  a  und  ha  auch  a 
und  ^,  mit  /f  und  oder  p  und  /I  ebenso  «  und  mit  p  und  ha 
oder  pa  und  ä«  endlich  p  und  p«  gegeben.  Diese  Falle  sind  also 
in  dem  Obigen  miterledigt  Dr.  J.  Lange. 


2. 


Ein  Dreieekssatz. 

7^  sei  ein  belieger  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiecks  ABC.  Soll 
eine  Gerade  durch  /'  so  gelegt  werden,  dass  ihr  von  den  Dreiecks- 
seiten AB^  AC  begrenzter  Teil  von  7*  halbirt  ist;  so  zieht  mau  durch 
P  eine  Parallele  zu  AC,  welche  ^ITy  iu  K  trifft,  und  trägt  auf  AB 
die  Strecke  KCa  =  AK  auf;  CaP  ist  die  verlangte  Gerado. 

CaP  treflfe  AC  in  Ba.  Zu  dem  Zwecke,  zwischen  den  drei  Ge- 
raden BaCa  und  dem  Dreiecke  ^IT^C  eine  Beziehung  herzustellen, 
suchen  wir  die  Gleichung  der  Geraden  BaCa 

Die  trimetrischen  Punktcoordinaten  von  F  bezüglich  des  Urdrei- 
eckes  ABC  {BC  =  a)  seien  papbpc-   Ferner  ist; 

AC  =  0      1  0 

Der  unendlich  ferne  Punkt  dieser  Geraden  hat  die  Form: 

c      0  —a 

Die  Gleichung  der  durch  P  zu  AC  gezogenen  Parallelen  PK  ist 
demnach : 


Xa  pa  C 
Xb    pe  0 

(te    pc    — O 


0 


Die  Geraden 


PK  =  -  apt, 
AB  =  0 


cpe-\-apa 
0 


treffen  sich  in 


h  =  cpe  -\-apn 


apb 


—  Cpb 

1 

0 


Bezeichnen  wir  mit  A'(a)  die  Lüiiiio  der  Normale  von  K  auf  BC 
und  mit  /'  den  Flächeninhalt  des  Kundameutaldreiecks,  so  ist: 


28  * 
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K(e)  -  0 

Nach  der  augefuhrteu  ConBtinctioii  ist  K  die  Mitte  von  ACt. 
£b  ist  also: 


Ferner  erhalten  wir: 

2F 

Ca{b)  «=»  2apb  : 


Ca{c)  «  0 

i^aCa  trifft  ITC  in 

Die  VI  liegen  in  der  Geraden 

Diese  Gerade  ist  der  üarmouikalea  des  Punktes  P  paraUel. 
Efl  sind  nftmlich  zwei  Oerade 

OiXa-^-b^Kh^e^Kt  0 

einander  parallel,  wenn 

-Saft«^— Vi)  —  0 

Die  Harmonikale  des  Punktes  P  bezüglich  des  Urdreiecks  ist 
die  Gora(i(  pbpe.  hüi  die  Gerade  i&  und  die  Harmonikale  Ton  P 
ist  demnacii: 
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Pe  pa  P9pi 

pr Pa  (cpi^apn—  bph)  papb{apa-\-bph—cpc) 


£8  ist  aber 


Zapg{hpb — epe)  —  0 


Folglich  i3t  die  Gerade  der  p^pe  parallel.  Wir  haben  also  folgen- 
den  Satz: 

Die  drei  durch  einen  beliebigen  Punkt  in  der  Ebene  eines  Drei- 
ecks gezogenen  Oeraden,  deren  von  je  zwei  Droiocksseiten  begrenzten 
Stflcke  durch  den  gewfthlten  Punkt  Imlbirt  werden,  treffen  die  Gegeu- 
Seiten  in  Punkten  einer  Geraden,  welche  der  Harmonikaien  dieses 
Punktes  parallel  ist 

Projicircn  wir  die  Figar,  so  wird  die  unendlich  ferne  Gerade 
eine  Gerade  welche  die  ßC  in  trifft.  A'  ist  dann  der  Schnitt- 
punkt der  Geraden  .1/;  nnd  P//,.  Ca  ist  der  zu  A  bezüglich  A'Cj 
vierte  harmonische  Punkt  Die  BaCa  treifoii  die  BC  in  Punkten 
einer  Geraden  ®,  von  welcher  die  Harmonikalo  von  P  und  die  9^ 
in  demselben  Punkte  geschnitten  werden.  Wir  haben  also: 

P  sei  ein  beliebiger  Punkt  in  der  Ebene  des  Dreiecks  AHO. 
Die  Gerade  ©j  treffe  BC  in  yi,.  Bezüglich  C,  und  des  Schnitt- 
punktes der  PJii  mit  AB  liege  C«  zu  A  harmonisch. 

Dann  treffen  die  Bfy  die  SC  in  Punkten  einer  Geraden  40;  diese 
Gerade,  und  die  Harmonikale  von  P  schneiden  sich  in  oinem 
Punkte.  FflrOi5a,wird 


Ein  Sata  über  Kegelsehnltte,  die  einem  Dreieek 
elnhesehrlehen  sind« 

Es  möge  mir  gestattet  sein  im  folgenden  die  Frage  nach  dem 
geometrischen  Orte  der  Mittelpunkte  der  Kegelschnitte,  dio  einem 
Dreieck  oinbeschricbon  sind,  und  deren  Achsenquadratsumme  eine 
gegebene  Grösse  hat,  zu  behandeln  und  dann  einige  Folgerungen  zu 
schUessen. 


Wien,  Decembcr  18Ö4. 


Emil  Hain. 
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ABC  sei  irgend  ein  Dreieck,  .Llj,  i//;,  lunl  CC\  dessen  Huhtu 
mul  //  dessen  Höhensclajitt.  Wuhlcu  wir  imu  auf  AB  irgend  eiueü 
ruiikt  E  uud  auf  AC  irgend  einen  Pnnkt  F  und  boschreibeii  über 
EC  uud  BF  als  Durchmesser  Kreise,  so  hat  der  Puukt  //  in  Bezag 
auf  die  beiden  Kroise  die  gleichen  Potenzeu  UC.HC\  and  HB.HB^^ 
liegt  also  auf  der  gcmeinsameu  Sehne  derselben.  Sind  ferner  M 
und  N  die  Schnittpunkte  der  beiden  Kreise,  so  ^Y erden  alle  Kegel- 
schnitte, die  dem  Dreieck  einbeschriebcu  sind,  und  die  die  Linie  EF 
berühren,  aus  diesen  Punkten  unter  rechteu  \Vinkeln  gesehen.  Ist 
also  der  MittclpunKt  eines  solcheu  K.egelschaitts  mit  den  Halb- 
achsen a  und     so  muss  somit 

sein.  Andererseits  tindcn  wir  jedoch,  dass  in  dem  gleicbscbookligen 
Dreieck  MPN  auch  die  Belaüon 

gütig  ist  Daraas  folgt  aber  sofort  die  Crieicliimg 

Hieboi  haben  wir  zwar  voraasgeseixt,  da»  die  beiden  ScholU- 
puukiü  M  und  N  der  Kreise  re^ll  seien.  Ist  dem  jedoch  nicht  so, 
so  ist  doch  die  letztere  Formel  gütig,  nor  erleidet  der  Gang  der 
AbloitttDg-eiue  nuwesentliche  Aendernng. 

Aus  der  entwickelten  Beiation  Z/i o^+i^-|-/i-l.i/-lj  er- 
geben sich  nun  folge  Sätze: 

1)  Ist  P  der  Mittelpunkt  eines  Kegelschnittes  mit  den  Halb- 
achsen a  nnd  ^,  der  einem  Dreiedc  ^1  cinbcschrieben  ist,  so  ist  stets, 
wenn  M  der  HOhenschnitt  des  Dreiecks  ist: 

HP^=:a*+b*+  const. 

2)  Ist  der  Höhenschnitt  eines  Dreiecks  Mittelpunkt  eines  Kegel- 
schnitts, der  dem  Dreieck  einbeschriebcu  ist,  so  hat  derselbe  nnter 
allen,  dem  Dreieck  ciubeschhebenen,  Kegelschnitten  die  kleinste 
Achscnqnadratsumme. 

3)  Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  Kegelschnitte, 
die  einem  Dreieck  einbeschrieben  sind  nnd  die  eine  gegebene  Achsen- 
qnadratsumme  haben,  ist  ein  Kreis  um  den  Höhenschnitt  des  Dreiecks 
als  Mittelpunkt 

Wird  femer  a^+b^  —  0,  so  ist  der  Kegelschnitt  eine  gteidi* 
seitige  Hyperbel  nnd  wir  finden  den  bekannten  SaU: 
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4)  Der  geometrische  Ort  der  Mittelpunkte  aller  gleichseitigen 
Hyperbeln,  «lie  einem  stumpfwinkligen  Dreieck  einbeschrieben  werden 
können,  ist  ein  Kreis  um  den  Ilühcnschnitt  des  Dreiecks,  der  die 
Kreise  über  den  Seiten  rechtwinklig  durchschneidet. 

Da  femer  unter  den  Kegelschnitten  sich  solche  befinden,  die  in 
eine  doppelt  zu  rechnende  Strecke  übergehen ,  deren  Endpunkte  in 
eine  Ecke  und  die  gegenüber  liegende  Seite  des  Dreiecks  fallen,  er- 
giebt  sich  der  Satz: 

5)  Wird  um  den  Uöhenschnitt  eines  Dreiecks  ABC  ein  Kreis 
beschrieben,  der  die  Seiten  des  Dreiecks  der  Scitenmitton  von  ABC 
bei  entsprechender  Bezeichnung  in  a ,  ,  /3 ,  ^i,  /  und  trifft ,  so 
ist  stets: 

Aa  =  Aa^  =  Bß  =  Bß^  «  Cy  =  Cy,. 

Da  überdies  congruento  Kegelschnitte  gleiche  Achscnquadrat- 
snmme  haben,  so  folgen  noch  die  Sätze: 

6)  Einem  Dreieck  lassen  sich  höchstens  6  Kegelschnitte  ein- 
bescbreiben,  welche  einem  gegebenen  Kegelschnitt  congrucnt  sind. 
Die  Mittelpunkte  desselben  liegen  auf  einem  Kreise  um  den  Uöhen- 
schnitt des  Dreiecks. 

7)  Einem  Kegelschnitt  lassen  sich  höchstens  24  Dreiecke  um- 
schreiben, die  einem  gegebenen  Dreieck  congrucnt  sind;  die  Höhen 
derselben  sind  vom  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts  gleich  weit  ent- 
fernt. (Die  Sätze  5),  6)  und  7) )  tindeu  sich  in  Steincr's  g.  W.  B.  U. 
p.  3^16. ,  jedoch  giebt  Steiner  in  letzterem  Satze  irrtümlich  die  Zahl 
6,  anstatt  der  Zahl  24  an.) 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  hinzufügen,  dass  diese  Sätze 
wenigstens  teilweise  noch  giltig  sind,  wenn  zwei  Seiten  des  Dreiecks 
zusammenfallen. 

Weingarten,  im  Febr.  1885.  B.  Sporer. 


4. 

KSrper  zwischen  zwei  Rotationsellipsoiden. 

Es  liegt  zu  Grunde  das  System 

(1)    JT.+  A.-l^'O 


440  JluoaUeii, 

Das  gemeinscbamiche  FIftGhesitlick  JCXHLDMGt  steUtiich 
dar  als 

Das  fläcbenstttck  JBMGJ  stellt  sich  dar  als 

O*  — 


1.  Die  beiden  Ellipsen  rotiren  gleichzeitig  am  die 

oB-Axe. 

Es  entstehen  swei  Rotationsellipseide,  welche  ein  Kftrpenlüek 
gemeinschaftlich  haben.  Ausser  diesem  gemeinschalUichen  KArpe^ 
stflcke  entstehen  zn  beiden  Seiten  des  zweiten  Rotationsellipsoidi, 
links  nnd  rechts  zwei  congrnente  Körperstflcke  des  ersten  Botstieiu- 
ellipsoids  nnd  endlich  bleibt  noch  ein  wulstfftnniges  KOrpentQck  vom 
zweiten  Kotationselllpsoido  rings  um  das  gemeinschaftliche  Körper- 
stflck  des  dnrch  Rotation  der  Ellipse  (2)  nm  die  kleine  Aze  enl^ 
standen  ist. 

Es  bezeichne  nan 

das  Volnmen  des  gemeinschaftlichen  Körperstttckes,  d*s 
dnrch  Rotation  von  KCJGMDLHK  entstandea  ist; 

das  Vokiueu  des  Köqjers,  der  durch  Rotatuni  von 
GJBMG  oder  UKjLLU  um  die  x-Axe  eutstauden  vA\ 

Ks  das  Volnmen  des  Körpers,  der  dnrch  Rotation  von 
RCJE  oder  LDMF  nm  die  ««Axe  entstanden  ist 

Dauu  ist 


Drehen  sich  beide  Ellipsen  gleichzeitig  um  die  v-Axe,  so 
stehen  dieselben  Kurpcr;  blos  ihre  Lage  ist  eine  andere. 
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2.  Die  beiden  Ellipsen  rotiren  gleichzeitig  um  ihre 

kleinen  Azen. 

Es  entstehen  zwei  breitgedrftckte  Botationsellipsoide. 

DoDkcu  wir  um  in  0  senkrecht  auf  der  j;^-Ebonc  die  5-Axo,  so 
beriiiireü  sich  beide  Körper  in  z  =  -f-"  ^nd  z  •  — o. 

Es  soll  das  Volumen  den  den  beiden  BotntionseUipsoiden  ge* 
neinschnftlichen  Ki^rperteiles  berechnet  werden. 

Die  Gleicbunf,'  den  llotatiaosellipsoides,  welches  durch  Botation 
von  GEH  um  GH  entsteht,  lautet 

Legen  wir  jetzt  eine  Schnittebene  iu  der  Entfernung  z  =^  p  von  O 
durch  beide  Körper,  so  erhalten  wir: 


oder,  wcun  lar  p  nnn  wieder  z  stehen  gelassen  wird ,  wir  nns  aber 
denken,  dass  *  jetzt  constant  ist,  so  kdnnen  die  Qleichnngen  auch 
die  Form  annehmen 

.s 


1. 


Diese  beiden  Schnittfigurcn  sind  wieder  nnr  Ellipsen,  mit  den 

beiden  As^qh  bezüglich  «j/l— nnd  6  j/l — ^» 

Das  gcmeinschaftlicho  KOrperstück  V  wird  sich  nau  einCach  dar- 
•teilen  als  #  A«)«^  wo  nnter  /(«)  das  gemeinschaftliche  Fl&chen- 
stttck  JCKHLDMGJ  zn  verstehen  ist,  imd  wohn  jeUt 

«  =  a[/^l-^  nnd  ^-jj/l-^' 


2a  setzen  ist 
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Es  war 

folglich  wiitl  hier 

fi»)  =•  4ab  (l^      2i**c  sin 


oder 

oder 
d.  h. 


/  4<tZ»(l  — *o)arc8iii  . 

K«-  ya*Äarc8in  -7--^L=z;^; 


Dm  Yolmnen  des  gemeinBcfaaftlichon  Körperteiles  ist  gleitih  dem 
vierfachen  Volameo  einer  Pyramide  mit  der  Grnndfiftche  Fg  vnd  der 
Hdhe  a. 

Gröbzig,  im  Dcccmber  lö84. 

Pr.  Albert  Bieler. 


5. 

Waan  Bteken  die  tob  einem  Punkte  an  eine  Ke^elsehnittallaie 
geiof  enen  swel  Tangenten  anf  einander  aenkreekt* 

Um  diese  Frage  sofort  fttr  alle  Kegolschnittslinicn  K  beantworten 
zu  können,  gehen  wir  von  der  sogenannten  Scheitelgleichnng 

If*  ==  px-^-qx*  X) 

ans,  welche  bekanntlich  fQr  p  ss  2a  nnd  9     —  1  einem  Kreise  vom 

Ualbmesscr  o.  fttr  p      ^  und  q  =  —      einer  Ellipse  mit  den 

Halbachsen  a  nnd  6,  für  p  -*  —  nnd    =  Hyperbel  mit 

den  Halbachsen  a  nnd  6,  Air  9  =  0  einer  Parabel  mit  dem  Paianieter 
p  entspricht 

Die  Taugente  T  an  den  Kegelschnitt  K  hat  die  Gleichung 
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welche  auch  auf  die  F'orm 

gebracht  werden  kanu.  Diu  Coordiiiateu  (x,  y)  der  ßerühruugspunkto 
müssen  den  Gleichungen  1)  und  2)  genügen,  können  somit  berechnet 
werden.  Es  ergeben  sich,  wie  bekannt,  zwei  Berührungspunkte 
i^i  ...  ('i,  ^j)  und  li^  ...  {u-^  y^)  und  dem  entsprechend  auch  zwei 
Tangenten 

r,  ...  2y,i?  -  (p  +  2<jrx,)|+y)ar,  und       ...  2y,i?  =  (p+ 
Diese  stehen  auf  einander  seokrocht,  wenn 

P+2ga4  2y»_ 

ist,  oder  die  Gleichung 

p*-\-  2pq{x,  +  4(Z«ariXa  +  4y,y,  =0  3) 

besteht.  Wenn  wir  in  die  letzte  Gleichung  die  aus  1)  und  2)  folgen- 
den Wurzelwcrtc  einsetzen,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung  4),  in 
welcher  die  laufenden  Coordiuaten  (|,  n)  der  Tangeute  T  vorkommen. 
Wählen  wir  ;  und  t]  so,  dass  der  Gleichung  4)  geuügt  wird,  danu 
sind  die  vom  Punkte  /*...(;,  i?)  an  Ä' gezogenen  Tangenten  nor- 
mal; d.  h.  die  Gleichung  4)  ist  die  Gleichung  einer  Linie,  die  alle 
jene  Punkte  enthält,  von  welchen  Tangenten  an  A'  ausgehen,  die  auf 
einander  senkrecht  stehen.  Wie  Gleichung  3)  zeigt,  braucht  mau  dio 
Wurzelwerte  selbst  nicht,  sondern  nur  (j*, -f-xj),  Xja-j,  und  y^y^.  Um 
dafür  Werte  zu  tindeu,  berechne  mau  y  aus  2)  und  setze  es  in  1) 
ein.    Mau  erhält: 

weshalb 


and 


—  ^2  ^  4p2i  -f-  \n*V  -  ^qri* 


Berechnet  man  x  aus  2)  nnd  setzt  es  in  1)  ein,  so  ergibt  sich  die 
Gleichung: 

Es  ist  also : 


4M 


Werden  nnn  diese  Werte  in  die  Qleiclmiig  8)  eiogeffthrt«  so  findet 
sich  nach  einfiwfaer  Umfomiing  die  Gleiclinng 


d.  i  die  Gleichnog  eines  Kreises  K, 

Wir  köuucn  somit  dio  oben  gestellte  Frage  dahin  beantworten: 
Bio  vom  Punkte  /* . . .  {i,  fi)  an  die  Kcgelschnittsliiiie  A'  . . . 
px+qK^  gezogenen  Tangenten  stehen  nnr  dann  auf  einander  senk- 

recht,  wenn  der  Ponkt  F  auf  dem  Kreise  K  ...  {*+«|*+^+^=0 
liegt. 

Die  Gleichungen  1)  und  4)  zeigcu  uns  auch  noch,  dass  K  und 

P 

k  denselben  Mittelpunkt  M.„{xss  —     y     0)  besitsen,  nnd  dass 


der  Halbmesser  des  Kreises  k  die  Grtese  r  »  1^  v-i  — •  V  h&t- 


Demuach  uimmt  r  den  Wert  ay^2  an,  weim  A'  ein  Kreis  vom  Ilalb» 
messer  a  ist;  den  Wert  i/a^  ^  ^^^^  Ellipse  mit  den 

Halbachsen  a  nnd  b  isti  den  Wert  Va*  —  A*,  wenn  JTeine  Hyperbel 
mit  den  Halbachsen  a  nnd  b  ist;  den  Wert  co  (d.  h.  k  wird  dne  Ge- 
rade) wenn  K  eine  Parabel  ist  In  letcterem  Falle  (q  **<  0)  redndrt 
sich  die  Gleichnng  4)  wirklich  in  die  lineare  Gleichnng: 


k  geht  also  in  die  Leitlinie  der  Parabel  Aber. 

Dio  Werte  für  r  lassen  auch  noch  erkennen,  dass  k  bei  einem 
Kreise,  einer  Ellipse  oder  einer  Parabel  A'  immer  reell  ist,  dass  aber 
k  dann  in  einen  Punkt  degenerirt,  wenn  K  eine  gleichseitige  Hyperbel 

ist,  (weil  (r  Va»  —  ä*  «-*  0  wird)  nnd  dass  gar  keine  zn  einander 
senkrechten  Tangenten  möglich  sind,  wenn  K  eine  Hyperbel  ist,  deren 

Hauptachse  kleiner  ist  als  dio  Nebenachse,   (r  =  Va*  —  b^  wird 

nämlich  in  diesem  Falle  imaginär.) 


Pola,  am  10.  Mai  1885. 


Franz  Schi  f  fuer, 
k.  k.  Prof. 
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6. 

Zur  CoBTergeBS  der  BeiheB. 

£iBe  QBeDdlicbo  Reihe 

ist  couvergcnt,  wenn 


ist 


-KLim  '^'<+l  (1) 


Wird  Um     ^  =+1,  00  convergirt  die  Reibe  nocii,  wcbd  stattliat 


(2) 


Für  den  Fall  Lim'^^^^  »  —  1  soll  im  Folgondeii  eine  analege 
Regel  aufgestellt  werden. 

Betrachten  wir  die  nnendliobe  Beilie 

«0  iat  dieselbe  eonvergent^  so  lange  «  0  ist,  weil  In  diesem  Falle 
die  absoluten  Werte  der  Glieder  fortwährend  abnehmen  nnd  ansser- 

dem  regoim&ssigor  ZeichcnwcchBel  vorhanden  ist.  Fflr  n  ^  1  ist 
dies  klar.  Wird  n  <  1,  so  kann  man  setzen 

nnd  die  Belke  geht  Aber  In 

p       p     •  p  •••• 

yi  ys  ys 

welche  aus  obigen  GrOnden  ebenfalls  convergirt  Fdr  ^  wird  nun 


Ist  also  Lim  =^  —  1 «  so  wird  nach  eiuem  bekauuteu  Satze 
die  Reibe  T  noch  conTetgiren,  wenn 
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-^f  <(4i)"  ">o 

bleibt  Hieraus  folgt: 

^ •  -Ä>('+i)- 

Es  ist  aber 

Also  moBS  ancb  sein 

'(-.^-)>-+l+(l)/G) 

Lassen  wir  jetzt  h  nnendlicb  werden,  so  ei^iebt  sich 


Da  nun  n  ]>  Ü  sein  muss,  so  ist  die  Reihe  T  für  Lim— —  1 
noch  couvergeut,  wenn 

ist 

Diese  Regeln  wollen  wir  auf  die  Biuomialformel  auueniieu. 

ist 

Nach  (1)  erhalten  wir  zanSebst 

Lim?^-Lini{|^_j_;.j  -Um  — . 
Es  muss  demnach 


sein. 

Untersuchen  wir  jelat  die  Grenzftlle    s  —  1  uud  m^  +  t. 

I.  Für  a:  SS  —  1  wird 

Lim?^«  +  1: 
Nach  Regel  (2)  haben  wir  also  zu  bilUeu 
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«od 


»-1 


Pir  dM  Slattlmbei  der  Convergei»  ist  aho  notwendig 

1  +  I»>1 

oder 

n.  Ist  «—+1,  80  wird 
Nach  Kegel  (8)  erbalten  wir  sodann 

k  ^ 

und 

Also  anifls  aeio 

l  +  l^>0 

oder 

+oo>,i>-  1, 

Berlin,  Ifta  1881 

Dr.  A.  Borsch , 
Assistent  im  Kdnigl.  geodfttiscbeii  Institut 


7. 

AreUMedlseke  JürelsiiBadratiir« 

Kimmt  man  nach  Archimedes  das  Yerbältuiss  des  DurcbmesserB  * 
xnm  Kreise  wie  7  zu  22  an ,  ein  Wert  der  vom  wahren  nur  nm  4 
Zehntansendtel  desselben  differirt,  so  verhAlt  sich  der  Radius  znr 


Seite  eines  der  KreisÜftcbe  gleichen  Quadrats  wie  I  zu 


Elite  recht  einfache  (  oüstniction  dieses  Yerbältuisscs  möchte 
wol  manchmal  von  Anwendung  sein. 


448  JUucdUn, 

Man  trage  auf  dner  Geraden  4  fl^eiebe  Strecken  a  ab,  dmn 
Grenzpnnkte  ABCDE  seien  •  errichte  in  D  ein  Lot,  welches  von 
einem  nm  A  dnrch  B  geaehlageaen  Kreisbogen  in  F  getroffen  werde, 
siebe  BFy  errichte  in  A  anf  üi^  das  Lot  ^(7  BF  nnd  TertiiDde 
F  mit  O.  Bann  ist  das  Qnadtnt  Aber  Fff  gleich  der  KreiaflAdie 
vom  Badins  DF 


Ist  der  Radius  r  gcgebou,  so  mache  man  FI!  —  r  zur  Strecke 
auf  FD,  zioho  UJ  paralkl  ,  wo  ^  Schuittpttnkt  anf  FG.  Dana 
ist  FJ  die  gesuchte  Qoadratseite. 

IHe  Werte  dar  einzelnen  Strecken,  sftmtltch  Seiten  reditwink- 
liger  Dreiecke,  ergeben  sich  einfach.  Ans 

folgt 

DF=  yi.a 

diea  verbunden  mit  BD  —  2a  gibt; 

BF"^  yii,a  =  i^t; 

woraus  wieder: 

so  dass,  wie  behauptet  war, 

1/22 

IL  Hoppe. 
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Litterarischer  Bericht 

V. 


Methode  und  Principien. 

Die  Mathematik  als  Lehrgegenstand  des  Gymnasiums.  Eine 
pädagogische  Untersuchung  von  Joh.  Karl  Becker,  Professor  der 
Mathematik  am  Gymnasium  zu  Bruchsal.  Berlin  1883.  Weidmann. 
99  S. 

Von  J.  K.  Becker  sind  in  den  litt.  Ber.  244.  247.  251.  256  bisher 
5  Schriften  besprochen  worden,  deren  erste  bei  systematischer  Aus- 
fohrung  die  Darstellung  didaktischer  Grundsätze  bezweckt,  während 
die  4  übrigen  für  den  Schuigebraucb  bestimmt  sind.  Diese  Schriften 
zeichnen  sich  (abgesehen  von  ihrem  eigenen  Werte)  unter  andern 
mathematischen  Schnlbttcbern  und  didaktischen  Schriften  dadurch 
aus,  dass  sich  in  ihnen  mehr  als  gewöhnlich  die  Idee  einer  VervoU- 
komraung  der  Methode  durch  Austrag  der  difforirenden  Grundsätze 
kund  gibt,  während  andere  den  allgemeinen  Standpunkt  der  Methude 
als  einen  bleibend  unfertigen  unberührt  lassen  und  jedes  für  sich  nur 
nach  den  Ansichten  des  Verfassers  und  nach  den  Bedürfnissen  der 
einzelnen  Unterrichtsanstalten  die  beste  Wahl  zu  treffeu  sucht  Offen- 
bar bietet  eine  Erscheinung  vom  erstem  Charakter ,  sofern  sie  die 
Fortbildung  der  Methode  zu  einer  gemeinsamen  Arbeit  aller  Päda- 
gogen macht  und  einen  dauernden  Erfolg  für  die  Zukunft  anbahnt, 
dem  Interesse  der  Facbgenossen  mehr  dar  als  eine  solche  letzterer 
Art,  die  im  ziellosen  W  echsel  nur  eine  auf  ihren  Kreis  und  ihre  Zeit 
beschränkte  Stellung  behauptet.  Was  mau  jedoch  in  audoru  Dingen 
von  einem  Autor,  dem  der  bcwusste  stetige  Fortschritt  am  Herzen 
liegt,  zu  erwarten  pflegt,  die  Berücksichtiffong  ih  in  Lei- 
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stungen  und  Anknüpfung  an  diesel  ir    iHFim  uden  Falle 

▲reh.  d.  lUth.  o.  PkT«.  2.  B«ilie.  T«il  IJ^  JIv 
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niclit  wol  aasfabrlNur;  der  Grand  findet  sich  auch  im  4.  Abschnttt 
der  gegenwärtigen  Schrift  einmal  kurz  ausgesprochen.  Ein  qrftemm- 
tiseh  aasgearbeiteter  Entwarf  war  vor  allem  notwendig;  einen  solchen 
hxkd  der  Ver&sser  nicht  vor;  es  blieb  ihm  daher  nnr  ttbrig  seibat 
einen  Entwarf  aafsnstellen,  and  als  solcher  lassen  sich  seine  Scfaritei 
betrachten.  Ueber  diejenigen  Pnnhte,  in  welchen  derselbe  teils  vom 
Gewdhttlidien  abweicht,  teihi  Aber  bestehende  Diiferenien  entschied,  bat 
sich  der  Verfasser  ausgesprochen  and  den  Fachgenossea  Gelegenheit 
geboten  an  seinen  Anfstdlangen  Kritik  zn  flben.  Letzteres  ist  tod 
mehreren  Seiten  geschehen.  Eine  BeaotwortnDg  der  erfahrenen  Beor- 
teilungen  ist  bereits  in  der  Programmarbeit  des  Verfassers  enthalten : 
Zur  IWorm  des  geometrischen  Unterrichts,  Beilage  zum  JahresbencLt 
des  Grossherzoglichen  Gymnasiums  zu  Wertheim  fiir  das  Schuljahr 
lö7i)— -1880,  Diese  Arbeit  erscheint  jetzt  nochmals  als  Anhang  zur 
gegenwärtigen  pädagogischeu  Untersuchnng^S  Der  Gegenstand  letz- 
terer ist  die,  aus  einer  Vorbctrachtuug  über  die  Stellung  und  den 
dieselbe  begründenden  Wert  des  mathematischen  Unterrichts  an  Gym- 
nasien sich  ergebende  Frage :  Welclie  Stellung  hat  unter  den  Lebr- 
föchern  des  Gymnasiums  speciell  die  Mathematik  einzunehmen,  wenn 
dieses  e«jinen  Zweck  vollkouiineu  erreichen  soll,  ohne  die  Schüler 
mehr  ^0,  nötig  zu  belasten?  Sie  wird  in  2  Fragen  geteilt:  1)  Wel- 
chen iwiun  für  die  formale  Bildnni^  zieht  man  aus  dem  Unterrichte 
in  dht  Mathematik  siif'iell,  und  inwieweit  ist  gerade  die  Mathematik 
zur  er  zielung  dieses  Gewinnes  unerlässlich  oder  wenigstens  zweck- 
mässig'' r' als  andere  Disci])liiirii  v  2)  \^  eichen  realen  Gewinn  für  die 
Bildung  ziehen  wir  aus  driu  Studium  dir  Mathematik,  und  wieviel 
ist  von  dem  niathematischeu  Wissen  und  Können  uuei lässlu  li ,  wenn 
wir  in  dem  Verstäiidniss  uusrer  gegenwärtigen  Cnltur  nicht  empfind- 
liche Lücken  haben  wollen?  Die  Beantwortung  führt  auf  die  weitem 
Fragen:  3)  Welche  Diseiplinen  der  Mathematik  erweisen  sich  als 
unerlässlich  oder  wenigstens  als  zweckmässig  für  den  Lebrplau  des 
Gymnasiums;  und  iu  welcher  Ausdehnung  mfisscu  sie  gelehrt  wer- 
den? 4)  In  welcher  Methode  mttsscu  diese  eiuzelueu  mathematischen 
Diseiplinen  gelehrt  werden ,  damit  a)  der  Gewinn  iQr  die  formale 
Bildung  ein  grOsstmöglicher,  b)  der  Gewinu  an  notwendigem  mathe- 
matischem Wissen  und  Können  ausreichend  und  fest  sei,  c)  die  Be- 
lastung der  Scbttlcr  dnrch  diese  Diseiplinen  im  richtigen  Verh&Itnisse 
stehe  zu  dem  erzielten  Gewinne?  Und  wie  sind  diese  Diseiplinen  anf 
die  einzelnen  Classen  zu  vertcilon?  —  Der  formale  Gewiun  besteht 
darin,  1)  dass  der  Sdittler  lernt,  die  Dinge  selbst,  nicht  blosse  Be* 
griife,  richtig  wahrzanehmen,  za  vergleichen,  zu  nnterscheiden  and  za 
ordnen;  selbst  Bogriifc  auf  ihre  Bealitftt  zu  prOfen;  2)  dass  er  be- 
obachten lernt,  was  nm  ihn  vorgeht,  and  befthigt  wird  selbständig 
aas  beobachteten  Einzelfällen  allgemeine  Regeln  za  abetrahiren  and 
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andre,  welche  ihm  mitgeteflt  werden,  aaf  ihre  Bichtigkeit  za  prafen; 
3)  dase  er  nachdenken  iemt  Dteee  F&higkeiteQ,  die  ilttr  das  Sta- 
Anm  der  Natorwiiseiischaften  direot  notwendig  sind,  erg&azen  anch, 
ahgeeehen  you  der  Bedentong  der  ICathematik  als  HIUswissenBchaft, 
wesentlich  die  allgeneine  Bildang.  Mehr  als  die  Arithmetik  ist  die 
Geometrie  geeignet  sie  zn  entwickeln,  und  in  dieser  mehr  die  Auf- 
gaben als  die  Beweise  förderlich  für  das  Nachdenken.  Der  reale 
Gewinn  vom  mathematischen  Unterrichte  auf  gegenwärtigem  Stand- 
punkte ist  iiaih  Ansicht  des  Verfassers ,  abgesehen  von  uiuigen  Be- 
rufsaiteu,  gering,  würde  sogar  noch  geringer  werden,  wenn  ;iuiu, 
wie  einige  wollen ,  die  Steiner'sche  projectivische  Geometrie  an  die 
Stelle  der  P^uklid'schen  setzte.  Die  Frage,  ob  er  sich  ciIiuIr  '  liesse, 
fuhrt  auf  den  vierteu  zu  crüiternden  Punkt.  Die  dritte  Frage  wird 
durch  wenig  mehr  als  Aufz&blung  der  zweckmässigcu  Discipliuen  er- 
ledigt Bevor  noch  der  formale  Gesichtspunkt  zur  Geltung  gebracht 
ist,  hat  der  reale,  rücksichtlich  der  elementaren  Physik,  Krd-  und 
Himmelskuude ,  denen  der  Verfasser  noch  das  Versicherungswesen 
hinzufügt,  bereits  ziemlich  so  viel  gefordert,  als  der  gewöhnliche  Gyni- 
aasialcarstts  enthält.  Eine  iiiogliche  Beschränkung  ergilit.  sicli  also 
nicht.  Die  vierte  Frage  betreffend  die  Methode  gibt  Anlass^zu  priu- 
cipielleu  Erörterungen,  welche  zugleich  als  Kechtfertiguug  ^n^s  Ver- 
fahrens in  den  Lehrbüchern  des  Verfassers  dienen.  Tu  Bc'kafl"  der 
Arithmetik  wird  zuerst  erinnert,  dass  die  algebraischen  Opch  Ionen 
mit  allgemeinen  Zahlen  nicht  als  Auswertungen,  sondern  als  üians- 
formatiuneo  mit  reciproker  Anwendung  aufzufassen  sind,  und  W\%  in 
diesem  PonkU*!  selbst  die  Einteilung  der  Aufgaben  nicht  zur  falschen 
Ansicht  verleiten  soUie.  Gegen  diese  Lehre  ist  vou  keiner  Seite  ein 
Einwand  erhohen  worden;  in  so  vielen  Lehrbüchern  sie  auch  unhe- 
aditet  bleibt,  so  scheint  doch  niemand  die  entgegenstehende  alte  Ge- 
wohnheit verteidigen  zn  wollen.  Der  zweite  Punkt  betrifft  die  suc- 
cessive  Erweiterung  des  2^hlbegnffs.  Die  sich  derselben  anschliessende 
Methode,  welche  nach  Tb.  Wittsteiu's  schematischer  Aufstellung  von 
den  meisten  Lehrbüchern  dem  Grundgedauken  nach  adoptirt  ist,  und 
die  wir  für  die  etnsig  richtige  halten ,  wird  hier  oltne  eio  Wort  der 
Reclitflbrtign&g  voraiiagesetst.  Ihr  zufolge  werden,  wie  es  nicht  an- 
ders sein  kaasi  die  Operationen  zuerst  an  positiven  ganzen  Zahlen 
eridlft  and  behandelt  In  Bezog  auf  die  Reihenfolge  der  Erweite- 
nmgen  pflegt  man  tlch  nicht  an  das  Schema  der  Operationen  zn 
binden.  Nach  dem  Sdiema  wQrden  die  Negativen  vor  den  Brachen 
ekznfahrea  sein,  weil  die  Division  sp&ter  als  die  Snbtraction  gelehrt 
wnd*  Es  empfiehlt  sich  aber  die  Negativen  später  einznffthren,  wo- 
dareh  ein  vexvender  mehrmaliger  Wedisel  der  Anscbannng  vermieden 
vifd.  Der  VerÜMser  sagt  hier  davon,  man  mftase  die  Abstraction 
nicht  weitsr  treiben,  ala  uibedingit  notwendig  ist,  nnd  die  Begriffe 
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erst  dann  erweitern ,  wenn  der  Lehrstoff  diese  Erweitemug  verlangt  — 
mit  der  ganz  unbegrcitiichen,  durch  nichts  motivirten  Aeussemng,  er 
könne  darum  von  der  ihm  vom  Ref.  des  Archivs  „über  diesen  Punkt" 
erteilten  Belehrung  keinen  Gebrauch  machen.   Das  Referat  über  B. 
Lehrbuch  der  Arithmetik  steht  im  244.  litt.  ßer.  S.  41—44.  Darin 
ist  gegen  das  Obige  nichts  erinnert  worden;  welche  Belehrung  der 
Verfasser  meint,  ist  schlechthin  nicht  zu  erraten.    Dagegen  ver- 
schweigt er  die  darin  erfahrene  Misbilligung  seines  Verfahrens  in 
andrer  Hinsicht,  dass  er  nämlich  den  Begriff  der  Negativen,  der  im 
Vorhergehenden  bereits  augebahnt  war,  davon  abspringend  auf  eine 
neue  Basis,  auf  die  der  eutgegeugesetzten  Qualitäten  stellt,  wodurch 
der  Schüler,  der  die  Identität  nicht  durchschauen  kann,  unnötiger- 
weise in  eine  Complicatiou  zweier  anscheinend  verschiedener  Begriffe 
geführt  wird  —  unnötigerweise,  denn  wenu  er  den  Begriff  der  Nega- 
tiven durch  entgegengesetzte  Qualitäten  verdeutlichen  wollte,  so  stand 
dem  nichts  entgegen,  nachdem  der  Begriff  aus  der  Transformation  voo 
n — b  in  —b-{-a  abgeleitet  war,   Dass  er  den  nicht  anwichtigen 
Punkt  der  Definition  der  Negativen  hier  gar  nicht  erwähnt,  lässt 
vermuten,  dass  er  sein  Verfahren,  welches  statt  des  allgemeinen  und 
gleichmässigcu  Begriffs  einen  speciellen  und  von  Umständen  abhän- 
gigen gibt,  nicht  verteidigen  will  oder  wenigstens  keinen  Wert  darauf 
legt.   Ks  folgt  die  Besprechung  einiger  unbedeutenden  Punkte,  Mit 
Recht  wird  die  Forderung  abgewiesen ,  die  Multiplication  nach  sogen, 
neuer  Methode  zu  lehren,  d.  h.  Rechuungsvorteile  in  die  Erklärung 
einzumischen,  was  auf  ein  mechanisches  Einüben  mit  Vernachlässi- 
gung des  Verständnisses  hinauskommt.   Wichtiger  ist  die  nachher 
besprochene  Frage  nach  dem  Begriff  der  Multiplication  mit  Brüchen. 
Der  Verfasser  verteidigt  die  längst  als  falsch  verurteilte  Deüuition: 
mit  ii  multipliciren  beisst  aus  der  Zahl  a  ebenso  eine  neue  Zahl 
bilden,  wie  b  aus  der  positiven  Einheit  gebildet  wird'S   Er  sagt:  ein 
Schüler  auf  dieser  Stufe  könne  sie  nur  so  verstehen,  wie  sie  gemeint 
sei.   Das  heisst  doch,  er  kann  sie  entweder  gar  nicht  oder  so  ver- 
stehen, und  in  der  Tat  ist  es  ihm  durch  die  Andeutung  leicht  ge- 
macht die  Begriffsbildung  ganz  zu  unterlassen;  denn  wenn  selbst  der 
Lehrer  nicht  dircct  zu  sagen  weiss,  wie  die  „neue  Zahl"  zu  bilden 
sei,  so  wird  der  Schüler  nicht  klüger  sein  wollen ;  letzterem  wird  die 
Schwierigkeit  zugeschoben,  über  welche  ersteror  nicht  hinwegkommen 
kann.    Beifügungen  zu  dem  rätselhaften  „wie",  die  der  Verfasw^r 
vorschlägt,  „direct"  oder  „unmittelbar"  würden  dem  Mangel  nicht 
abhelfen;  denn  es  handelt  sich  überhaupt  um  Verstehen,  nicht  um 
Vermeidung  eines  Misvcrständnisses.   Weiter  sagt  der  Verfasser,  er 
kenne  nur  2  präcise  Detinitionen ,  und  diese  seien  für  Obertertianer 
nicht  fasslich.   Auch  lässt  er  zn ,  dass  man  auf  eine  Definition  ver- 
^ziehte.   Da  ihm  keine  der  angeführten  Ausküiitte  annehmbar  scheint, 
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80  wM  et  woL  dem  Bef.  gestattet  aem,  an  das  nielistliegeDde  Ver- 
ftbren  xn  erinnerD»  welches  Becker  gar  nicht  in  Betrachtung  zieht 
lit  die  Definition  der  MnltipUcatlon  mit  ganzen  positivem  Zahlen 
mJB  —  B+B+B+  ...  nicht  anch  iBr  Brftche  ausreichend?  In  der 
Tat  bedarf  es  nnr  snr  Anirendnng  der  Zasiehvng  vorherbekannter 
SMsOf  an  welche  die  Schiller  mit  Katzen  erinnert  werden,  nnd  die 
aoeh  iBr  den  erweiterten  Begriff  nnentbehrUdi  sind:  1)  Der  Haiti- 

plicand  B  ist  beliebig  benannt  2)  Der  Bruch  -  mit  beliebiger  Be- 

Bennnng  ist  gleichbedeutend  mit  der  in  Einheiten,  deren  n  die  nr- 

B 

spran^che  Einheit  geben,  gezahlten  Zahl  m.  Da  nun  ^  das  Zei- 
chen fflr  eine  Zahl  ist,  deren  n  die  Einheit  ß  geben,  so  ist  -B  nach 


demnacli  ganz  ubcrtlüssig;  es  bodarf  mir  einer  KrliiiUorung,  damit 
das  ikkanutc  iichUg  au^^Lwaudt  wird;  eine  solcbo  würde  aber  nach 
jeder  der  geuaimtmi  Dctinitioncn  ohnehin  nötig  sein,  und  lotzterc 
wiiriicu  ilio  OriL-iitiiuug  eher  erschweren.  Auch  hu-  du'  MulüplioiLioii 
der  irrauouaien  ist  keine  neue  Definition,  sonduni  nur  Anleitung  zum 
richtigen  Gebrauch  des  Bekannten  erforderlich.  Zum  Bekannten 
dai  i  iiuiii  rechnen  die  Darstellung  der  Irrationalen  durch  Deci- 
maibrucii  bis  zum  beliebigen  Grad  der  Genauigkeit,  d.  h.  den  Regritf 
der  unendlich  kieiueu  Differenz.  Dtterniiuantcn  in  Anwendung  auf 
die  elementare  Behandlung  der  Gloichungei)  i  in/uführen  verwirit  der 
Verfasser,  nnd  dem  wird  man  gewiss  gern  tnustimmen,  wenn  man  die 
detaillirte  Ausfühnin;,:  vor  Augen  bat.  Sn  einfach  die  T)efi  riniiianteu- 
theorie  auf  ailgcmeincr  Dasis  ist,  so  coiujiiicirt  miil  iiiicriiuiclviii  h  ge- 
staltet sie  sich,  wenn  mau  vom  Specielicn  aufsteigen  will.  Soll  sie 
überhaupt  auf  Schulen  gelehrt  werden,  so  gehört  sie  ihrer  Natur 
iittcb  zur  Combiuatorik,  mithin  in  die  höhere  ('lasse.  Die  tibrigo 
Mitteilung  des  Lehrgangs,  mag  sie  auch  ganz  wesentlich  für  die  be- 
tretende Frage  sein,  können  wir  hier  nicht  wiedergeben.  Gründe 
sind  zwar  lür  jede  Wahl  ausgesprochen;  doch  erscheinen  dieselben 
nicht  als  entscheidend,  solange  der  beliebten  Methode  keine  andern 
gegenübergestellt  werden,  nnd  dazu  hatte  der  AnfsaU  weit  länger 

•Olli  mftiififln 

In  Betreff  der  Geometrie  nehmen  wir  zu  dem  Wenigen,  was 
dieses  Capitei  onthiUt,  sogleich  die  Programmarbeit  hinsn,  welche  die 
dazu  gehörigen  Fragen  ausführlicher  bespricht.  Die  erste  Frage  ist 
nach  der  Ursache,  warum  die  Schüler  so  ungleiche  Fortschritte  in  der 
Mitirn-nlilr  jnacheo.  Der  Verfuser  ist  sehr  sdinell  mit  der  Antwort 


dasselbe  als  m.-.   Eine  neue  Definition  ist 
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fertig:  wenn  vir  nicht  annefamen  tollen,  dass  znm  Lernen  der  lüUie» 
matik  eine  besondere,  seltene  Begabung  gehört  (dass  würde  faeuaca 
anf  alle  Erklärnng  verzichten),  so  kann  nar  die  Lehrmethode  schuld 
sein.  Er  halt  also  den  erstem  Fall,  dase  ia  dner  ElgeatQmliehkdt 
der  Mathematik  ein  weseoUicher  Gmnd  liegt,  gar  nicht  der  Betndi- 
tnng  für  wert,  sondern  lässt  ihn  beiseite,  weil  sein  Extrem  gewiss 
von  niemandem  behauptet  wird.  Dass  freHieh  nnr  besondm  hegaMe 
Scbttlor  fthig  sind  Mathematik  zu  lerneD,  scheint  nicht  wol  giaab- 
lieh.  Oh  aber  eine  gewisse  natürliche  Gcistesrichtnng  und  Neigung, 
wenn  auch  nicht  vorau&gtsetzt  werden  moss,  so  doch  das  Lemea 
sehr  erleichtert,  ist  dadurch  nicht  entschieden,  und  umsomehr  wert 
Ztt  nntersucben,  weil  daraus  wesentliche  Gesichtspunkte  fttr  die  Me- 
thode entspringen.  Wir  dürfen  die  Frage  nicht  übergehen:  Wa» 
fordert  die  Mathematik  vom  Lorueudeu  verschieden  von  audera 
Disciplincu  V  Es  lasseu  sicli  sogleich  3  Dinge  ncnucii:  1)  Das  Ver- 
weilen im  eugston  Ideenkreise;  denii  wer  im  Ivk  iiu  n  am  Unterschied- 
liehen  achtlos  vorbeigeht,  winl  im  ürosseu  kein  Auge  dafür  ii^iUc. 
2;  Die  absolute  (vuui  Ciemüt  unabhängige)  Gerechtigkcitsliebe  uod 
Unparteilichkeit,  welche  sich  beim  Zuviel  sowenig  beruhigt  als  beim 
Zuwenig.  3)  Der  Ordnungssinn,  der  Gesetze  entdeckt.  In  dic&ca 
Tuukten  zeigen  die  Kinder  schon  im  frühen  Alter  verschiedene,  bis- 
weilen entgegengesetzte  Neigung-,  offenbar  werden  diejenigen,  deren 
Triebe  den  3  Forderungen  entsprechen,  einen  grossen  Vorsitraug  in 
der  Mathematik  haben.  Hieraus  erklären  sich  hinreichend  die  an- 
gleichen Fortsei) ritte.  Becker  erwühnt  ah  specitisciie  Eigenschaft 
der  Mathcmatil^  nur  die,  dass  sie  abstracte  Gegenstände  habe.  Ge- 
rade dies>  Aussage  aber,  soolt  man  sie  auch  hört,  ist  unzutreffciul, 
und  vermutlich  der  Ausdruck  fehlgegriffen;  es  ist  eben  ein  uiuitiLr- 
legtcs,  vom  Gefühl  eingegebenes  Urteil.  Abstracte  Gegeustünde  haben 
alle  Disciplinen  ausser  etwa  der  Geographie  und  Naturgeschichte. 
Mag  vielleicht  damit  gemeint  sein ,  dass  die  Gegenstände  mora- 
lisch indifferent  sind  uud  dem  Leben  fern  stcheu;  doch  auch  dies 
fällt  nur  darum  auf,  weil  eben  solche  eine  so  minutiöse  Sorgfalt  be- 
anspruchen. 

Ist  es  nun  Sache  des  Unterrichts  auch  diejenigen  Schüler,  welche 
die  günstige  Neigung  nicht  mitbringen,  für  Mathematik  zu  befähigen, 
80  ist  es  jedenfalls  uncrlässlich ,  dass  derselbe  die  genannten  For- 
derungen selbst  erfüllt  Davon  abweichen  zu  wollen  ist  wol  auch 
seit  Euklid  niemandem  in  den  Sinn  gekommen,  bis  die  Reform- 
bestrebungon  an  die  Oeffentlichkeit  traten,  in  denen  namentlich  die 
erste  Forderung  vielfach  ausser  Augen  gesetzt  ward.  Da  auch  die 
gegenwärtige  Schrift  von  der  Reform  des  mathematischen  Unterrichts 
handelt,  so  wird  das  Vorstehende  darauf  ansnwendeo  sein,  lieaat 
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man  wie  gewöhnlich  die  vor  dorn  Rcformzcitalter  herrschende  Me- 
thode die  Euklidische,  so  müssto  es  doch  die  nächste  Aufgabe  für 
eine  Schrift  zugunsten  der  Reform  sein,  diese  Euklidische  Methode 
soweit  zu  charakterisiren,  dass  man  daraus  erkennt,  was  daran  besse- 
rungsbedürftig sei.   Dass  dies  bisher  alle  solche  Schriften  unterlassen 
haben,  darauf  deutet  die  Angabo  der  gegeuwärtigen  hin,  welche  als 
hauptsächliche  Vorwürfe,  die  mau  jener  Methode  gemacht  hat,  die 
unklarst  möglichen  Aufstellungen  anfuhrt.   Der  erste  lautet:  Sie  gibt 
kein  „innerlich*'  zusammenhangendes  Ganze,  sondern  eine  Fülle  von 
Sätzen,  die  nur  dadurch  „äusserlich"  verbunden  sind,  dass  der  Be- 
weis für  die  Richtigkeit  eines  solchen  Satzes  die  Anerkennung  des 
frtlheren  vorausgesetzt.  Ist  diese  Verkettung?  der  Sätze  durch  die  Be- 
weise kein  innerer  Zusammenhang,  und  kann  man  einer  beliebigen  Menge 
von  Sätzen  äusscriich  einen  solrhon  verleihen?  Sollte  die  Aeusserung 
irgend  einen  vernünftigen  Gedanken  bergen,  so  müsste  man  doch  den 
Denker  bitten  sich  verstündlich  auszudrücken.   Der  zweite  Vorwurf 
lautet:  Sie  gibt  überall  nur  ErkenntnissgrUndc ,  wo  man  Realgründo 
sucht-,  d.  h.  CS  wird  immer  nur  gezeigt,  „dass''  ein  Lehrsatz  richtig 
ist,  während  mau  nirgends  Einsicht  in  den  Innern  Zusammenhang 
(schon  oben  gesagt!)  der  in  den  einzelneu  Sätzen  ausgesprochenen 
Eigenschaften  der  Figuren  erhält,  durch  die  uns  erst  klar  wird, 
„warum"  er  richtig  ist.    Was  mit  Erkenntniss-  und  Realgrund  ge- 
meint sei,  bedurfte  freilich  einer  Erläuterung.    Soll  aber  die  beige- 
fügte den  Sinn  geben,  so  wird  man  erst  recht  in  die  Irre  geführt. 
Jeder  Beweis  gibt  doch  zunächst  das  Warum  und  erst  dadurch  ver- 
mittelt die  Gewissheit,  dass  der  Satz  richtig  ist.     Beide  Vorwürfe, 
sowie  sie  ausgesprochen  werden,  sind  also  nichtig,  das  Vcrmisste  ist 
vorhanden,  es  abzuleugnen  wird  nicht  gelingen.  Man  wird  nicht  fehl- 
gehen, wenn  man  die  ganze  Unklarheit  des  Ausdrucks  aus  dem 
Wunsche  der  Verbesserer  herleitet,  mehr  zu  sagen  als  sie  aufweisen 
können.    Dass  manche  Beweise  nicht  einfach  genug  sind,  dass  es  an 
systematischer  Ordnung  gefehlt  hat ,  und  ilass  durch  diese  sowol  wie 
durch  mancherlei  Beziehungen  die  Uebersicht  gefördert  werden  könnte, 
sind  Vorwürfe,  die  man  versteht,  nur  geht  daraus  keine  eigentliche 
Refonnfrage  hervor;  denn  Jeder  vollzieht  die  Besserung  selbst.  Hier- 
zu anzutreiben  beabsichtigte  man  nicht,  man  wollte  das  Alte  von 
Grund  aus  verwerfen,  hatte  aber  nichts  ihm  gegenüberzustellen  und 
rausste  daher  zu  einem  so  kläglichen  Appell  an  die  Sympathie  der 
Menge  seine  Zuflucht  nehmen.   Der  Verfasser  lüsst  uns  un^ewiss,  ob 
die  von  ihm  angeführten  2  Vorwürfe  zugleich  seine  eigenen  siud; 
wollte  er  sie  aber  nicht  vertreten,  so  durfte  mau  wol  eine  Klarstel- 
lung oder  Abweisung  von  ihm  erwarten.    Als  Ersatz  dafür  weist  er 
nun  auf  das  Vorbild  der  Steiner'schen  Methode  hin,  welche  das  ganze 
Gebiet  der  elementaren  Sätze  mit  einem  Blicke  überschauen  lehrt. 
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Wenn  eine  aolohe  Leiatang  Ar  die  prejectivisclie  GeoneCrie  nü^^nA  tä^ 
80  dflrfe  man  nicbt  daran  venweifeln  ein  gleielies  auch  iBr  die  An- 
fänge der  Oeometrie  sn  erreichen.  Damit  also  dentot  derVerteter, 
ebne  den  Euklidischen  Standpunkt  ehaiakteriBirt  an  haben,  an,  dan 
sich  doch  ein  höherer  Standpunkt  der  Methode  denken  laaie.  Doch 
in  diesem  Gedanken  liegt  Ton  Yom  herein  ein  WiderspniclL  Nsbmein 
wir  an,  wie  in  der  Tat  manche  Lehrer  anssagen,  nach  Steinev^tehem 
Vorbild  die  Anftnger  mit  bestem  Erfolge  nntetTichtat  in  haben ,  die 
Schfller  seien  wirklich  ohne  Mflhe  an  einem  so  nmluseoden  Ueber- 
blick  golangt;  dann  werden  sie  vergleichsweise  in  der  XjSge  dessen 
sein,  der  zum  erstenmal  einen  Fabrikranm  betritt  nnd  das  ganas  6^ 
triebe  von  einem  Punkte  ans  flberschaut,  der  aber,  wenn  er  mit  Ar- 
beit und  Maschinen  nicht  vorher  im  einselnen  bekannt  geworden  ist, 
keine  Ahnung  davon  hat,  was  alles  bedeutet  Sie  werden  unter  den 
viden  Beziehungen  die  wesentlichen  und  notwendigen  nicht  unlsr- 
scheiden  kennen,  manches  zur  Anwendung  erforderliche  wol  gar  nicht 
kennen  lernen.  Eben  dieses  Notwendige  and  zwar  dieses  allein  gibt 
die  Euklidische  Methode  und  erfüllt  damit  die  erste  Forderung,  die 
des  Verweilens  im  engen  Idoenkreiso.  Es  ist  ein  Widerspruch,  mit 
dieser  Forderung  das  Streben,  gleich  anfangs  den  Blick  zu  erweitere, 
verbinden  zu  wollen;  eins  arbeitel  dem  auderu  eutgegun. 

Sehr  oft  Iftsst  sich  die  Meinung  vernehmen,  das  Festhalten  an 

der  Euklidischen  Methode  beruhe  allein  auf  dem  alten  Herkommen, 
xsun  sind  aber  nach  Becker's  Rechnung  die  Reformgedanken  bereit» 

70  Jalirc  laug  tütig.  Wie  geht  es  dann  zu,  dabs  noch  keine  wesent- 
lich abweicheudc  Bearbeitung  entschiedene  Anerkennung  gcfuüdeü 
hat?  Obgleich  laugst  widerlegt,  ist  es  immer  von  neuem  das  genannte 
Vorurteil,  wodurch  sich  die  Reform  meistens  eiuzuliihren  sucht  Jede 
fängt  von  neuem  mit  derselben  Lästerung  an  und  schliesst  mit  dem- 
selbou  Miserfolg.  Die  Reiurni  würde  auf  einem  weit  klarerem  Boden 
stehen  nnd  mehr  Achtung  gewinnen,  wenn  sie  mit  der  Frage  be- 
gönne: Welche  Eigenschaften  der  Euklidisrhon  Methode  müssen 
festgehalten  werden,  damit  der  mathematische  Unterricht  seinen 
Zweck  uicht  verfehle?  Der  Verfasser  legt  sicli  diese  Frage  nicht  vor, 
ist  vielmehr  gleich  von  Anfaug  und  im  allgomeinon  und  ganzen  gegen 
£uklid  eiugenonmien ,  zeigt  sich  aber  otlca  für  die  Lehren  seiner 
eigenen  Erfahrung,  welche  ihn  doch  Punkt  fttr  Punkt  dem  Euklid 
nälier  führen.  Kr  verteidigt  die  UarsloUungsform,  welche  den  Lehr- 
satz zu  Anfang  stellt  und  den  Beweis  folgen  lässt,  und  gesteht,  dsiaa 
ihn  die  Uebereiustimmung  iu  diesem  Punkte  günstiger  für  Euklid 
gestimmt  habe.  Diese  Form  ist  doch  also  schon  eine  Eigenschaft 
der  Methode,  von  der  wir  uicht  abgehen  dürfen.  Auch  ist  dies  nicht 
die  einzige  Cai)£es8ion&  auch  seine  £rklamng,  daia  die  projeotiTiache 
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Geometrie  nicht  an  die  Stelle  der  Euklidischen  zn  setzen  ist,  zeigt 
indirect,  das  letztere  manches  besitzt,  was  wir  nicht  ohne  weiteres 
fallen  lassen  können.  Ein  Punkt,  und  zwar  ein  wichtiger,  ist  da- 
gegen im  Programm  nicht  berührt,  steht  aber  in  Beziehung  zu  einer 
Stelle  in  der  gegenwärtigen  Schrift.  Diese  empfiehlt,  den  streng 
wissenschaftlichen  geometrischen  Unterricht  erst  in  Obertertia  zu  be- 
ginnen und  ihm  in  Qnarta  nnd  Untertertia  einen  propädeutischen 
Unterricht  vorhergehen  zu  lassen,  der  sich,  um  es  kurz  zu  sagen,  auf 
äussere  Beobachtung  beschränkt,  die  dabei  bemerkten  Eigenschaften 
der  Figuren  nicht  beweist.  Ob  dieses  Vorgcheu  zu  einem  guten  Ziele 
führt;  muss  erst  die  Erfahrung  zeigen.  Hier  ist  es  jedenfalls  sehr 
einseitig  erwogen,  indem  bloss  in  Betracht  gezogen  wird,  dass  ab- 
stracte  Gegenstände  leichter  von  ältern  Schülern  gefasst  werden, 
leitende  Gesichtspunkte  gar  nicht  aufgestellt  sind,  ein  Lehrbuch  un- 
nötig sein  soll,  weil  ja  der  nachherige  strenge  Cnrsus  alles  mangelnde 
ergänze.  Was  dabei  ausser  Acht  gelassen  ist,  liegt  nahe  genug. 
Werden  die  Schüler  leichter  über  den  Berg  hinwegkommen,  nachdem 
sie  zwei  Jahre  lang  vor  demselben  Halt  gemacht  haben?  Werden 
sie,  nachdem  sie  bereits  eine  Menge  geometrischer  Gegenstände  ken- 
nen gelernt  und  sich  oberflächliche  Begriffe  angeeignet  haben,  ge- 
neigter und  fähiger  sein,  noch  einmal  Winkel,  Dreieck  u.  s.  w.  rück- 
sichtlich logischer  Beziehungen  anzusehen,  ohne  dass  ein  wirklicher 
realer  Zuwachs  an  Kenntnissen  die  Mühe  lohnt?  Keinem  Lehrer 
kann  wol  die  Bemerkung  entgehen,  dass  Schüler  in  den  ersten  Jahren 
des  Unterrichts  jeden  neuen  Lehrgegenstand  ohne  Unterschied  was 
ihnen  geboten  wird  mit  gleicher  Spannung  aufnehmen.  Wird  diese 
Zeit  mit  Verweilen  bei  den  einfachsten  Figuren  benutzt  um  sie  mit 
dem  zur  Folgerung  uotwendigen  Beziehungen  vertraut  zu  machen,  so 
wird  man  keinem  ^\  iderwillen  begegnen.  Später  werden  sie  wähle- 
rischer, der  Gegenstand  scheint  ihnen  zu  armselig;  da  ist  die  zum 
präcisen  Zuwerkegehen  erforderliche  Geduld  für  sie  eine  schwere 
Aufgabe.  Diese  wird  schon  an  sich  um  so  abschreckender,  je  weiter 
sie  ohne  Präcision  fortgeschritten  waren;  nun  kommt  aber  noch  die 
Zumutung  hinzu,  dass  sie  beim  Beweis  nicht  allein  die  vorhergehen- 
den Sätze  wissen,  soudcrn  dieselbe  auch  von  den  aus  dem  propädeu- 
tischen Unterricht  bekannten  Sätzen  unterscheiden  sollen ,  die  hier 
keine  Geltung  habeu.  Wenn  der  Verfasser  eine  Methode  des  pro- 
pädeutischen Unterrichts  kennt,  welche  von  alleu  diesen  Nachteilen 
frei  ist,  so  wird  er  ein  neues  Problem  lösen,  indem  er  davon  Rechen- 
schaft und  dazu  Anleitung  gibt.  Bis  jetzt  hat  man  die  Nachteile  nur 
durch  äusserste  Beschränkung  des  Umfangs  so  gut  als  mü^lich  zu 
verringern  gesucht. 

Die  Schrift  wendet  sich  nun  zu  den  Rcccnsioneu  der  citirtcn 
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Bücher  des  Verfassers.  Die  in  diesem  Archiv  eDthaitenen  sind  nem- 
lieh  reichlich  bedacht  wordeo.  Die  HanpUteUen  sind  in  eztenaa 
mitgeteilt,  und  die  Antwort  daraof  ttbergebt  keinen  Punkt  mit  StiU* 
schweigen.  Oldchwol  ist  die  Behandlung  der  Fingen  nicht  der  Art, 
dass  sie  dem  Aofwand  entsprechend  den  Zweck  fördern  könnte;  nie 
ist  mehr  darauf  gerichtet  durch  dialektische  Kunstgrife  die  Ent- 
scheidung hinanssuscbichen  und  für  diesmal  noch  dem  Urteil  zu  ent* 
gehen  als  die  Sache  zu  klftren.  Die  erste  Antwort  beginnt  mit  «inev 
persönlichen  Ausfall  g^n  den  Recensenten,  indem  sie  deroselbem 
ein  Dogma  Ton  vermeintlich  unfehlbarer  Wahrheit  zaschreibt  —  wol 
nur  um  dem  zuTorzukommen ,  dass  man  vom  Yerfasser  ein  gleiches 
sage.  Es  handelte  sich  um  die  Bedeutung  der  Axiome  der  Geome- 
trie. Der  Verf.  erklftrt  sie  für  unmittelbar  einleuchtende  Sfttze;  hat 
aber  an  einer  Stelle  geäussert,  dass  man  bei  oberflächlicher  Be- 
trachtung iftr  einleuchtend  halten  könne,  was  nicht  einmal  wahr  sei. 
Der  Ref.  glaubt  nicht  an  die  UntrOglicbkeit  jener  Divination,  welche 
ohne  bewnssten,  angebbaren  Grund  Urteile  als  sicher  aufstellt,  und 
hat  nach  Hinweis  auf  des  Terf.*s  eigene  Mahnung  zur  Vorsieht  aa 
einem  weitem  Beispiel  ans  dessen  Lehrbuch  (Axiom  III.)  gezeigt^ 
welcher  T&oschung  eine  solche  Divination  ausgesetzt  ist.  Kann  man 
hier  von  einem  Dogma  reden,  so  ist  es  nicbt  vom  Ref.,  sondern  vom 
Verf.  aufgestellt  und  ohne  Widerleguug  des  Entgegenstehenden  fest- 
gehalten worden;  der  Zweifel  daran  kann  doch  kein  Dogma  sein. 
Jetzt  verkehrt  der  Verf.  zur  Verteidigung  alle  Aussagen  in  ihr  Gegen- 
teil. Zunächst  soll  die  obige  Aeusseruug  nur  von  B'äUen  der  Un- 
achtsamkcit  gelten,  und  unter  ,,ol)ertl}ichlich"  verstehe  er  ttborbaupt 
., unachtsam'*.  Ob  Jemand  das  lür  gleichbedeutend  hält,  sei  dahin- 
gestellt; im  liericiit  ist  beides  unterschieden  berÜLksu  htigt.  i^  r 
wörtliche  Inhalt  des  dem  Ref.  zugeschobenen  Dugmaa  lauLcl  uuu: 
.,dass  alle  unmittelbare  Erkenntniss  nur  oberüächlich  sein  könne". 
Dies  sagt  der  Verf.,  wol  zu  merken,  in  seiner  abweichenden  Wort- 
deutuug.  Uberdächlich  nennt  mau  aber,  wie  das  Wort  selbst  s.tgt, 
die  Urteile,  die  auf  das  äussere  Anschauen  des  NächstliegeuJen  hin 
ohne  eingebendes  Studium ,  ohne  gründliche  Untersuchung  ge^t 
werden;  es  schliesst  nicht  aus,  dass  dieses  Anschauen  alles  treu  anf- 
ninnnt,  was  sich  ihm  darbietet.  Da  es  mm  rin  Widerspruch  ist,  un- 
mittelbar evident  /n  nennen,  was  auf  grundiiclier  Untersuchung,  ja 
überhaupt  auf  Ueberiegungeu  berulit,  so  war  wol  der  obige  Sat^Ä 
selbstverständlich.  Auch  war  bis  dahin  dem  lief,  durch  keinen  Ein- 
wand dagegen  ein  Anlass  geboten  ihn  zu  vert('iili;;cn  Erst  jetzt  hat 
der  Verf.  in  der  Wortdeutung  ein  Mittel  geiundcn  ihn  anzufechten. 
"Was  er  von  \  erketzerung  sagt,  i?t  ans  der  Luft  gcgrilleni  diese  Be- 
schuldigung möchte  er  doch  mit  Worten  des  IJerichts  belogen.  Doch 
jener  Umdeutung  und  gerade  durch  die  Verkehrong  der  Auf- 


Digitized  by  Google 


Litterarucher  Bericht  V. 


11 


stellongcu  verfÄlIt  er  weiterhin  in  den  genannten  Widerspruch,  dem 
er  dorch  ersterc  entgehen  wollte.  Ref.  hatte  vom  Axiom  III.  aus- 
gesprochen, dass  es  bei  oborHächlicher  Betrachtung  für  evident  ge- 
halten werden  könnte.  Der  Verf.  erwidert  jetzt:  allerdings  könnte 
es  bei  oberflächlicher  Betrachtung  bezweifelt  (!)  werden,  doch  nach 
gewissen  Ueberlegungen  —  es  werden  deren  eine  längere  Reihe  auf- 
geführt, die  schwerlich  der  Schüler  von  selbst  anstellt,  und  deren 
jede  wieder  neue  Fragen  hcTvorrnfen  würde  —  würde  die  Richtigkeit 
des  Axioms  einleuchten.  Ist  nach  allcu  diesen  Ueberlegungen  das 
Axiom  noch  unmittelbar  cvideut? 

Das  übrige  bedarf  wol  nur  kurzer  Antwort.  In  Betreff  der  Be- 
merkung über  kürzeste  Distanz  (welche  keiner  Ansicht  des  Verf. 
entgegentritt)  sei  gern  eingeräumt,  dass  sie  au  unrechter  Stelle  an- 
gebracht war  und  wol  deshalb  nicht  verstanden  worden  ist.  Das 
Wort  „mithin'^  mag  nicht  als  folgernd  gemeint  sein-,  Hess  es  sich 
aber  nicht  enthehren,  um  so  schlimmer.  Die  AutTassung  der  Axiome 
als  Hypothesen  verwirft  der  Verfasser  in  der  Besorgniss,  dass  da- 
durch den  Schülern  die  Lust  zu  weiterer  Forschung  geraubt  würde. 
Sie  sollen  ihre  „anschaulich  evidente  Erkenntniss"  solange  für  zu- 
verlässig halten,  bis  ihnen  die  Möglichkeit  des  Irrtums  gezeigt  wird. 
Sollte  man  meinen,  dass  in  unserii  Zeiten,  wo  die  Erfolge  der  auf 
wissentlich  fchlbare  Hypothesen  bauenden  Forschung,  die  auf  keiner 
aprioristischen  Basis  zu  gewinnen  waren,  bekannt  sind,  sich  jenes 
alte  Vorurteil  noch  könnte  liörcn  lassen  I  Wenn  der  Verf.  meint,  über 
der  Controverse  sei  der  übrige  Inhalt  seiner  Schrift  übersehen  wor- 
den, so  ist  das  ein  Irrtum ;  das  Viclteilige  eignet  sich  einmal  weniger 
zur  Besprechung,  und  einzelne  Punkte,  auf  dicr  er  besonders  Wert 
legte,  hatte  der  Verf.  nicht  hervorgehoben.  Hoppe. 
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Tb.  Craig:  üeber  TferfiMhe  Tbetelviictkme&.  —  Ueber  gcnim 
Groppeii  von  Relationeo,  denen  Jene  genOgen.  —  Ueb«  Tbetntae- 
tionon  mit  complexen  Cbmktomtiken. 

A.  L.  Daniels:  Zwei  Noten  über  Weierstrass'  Theorie  der 
elliptischen  Functionen. 

6.  S.  £Iy:  Die  grapbische  Methode  angewandt  auf  raiamen» 
gesetzte  TeiluDgen. 

Dr.  F.  Fraalclin:  Note  Aber  die  EntwiekeluDg  eines  algebrai- 
schen Braches. 

A.  8.  Hathaway:  Einige  Anftitae  aber  die  ZaUentheoria 

M.  U e rmi  tc :  lieber  eine  Formel  bezQglich  aof  die  Tbcohe  der 
l'uttctioaeu  einer  Variabeln. 

G.  \V.  Hill:  ücbcr  gewisse  mögliche  Kürzungen  in  der  Bc- 
rccbnuiig  der  langperiodiscbcn  Ungleichheiten  in  der  Bewegung  des 
Mondes  infolge  dirccter  Einwirkung  der  Planeten. 

£.  W.  Hyde:  Bechnang  der  Bichtong  and  Lege. 

M.  Jenkius:  Beweis  eines  Satzes  aber  Teilnngen.  —  Fernere 
Liste  der  Correctionen  zu  Prof.  Sylvester^s  constrnctiTer  Theorie  der 
Teilungen. 

W.  W.  Johnson:  Dio  imaginäre  Periode  der  oUiptischoa 
Functionen. 

E.  McCiintock:  üeber  dio  Lösaugon  der  Gleichangen  5. 
Grades. 

P.  A.  Mac  Mahon:  Semivarianten  nnd  syminelnsdie 
Functionen.  —  Note  über  die  Entwickelnng  eines  aigebraisclm 
Braches.  —  Symmetrische  Functionen  der  Worsdn  einer  Gidofang 
13.  Grades. 

H.  A.  Rowland;  Uebor  dio  Fortpflanzung  einer  beliebigen 
elektromagnetischen  Störung,  Uber  sphärische  Lichtwellen  und  die 
dynamische  Theorie  der  DUfiraction. 


Ch.  H.  Smith:  Eine  graphische  Methode  der  Lösung  sp^^ 
scher  Dreiecke. 

W.  E.  Story:  üeber  die  absolute  Classification  der  quadrati 
sehen  Oerter  und  ihre  Schnitte  mit  einander  und  mit  Itostftf 
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J.  J.  Syl Tester:  Vorlesaogen  über  die  Principien  der  allge- 
meinen Algebra. 

C.  A.  van  Velzer:  Zusammengesetzte  Determinanten. 

G.  P.  Young:  Principien  der  Lösung  von  Gleichungen  höhern 
Grades,  nebst  Anwendungen.  —  Lösung  lösbarer  Gleichungen  5.  Gra- 


Acta  Mathematica,  Zeitschrift  herausgegeben  von  G.  Mittag- 
Lcffler.  4.  Stockholm  1884.  F.  u.  G.  Beijer.  Berlin,  Mayer  n. 
Malier.   Paris,  A.  Hermann. 
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C.  A.  Bjerknes:  Hydrodynamische  Untersuchungen.  1.  Die 
hydrodynamischen  Gleichungen  und  die  ergänzenden  Relationen. 

G.  Cantor:  Von  der  Mächtigkeit  vollkommener  Gesamtheiten 
von  Punkten. 

G.  Darboux:  lieber  die  partielle  Differentialgleichung  3.  Ord- 
nung der  orthogonalen  Systeme. 

E.  Goursat:  Beweis  des  Cauchy*schen  Satzes. 

Ch.  Hermite  und  L.  Fuchs:  Ueber  eine  Entwickolung  in 
Kettenbrncb. 

Sophie  Kowalevski:  Ueber  die  Reduction  einer  bestimmten 
Classe  Aberscher  Integrale  3.  Ranges  auf  elliptische  Integrale. 

E.  Laguerro:  Ueber  einige  Punkte  der  Theorie  der  numeri- 
schen Gleichungen. 

L.  Matthiessen:  Untersuchungen  über  die  Lage  der  Brenn- 
linien eines  unendlich  dünnen  StrahlcnbUndels  gegen  einander  und 
gegen  einen  Hauptstrahl. 

G.  Mittag-Lcffler:  Ueber  die  analytische  Darstellung  der 
monogenen  eiufürmigi'u  Functioiieii  einer  unabhängigen  Variabeln. 
—  Neuer  Beweis  des  Laurent'schen  Satzes. 
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N.  So Q ine:  lieber  die  VeraUgeoieiaemiif  einer  Feraiel  too 
Abel. 

Chr.  Z ei  1er:  Za  £iiler*H  Recaraionfiformei  fOr  die  Uivieom* 
sammen. 
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Litterarischer  Bericht 

VI. 


Physik. 

Die  Physik  im  Dienste  der  Wissenschaft,  der  Kunst  und  des 
praktischen  Lebens.  Unter  Mitwirkung  von  Dr.  J.  von  Beb  her, 
Abteilungsvorstand  auf  der  deutscheu  Seewarte  in  Hamburg;  C.  Grah- 
winkel,  kais.  Postrat  in  Frankfurt  a.  M.;  Dr.  E.  Hartwig, 
Assistent  an  der  Univ.  Sternwarte  in  Strassburg;  Dr.  £.  Lommel, 
Professor  an  der  Univ.  Erlangen;  Dr.  F.  Meide,  Prof.  an  d.  Univ. 
Marburg;  Dr.  J.  Rosen thal,  Prof.  an  d.  Univ.  Erlangen;  Th. 
Schwartxe,  Ingenieur  in  Leipzig;  Dr.  A.  v.  Urbanitzky, 
Assistent  an  d.  techn.  Hochschule  zu  Wien;  Dr.  H.  W.  Vogel,  Prof. 
an  d.  techn.  Hochschule  zu  Berlin;  Dr.  J.  H.  Walle ntin,  Prof. 
am  Obergjmnasium  im  IX.  Bezirk  in  Wien;  herausgegeben  von  Dr. 
G.  Krebs,  Oberlehrer  au  der  Musterschulc  (Realgymnasium)  zu 
Frankfurt  a.  M.    Stuttgart  1BÖ3.   Ferdiuaud  Enke. 

Das  Werk  behandelt  eine  Anzahl  solcher  physikalischer  Ent- 
deckungeu,  welche  in  neuerer  Zeit  durch  die  ausgedehnteste  An- 
wendung bekannt  geworden  sind.  Es  gibt  in  den  folgenden  13  Auf- 
sätzen deren  Erfiudungs-  und  Fortbildungsgeschichte  und  so  viel  von 
der  Theorie  und  Technik,  als  zum  Verständniss  des  Zusammenhangs 
erforderlich  ist,  mit  einigen  eingelegten  Holzschnitten.  Die  Titel  der 
Aufsätze  sind:  Vogel:  Im  photographischon  Atelier.  Lommol: 
Spectrum  und  Spectralanalyse.  Krebs:  Eine  meteorologische  Sta- 
tion. Beb  her:  Auf  der  deutschen  Seewarte.  Rosen  thal:  Heizung 
und  Ventilation.  Melde:  Die  Akustik  in  iliren  Ilauptbeziehungen 
zu  den  musikalischen  Instrumenten.   Schwartze:  Die  Motoren  des 
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EleiBgewerbes.  Urbanitzky:  Die  elektrischen  Maschinen.  Wal- 
lentin:  Kerzen  und  Lampen.  Urbanitzky:  Der  Kampf  des  elek- 
trischen Lichtes  mit  dem  Gaslichte.  Wallcntin:  In  der  galvano- 
plastischen  Werkstatte.  Grahwinkel:  Die  Telephonie  und  ihre 
Verwendung  im  Verkebnleben  der  Gegenwart.  Hartwig:  Auf  der 
Sternwarte.  H. 


Die  Spaiiimngs -Elektricität,  ihre  Gesetze,  Wirkungeu  und  tech- 
nischen Anwciulungen.  Von  K.  W.  Zcngcr,  o.  u.  Professur  der 
Physik  an  der  k.  k.  böbm.  techu.  Ilocbschulo  in  Prag.  Mit  Ö6  Ab- 
bildungen. Pest,  Leipaug  (1884).  A.  HarÜeben.  252  S. 

Das  Buch  gibt  genau  das,  was  der  Titel  sagt  Es  eignet  sich 
zur  Seibstbelehmng  ohne  Racksicbt  anf  Stndinm  nnd  Beruf.  Der 
Inhalt  ist  selbstverständlich.  H. 


Die  Generatoren  hochgespannter  Elektridtät  mit  Torwiegender 
Berücksichtigung  der  Elektrisirmaschinen  Im  engeren  Sinne.  Von 
Dr.  Ignaz  G.  Wallcntin,  k.  k.  Professor.  Mit  75  Abbildungen. 
Wien.   Pest,  Leipzig  (1884).   A.  HarÜeben.   271  S. 

Auch  dieses  Buch  ist,  wie  das  vorige,  zur  Selbstbelehrong  ohne 
Backsiebt  auf  Studium  nnd  Beruf  eingerichtet.  Seine  Aufgabe  be- 
steht darin,  die  Apparate  in  erforderlicher  VoUständigkoit  zn  he* 
schreiben  nnd  ihre  Wirknngsweiso  darzulegen.  Unter  diesen  werden 
nach  einander  behandelt:  die  Beibnngselektrisirmaschlnen,  die  Elek* 
trisirmaschinen,  welche  auf  den  Principien  der  Influenz  nnd  des 
Transportos  der  Ladungen  bernhcn,  Apparate  nach  dem  Princip  der 
Metallinductoren,  Indnctfonsapparato  als  Generatoren  hochgespannter 
Elektricität,  Accnmulatoren,  die  rheostatische  Maschine.  Hierbei 
werden  keine  Kenntnisse  des  Gegenstandes  vorausgesetzt,  sondern 
die  zum  Yerstftndniss  erforderlichen  Begriife  vorher  eriintert,  weiter* 
hin  auch  das  zur  Messung  der  Srftfte  gehdrige  Yerfiüiren  gelehrt 

H. 


Die  physikalischen  Grundsätze  der  elektrischen  Kraftübertragung. 
Eine  Einleitung  in  das  Studium  der  Elektrotechnik.  Von  Josef 
Popper,  Mit  einer  Flgurontafel.  Wien,  Pest  Leipzig  (1084)* 
A.  Hartleben.  55  S. 

In  dieser  Arbeit  war  der  Verfasser  bestrebt,  das  theoretisch  so 
interessante  und  prakti.sch  so  wichtige  Problem  der  eloktrischcn 
Kraftübertragung  in  seiner  grösbteu  Allgemeinheit  ais  elektrischen 
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Transport  von  Energie  fiberhaopt  —  in  grflndlicher  nnd  systemati- 
scher Weise  zn  bebandeln,  nm  dem  Physiker,  Elektrotecbniker,  wie 
aach  dem  Unternehmer  die  Kentttoiss  aller  jener  Factoren  zu  ver- 
scbaiBD,  die  bei  diesem  Problem  massgebend  sind.  Um  diesen  Zweck 
zu  errdiehen ,  wird  zuerst  eine  allgemeine  Uebersidit  aber  die  ter- 
sebiedenea  Arten  Toa  Kraftabertragnng  aberhaapt  gegeben,  sodana 
geaeigtf  wdehe  OrOtsea  sjpeeiell  bei  dem  elektrisehea  Transport 
Yon  Arbeit  gemessea  werdea  mOssea,  aad  welehe  physikalische  Be- 
-deotaag  deaselbea  zn  Graade  li^;  dabei  wird  der  allgemefae  Ar- 
beltsbegriff aad  der  soast  so  schwierig  sa  eriasseade  Be^iff  des  Po- 
tentials iä  leichtftaslieher  Weise  Ton  der  eleaieatarea  Mechanik  aa- 
geftngen  bis  bineia  ia  das  Cbpitel  der  statischea  aad  dyaamischea 
Elehftridtit  gleicbarttg  dnrchgefafart  aad  hiedarch  aach  die  Bedeataag 
der  dektrisehea  Maassmethodea  priacipiell  Uafgelegt  Gegen  Schlass 
der  Arbeit  werdea  die  HBr  den  Mektrotechaiker  aad  Unternehmer 
wichtigea  Betrachtaagea  aber  die  Oekonomie  des  Betriebes,  Aas- 
nOtznag  des  Anlagecapitals,  Eiaflass  der  IMstaasea,  der  Spanaangen 
o.  s*  w.  ia  coBciser  Weise  sasamaiengeftsst^  so  dass  sich  Jedermaan 
aaeh  Toa  Fall  in  Fall  eia  Urteil  sa  bildea  yennag  aber  Jene  Um- 
attade,  voa  welchen  das  Ergebaiss  eiaer  elektrischea  Kraftflbertraguu^ 
•bhlagt,  aad  welehe  nfthersn  Detaüstadlea  stets  za  machea  sind,  nm 
eine  solche  Anlage  geschftftlich  calcalirea  sa  kOaaen.    Zar  aoch 
grösserea  Erieiditeniag  des  Yerstaadnisses  wird  schliossUch  der  bis- 
her ara  YollstBndigsten  stndirto  nnd  gemessene  Fall  einer  elektri- 
schen Kraftflbertragnog  durchgeführt  und  unter  Zugrundelegung  des 
Diagrammes  dazu  benutzt,  jede  einzelne  der  conventionell  bezeich- 
neteu  Grössen  vor  das  Auge  zu  führen  und  die  allgemeinen  Begriffe 
und  Betrachtungen  an  einem  speciellen  Falle  zu  illustriren.  Nach 
dem  Studiuiu  dieser  Arbeit  wird  wohl  Jeder  eine  gründliche  Einsicht 
iü  das  Problem  der  elektrischen  Krafiuliortragung  gewonnen  habeu 
und  mit  Leichtigkeit  im  Stande  sein,  dessen  weitere  Entwicklung  mil 
selbstaudigeu  Urteil  zu  verfolgen 

A.  Hartioben's  Verlag. 
Diesem  Urteile  tretea  wir  ToUkommen  bei 

Die  Bedaction. 

Analytische  Theorie  der  Würme.  Von  M.  Fourier.  Deutsche 
Ausgabe  von  Dr.  B.  Weiustein.  Mit  21  in  den  Text  gedruckten 
Holxachnitten.  Berlin  1884.  Jalias  Springer.  476  8. 

Die.  Uebersetzung  der  „Theorie  de  la  chaleur**  vertritt  zugleich 
mit  dem  in  Breslau  crschicaenea  uuveräDJcrteii  Abdruck  eine  neue 
Ausgabe  des  Werks,  welche  lange  2^it  gefehlt  hat,  besitzt  aber  vor 
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dieser  den  Vorzog ,  dass  darin  nacli  sorgftltiger  Bevinon  der  mly- 
tisclien  Rechonngen  die  zablreiclien  Dmckfehler  des  OriginaU  bewt- 
tigt  sind.  In  der  Abfiiaanng  ist  nichts  geändert,  nur  haben  einige 
HinzttfOgnngen  stattgcftmden :  die  kleinem  Teile  haben  UeberschzÜtea 
erhalten,  hin  nnd  wieder  ist  der  Calcnl  des  leichtem  Yerstfindniaaes 
wegen  erweitert,  nnd  den  Beihenentwickelnngen  sind  flbenll  die 
Grenzen  der  Gflitigkeit  hinzogeschrieben.  Anmerkungen  sind  sdteni 
die  Litteratur  ist  am  Schlüsse  zusammengestellt  Das  Originslwerk 
ist  bekannt  als  bahnbrechend  ffXr  mathematische  Behandlnog  der 
Physik,  es  hat  die  dazn  dienenden  Mittel  der  Analysia  bedeutend 
vermehrt  durch  die  Theorie  der  trigonometrischen  Reihen.  Es  be- 
handelt die  Bewegung  der  Wärme,  hauptsächlich  in  festen  Kdipera 
nebst  Ein-  nnd  Anstritt  unter  äusseren  Einflössen.  Die  Hauptab- 
achnitte  sind  folgende.  Nach  einer  Einleitung,  welche  die  analytische 
Gestaltung  der  physikalischen  Gesetze  vollzieht,  kommt:  Gleichung^ 
ffBat  die  Verbreitung  der  Wärme;  Verbreitung  in  einer  nnendlicbea 
rechteckigen  Halbplatte;  variircnde  Bewegung  in  einem  Ringe;  ra* 
diale  Verbreitung  in  einer  Kugel;  Uusgl.  in  einem  unendlich  langen 
Cylindar;  stationäre  Bewegung  in  einem  einst  iti|.'  unendlich  laugen 
rechteckigen  Prisma;  Bewegung  iu  eiiiiüii  Würfel;  Diftusion  der 
Wärme;  allgemeine  analytische  Ergebnisse  über  IiitcLTutioii  vuu  Dif- 
fereutialgleichungcu  und  Üüistciluug  von  Fuuclioucu;  Analyse  und 
Gnmdlago  der  Wäimctlicorie.  H. 


Das  interna tiDiKilc  elektrische  Maasss\  >tcm  im  Zusajiünenhange 
mit  anderen  Maasssystemen  dargcsLclit  vou  F.  Uppenbora,  In- 
genieur, Kedacteur  des  CeuUalblattes  für  Elektroteclinik.  (Enthält 
die  Beschlüsse  der  beiden  Pariser  Congrcsse  (lö81  und  lb84)  nebst 
genauer  Erläuterung  von  deren  Consequeuzcn.)  2,  Auflage.  M&a* 
eben  und  Leipzig  Iböi.   K.  OideulH^uijg.  26  S. 

Das  elektrische  Masssystem  beruht  auf  dem  mechanischen.  Ob* 
wol  man  diese  Gmudlage  als  bokaunt  und  feststehend  zu  betrachten 
pflegt,  so  war  es  doch  nicht  aberflQssig  eine  eingehende  Erdrtmng 
derselben  vorausgehen  zu  lassen.  Einesteils  lässt  die  Wahl  der  Ein- 
heiten Venchiedenbdt  zu,  über  welche  Entscheidung  und  Definitioa 
erfordert  wird:  andemtcils  kommen  auch  Zweifel  Aber  Begriffe  vor. 
Der  Umstand ,  dass  das  Gewicht  meistens  auf  eine  Frage  nach  der 
Masse  antwortet,  verleitet  sehr  stark  dazu  den  UrbegrifF  des  Gewichts 
als  einer  Kraft  preiszugeben.  Dem  ist  hier  vorgebe u^'t  durch  Hin- 
weis auf  die  Erklärung  des  Congroh^scs ,  welclio  das  Gramnigewicbt 
als  Kraft  bezeichnet  und  die  es  rejirUscntirendc  Masse  Giaunnniasse 
nennt   Die  fuudameülaieu  Einheiten  sind  uuu  Ceuümetor  C,  Gramm- 
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masse  G  und  Secunde  S.  Anf  sie  worden  die  fernem  mechanischen 
Einheiten  der  Geschwindigkeit,  Beschleunigung,  Kraft,  der  Arbeit, 
und  des  Effectes  reducirt.  Die  davon  abweichenden  technischen  Ein- 
heiten sind  dann  aufgeführt.  Von  den  elektrischen  Masssystemen 
werden  das  elektrostatische  und  elektromagnetische  behandelt.  Die 
Masseneinheit  der  Elektricitüt  wird  durch  das  Coulomb'sche  Gesetz 
bestimmt,  die  Stromeinheit  aus  Faraday's  Relation  hergeleitet.  Aus- 
führliche Erklärung  bedurfte  die  Einheit  der  elektromotorischen 
Kraft.  Zu  diesen  kommen  für  das  elektromagnetische  Masssystem 
hinzu  die  Widerstandseinheit  und  die  Einheit  der  Capacität.  Das 
Fernere  handelt  von  den  gesetzlichen  Bestimmungen  und  Congross- 
beschlüssen.  H. 


Zeitschrift  zur  Förderung  des  physikalischen  Unterrichts.  Her- 
ausgegeben und  redigirt  vom  Physikalisch-technischen  Institut,  L is- 
ser u.  Beneck c.  Erster  Jahrgang  1884.  Berlin  1884.  Lissor  u. 
Benecke. 

Diese  neue  Zeitschrift,  welche  seit  October  v.  J.  in  monatlichen 
Heften  erscheint,  hat  sich  vor  allem  zur  Aufgabe  gemacht  Apparate 
zu  DemonstrationszweckiMi,  deren  Verfertiger  die  Herausgeber  selbst 
sind,  und  demonstrative  E.xperimente  anzugeben.  Solche  sind  auch 
die  Gegenstände  der  Aufsätze,  mit  welchen  sich  eine  Anzahl  Phy- 
siker, besonders  Lehrer  der  Physik  an  dem  Unternehmen  beteiligt 
haben.  H. 


Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidcnskab.  Udgivet  afSophus 
Lic,  Würm  Müller  ogG.  0.  Sars.  H.  HI.  IV.  V.  VI.  VU.Bind. 
Kristiania  1877—1882.   Alb.  Cammermeyer. 

Ueber  den  Anfang  dieser  Zeitschrift  s.  litt.  Ber.  243.  S.  37.  Der 
2.  bis  7.  Band  enthält  au  mathematischen  Abhandlungen: 

S.  Lie:  Neue  Integrationstheorie  der  Monge-Amp^ro'schen  Glei- 
chung. —  Die  Stürungstheoric  und  die  Berührungstransformationen. 

—  Eine  Eigenschaft  der  Steiner'schen  Fläche  3.  Classe  und  4.  Ord- 
nung. —  Ueber  reelle  algebraische  Miuinialflächen.  —  Synthetisch- 
anal\*tische  Untersuchungen  über  MiuimalHächen.  I.  Uober  reelle 
algebraische  MinimalHächen.  —  Theorie  des  Pfuff 'sehen  Problems  2. 

—  Kleiner  Beitrag  zur  TheoHodor  Steiner'schen  Fläche.  —  Theorie 
der  TransformationsaaAlllP^^fcv  V      4.  —  Sätze  über  Minimal- 
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flftchen,  n.  m.  8.  —  Besttmimiog  aller  in  Mm  ilgehnbclie  Devalop- 
pable  eingeschrieben«!  nlgebraisclien  lotegralflicfaen  der  DiÜBmtiiU 
gleichnng  «  —  0.  4.  ^  Zar  Theorie  der  FlAehen  coastanler  Krttm- 
mimg.  4.  5.  ^  Wdtere  Untemchnngen  Ober  Minimalflirinw.  4 

—  lieber  Flftchen,  deren  Erllmmongsradien  dareh  eine  Belatton  w> 
knüpft  sind.  4.  Bestimmnng  aUer  FUcheo  oonitiiiter  Krflwwnng. 
6.  —  Diflcnadon  der  Dlfferentielgleicbiiog  » s  F{n).  &  —  Traai* 
formadonstfaeerto  einer  partiellen  Diiferentialgleichang.  6.  —  Debcc 
die  Integration  durdi  bestimmte  Integrale  von  einer  Glaase  liaeanr 
partieller  DifferentialgleichnngeD.  6.  —  Zar  Theorie  der  geodäti- 
schen Cnnren  der  Minimalflachen.  6.  —  Bestimmang  aller  Flächen, 
die  in  mehrfacher  Weise  dnrch  TranslationsbeweguDg  einer  Conre 
ericugi  werdeu.  7.  —  üeber  Flächen,  die  infinitesimale  und  lineare 
Trausformationeii  grstatteu,  7.  —  üeber  gewohulitbe  DiffereDÜAi- 
gleichnngen,  die  euie  Gruppe  von  TraTistürmatiunen  gestatten.  7. 

S.  A.  Scxe:  Wie  man  die  imagiuiirc  Grusse  vermeidet.  4.  — 
Sollt©  sich  nicht  ein  reeller  niathematiacher  Ausdruck  finden  lassen, 
der  die  Rolle  der  imaginären  Grössen  Übernehmen  und  dieseibea 
Dienste  leisten  könnte  wie  dieso  Grössen?   7,  — 

H.  Geelmuyden:  Die  konische  Pendelbewegung.  5.  —  Be- 
merkungen über  die  Theorie  des  Zodiakallicht4j8.  7. 

Elling  Holst:  Ucbcr  algebraische  cykloidische  Ciirven.  6. — 
Ein  Beitrag  zur  raethodisciieu  Bebaudiung  der  nietrischcD  Eigen- 
schaften algobraiscber  turvcn.  7.  —  Analytischer  Bewci8  eines  geo- 
metrischen Satzes.  7.  —  Ein  Par  synthetische  Methoden  in  der 
metrischen  Geometrie  mit  Anwendungen.  7. 

J.  J.  A Strand:  Ucber  eine  neue  Methode  ZOT  Löflang  tnnomi- 
scber  Gleichungen  nten  Grades.  6.  H» 

Jomal  de  Sdencias  Mathematicas  e  Astronomicas  publicado  pelo 
Dr.  Francesco  Gomes  Toixeira,  Professor  de  mathematica  na 

Univcrsidadc  de  Coimbra,  Socio  corrcspondente  da  Academia  Real 
das  scicncias  de  Lisboa  e  da  Sociedado  de  scieucias  physicas  e  na- 
turaes  de  Bordeaux.  Volume  III.  IV.  Coimbra  1881  — 1883.  Im- 
prensa  da  Universidade. 

Der  3.  nnd  4  fitad  enthalten  folgende  Abhandlnngeii. 

A.  Schiappa  Monteiro:  lieber  eine  im  Joarnal  de  raathd- 
matiques  eleiiu  ntaires  (herausgeg.  zu  Paris  von  Boorget  n.  Koehlcr) 
^'cstcllte  Aufgabe.  —  Lösung  der  Aufgabe  17.  —  Note  bezüglich 
auf  dcäcriptive  Geometrie  über  den  Schnitt  der  Flächen  2.  Grades 

—  Lösung  der  Aufgabe  16.  —  Note  über  die  Strictiouslinie  des 
Hyperboloids.  —  Lösung  der  An^ftben  15.  14,  —  Ueber  die  Tettong 
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der  Geraden  and  des  Kreises  in  gleiche  Teile,  bezüglich  auf  eine 
Aufgabe  von  Marecas  Ferreira.  —  Note  über  die  Erzeugung  eines 
Kegelschnitts  mittelst  des  Kreises  oder  eines  andern  Kegelschnitts 
und  über  andere  geometrische  Untersuchungen. 

L.  F.  Marrecas  Ferreira:  Ueber  ein  geometrisches  Problem. 

J.  A.  Martins  da  Silva:  Ueber  die  Transformation  der  Le- 
gendre'schen  Function  X„  in  ein  bestimmtes  Integral.  —  Ueber  die 
dirccte  Reduction  einer  Classe  vielfacher  bestimmter  Integrale.  — 
Beweis  eines  Satzes  von  Besge.  —  Note  über  die  Transformation 
eines  bestimmten  Integrals.  —  Ueber  einige  neue  Formeln  bezüg- 
lich auf  die  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichungen.  —  Lösung  der 
Aufgabe  21. 

F.  Gomes  Toixeira:  Vorlesungen  über  die  Principien  der 
Infinitesimalrechnung.  —  Ueber  die  Multiplication  der  Determinanten. 

Pedro  Gomes  Teixeira:  Ueber  einige  arithmetische  Sätze. 

A.  F.  Rocha  Peixoto:  Ueber  einen  Satz  bezüglich  auf  ebene 
Schnitte  des  Ratationskegels. 

J.  M.  Rodrigucs:  Ueber  eine  Formel  von  Wronski.  —  Ueber 
die  Theorie  der  Facultäten.  —  Ueber  eine  Formel  von  Euler.  — 
Ueber  eine  Formel  von  Lagrange. 

Breusing:  Ueber  die  Geschichte  des  Nonius. 

M.  Birger  Hansted;  Verallgemeinerung  der  Logcndre'schen 
Function  Xn. 

F.  da  Ponte  Herta:  Einige  Eigenschaften  der  Kegelschnitte. 

Duarte  Leite  Pereira  da  Silva:  Ueber  einige  unbestimmte 
Integrale.  —  Derivirte  beliebiger  Ordnung  von  y  nach  x  für /(a-,  y)  «=0. 

J.  C.  O'Neil  de  Medeiros:  Ueber  ein  Problem  der  elemen- 
taren Algebra. 

Ausserdem  sind  7  neue  Aufgaben,  Nr.  18 — 24.,  gestellt,  und 
einige  Nachrichten  über  erschienenen  Bücher  gegeben.  H. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskuude.  Deel  XI.  Amsterdam  1884. 
J.  F.  Sikken. 

Der  Inhalt  des  11.  Bandes  an  Abhandlungen  ist  folgender. 

L.  Jan  so  Bz:  Ueber  die  graphische  Auflösung  der  sphärischen 
Dreiecke  und  darauf  gegründete  nautische  und  astronomische  Auf- 
gaben. 

P.  van  Goer:  Die  Methode  von  Roberval. 

D.  Bierens  de  Haan:  Zwei  seltene  Werke  von  Bonedictus 
Spinoza.  —  Ein  äusserst  seltenes  Werk  von  Albert  Girard, 
„Invention  nouvelle  en  l'alg^bre.'' 

F.  J.  van  den  Borg:  Ueber  die  geometrische  Verbindung 
zwischen  den  Wurzelpankten  •  in^r  Gleichung  und  denen  ihrer  de- 
rivirten. 
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Ferner  sind  mitgeteilt  ein  Beweis  des  Ptolemäiscben  Satzes^ 
welchen  ein  Schüler  4.  Classe  der  höhern  Bürgerschule  in  Tiel  ge- 
fanden  hat*,  ein  Beweis  der  Formel  für  die  Aazabl  d«r  Combinatio- 
nen,  Yon  W.  Mantel;  and  die  in  den  Wintenrersammlangen  d€r 
Wiaknndig  Genootscbap  In  Amsterdam  Terhaodelten  Themata. 

H. 

Mathesis,  recueil  matlK'matici^iP  i\  Tusage  des  ^coles  et  des  eta- 
blissements  dMnstruction  moyenne,  \mh\m  par  P.  Maasion,  Pro- 
fessenr  ordinairo  a  l'Universit^  de  Gaud,  Corrcspondeut  de  rAcademie 
royalo  de  RolguiiK  ,  etc.  et  J.  Neuberg,  Frofesseur  ä  TÜniversite 
de  Li^ge,  Membre  de  !a  Soci6t6  royalc  des  sciences  de  Liege,  etc 
avcc  la  collaboration  de  plusicurs  profcsseurs  beiges  et  etraiijjcrs. 
Tome  quatrirme,  ann^e  18^.  Gand  J.884.  Ad.  Hoste.  Paris, 
Gauthier  Villars. 

Der  4.  Band  enthält  folgende  Abhandlungen. 

P.  Mansion:  Abriss  der  Theorie  der  hyperbolischen  Fnnctio- 
uen.  —  Ans  dem  Leben  von  W.  SneL  —  Der  200 ate  Jahrestag  dar 
Erfindung  der  Differentialrechnung.  —  Gurren  mit  YerzweigBOgi- 
pnnkt  —  Erfindung  der  Dileientialrechnung. 

Barbarin:  Sätze  Aber  die  Ellipse.  ~  Angaben  Uber  die  Evgvt 

£.  Gatalan:  Ueber  einen  Satz  von  Abel. 

Angelo  Genocchi:  Zusammenstellung  versebiedener  Unter- 
suchungen Aber  die  Ovalen  von  Descartes  oud  einige  andre  Gurfso. 

De  Rocquigay:  Arithmetische  Aufgaben. 

Gel  in:  Algebraische  Aufgaben. 

H.  d'Ocagne:  Ueber  die  centralen  Transformationen  der  eben«s 
Gurren. 

J.  Mister:  Schwerpunkt  einer  abgestumpften  dreiseitigeB  Vj* 
ramide.  ^  Schwerpunkt  des  schräg  abgeschnittenen  Prismas  und 
Parallelepipeds. 

E.  Gisaro:  Untersuchung  Aber  Transversalen.  —  Wahrscheis- 
lichkeit  gewisser  aritiimetischer  Facta.  —  Ueber  die  innere  Gleiebnsg 
der  Gnrven. 

H.  Brocard:  Au^ben.  —  Geometrische  Eigenschaft  einer  ge> 
wissen  Gruppe  von  2  Systemen  concentrischer  Kreise. 

H.  Schoentjes:  Ueber  die  Erzeug uugsart  der  Gonchoide. 

Bad  icke:  Ueber  die  Summen  der  gleichhohen  PoteDzen  einer 
Reihe  von  Gosinus. 

£.  Lemoine:  Verschiedene  Sätze  Aber  die  AntiparaUelen  der 
Seiten  eines  Dreiecks. 

Weill:  Ueber  ein  Zweieck  und  ein  Dreieck  aus  Kreisbogen 
«»bildet 
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Boije  af  Gennäs:  Aufgabe  der  unbcstiramten  Analytik. 

Ausserdem  enthält  der  4.  Band  Losungen  vieler  in  den  vorher- 
gehenden gestellten  Aufgaben  und  100  neue  Aufgaben,  Nr.  301  bis 
400.    Von  diesen  gesondert  sind  Exaincnaufgaben.  H, 

Mittheilungen  der  Mathematischen  Gesellschaft  in  Hamburg. 
Nr.  3.  4.    1883.  1884.  —  18 +  39  S. 

Aus  den  Vorträgen  sind  folgende  Gegenstände  von  Interesse  her- 
vorzuheben. 

F.  IT.  Reitz:  Ucber  die  ins  Werk  gesetzte  Verbindung  der 
Dreiecks  netze  von  Spanien  und  Algier. 

Ahlborn:  Ueber  Connexe  und  Coincidenzcurven. 

E.  Lieben thal:  Untersuchungen  tibcr  die  Attraction  zweier 
homogenen  Körper. 

Plath:  Ueber  die  WiediTuuftindung  des  Planeten  Sylvia.  Hier- 
bei die  Znsammenstellung  der  von  1687  bis  1881  erhaltenen  20  Werte 
für  die  Masse  des  Jupiter. 

F.  IL  Reitz:  Ueber  den  Uohraann-Cüradi'schen  Flächen- 
integrator. 

J.  F.  Buben dey:  Ueber  die  Constantenbestinmiung  der  Func- 
tionen durch  Wahrscheinlichkeitsrechnung  bei  stark  abweichendcu 
Einzelwerton. 

P.  Jaerisch:  Ueber  die  Kritik  der  Anwendbarkeit  der  Glei- 
chungen der  Elasticitätsthcorie.  —  Ueber  anomale  Dispersion. 

Reitz:  Ueber  das  Peri heliotrop ,  Instrument  zur  Erleichterung 
dc8  Auffludens  neuer  Dreieckspunkte  durch  Sonnenlichtblitze. 

Schubert:  Ueber  die  Ausdehnung  des  Begriffs  der  7  arithmeti- 
schen Operationen  von  höherer  als  3.  Stufe. 

Ahlborn:  Ueber  die  Beziehung  der  elliptischen  Functionen  zur 
Geometrie. 

Wagner:  Ueber  die  Abbildung  ebener  Curven  und  Flächcu- 
stQcke. 

Krüss:  Ueber  die  Verwertung  der  Resultate  photometrischer 
Messungen. 

Bock:  Ueber  die  Entwickelung  von  Functioneu  in  unendliche 
Producte. 

Ahl  bor  n:  Ueber  die  Bedeutung  der  Zahl  p  in  den  Aberschen 
Functionen  und  ihre  Beziehung  zur  Geometrie. 

H.  Schubert:  Ueber  eine  gewisse  Familie  von  Configurationcn. 
—  Die  ndimensioualen  Vorallgemeineruugen  des  Sdimensionalen 
Satzes,  dass  es  2  Strahlen  gibt,  welche  4  gegebene  Strahlen  sclmeidcn. 

P.  Jaerisch:  Lösungen  der  Elasticitätsglcichungen  von  der  Form 

y>  s)C0S(ff/-|-flj  ar  +  agy  +  ags)  H. 
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Association  Fran^aiso  pour  ravanccment  des  scienccs.  Coogm 
de  Lille  1884.  Congrös  do  la  Rocbelle  18Ö2.  Paris,  aa  aecritariai 
de  TAssociation. 

Wie  aas  einem  Auszag  aas  den  Statatea  zn  ersehen ,  istdis 
Association  Fran^se  eine  dauernd  bestehende  Geseilschaft,  der  Jed« 
durch  Anmeldung  bei  dem  Consoil  beitreten  kann,  mit  einem  Cspitil 
in  Teilen  zu  500  Francs.  Sie  nuterscheidct  Grtknder,  die  wenigstens 
einen  solchen  Teil  zeichnen,  und  Mitglieder  mit  jährlichem  Beitrag 
von  20  francs.  lieber  die  Gongresso  in  den  einzeln«!  Städten  Ftuk" 
reichs  und  die  ans  denselben  hervorgehenden  Pabliealionen  sind 
iceine  nähern  Angaben  gemacht.  Zwei  solche  Pnblicatlonen  li^ 
dem  Ref.  vor;  eine  dritte  aus  dem  Cougress  zu  Algier  1881  ist  be- 
reits im  275.  litt.  Bericht  besprochen.  Die  gegenwärtigen  sind  vcr* 
fasst  von  M.  E,  Lemoiue,  lu^^nieur  civil,  Ancien  6l^ve  de  l'ficole 
polytcchnique.  Die  erste  bcliciudek  die  Peaueellier'sche  Yorricbtung, 
welclie  iintteist  eines  lenkbaren  Gestänges  bei  l'uLruag  eines  Punkts 
im  Kreise  einen  andern  Punkt  in  gerader  Linie  bewegt,  ciu  Priocip 
welches  im  Auslände  mehr  bekannt  sei  als  iu  Frankreich.  Die 
zweite,  bestehend  aas  2  Arbeiten,  leitet  17  neue  Drciecisssätze  her. 

E 

Bulletins  de  PAcademie  Royale  des  sciences ,  dos  lettres  et  des 
beanx-arts  de  Bolgique.  3»*  s^rie,  t  I.  — Y.  1881— Braxel- 
les,  F.  Hayes. 

Die  5  ersten  Bände  der  3.  Reihe  enthalten  iolgeutie  mathema- 
tische Arbeiten  nebst  Referaten  über  dieselben. 

G.  Le  Paige:  Note  Uber  die  Theorie  der  Polaren.  —  Geber 
gemsse  Govarlanten.  1.  ~  Ueber  die  Gorven  3.  Grdnung.  1. 3.  4. 
—  Ueber  die  Theorie  der  binären  Formen  für  mehrere  Reihen  von 
Variäbeln.  2,  —  Ueber  die  geometrische  Dantellang  sweler  ein- 
förmigen Transformationen.  3.  —  Ueber  einige  einförmige  geome» 
trische  Transformationen.  4.  —  Note  aber  die  Homograpbie  3.  Ord* 
nung.  —  Ueber  die  Flächen  2.  Ordnung.  5. 

P.  Samuel:  Note  über  ein  Instrument  lur  Besdireibuag  von 
Ellipsen.  1.  2. 

Folie  (gemeinsam  mit  Le  Paige):  Ueber  die  Gurren  3.  Ord- 
nung. 1.  3. 

Gatalan:  Ueber  die  Legendro'schen  Functionen  JT«.  —  Magi* 
sches  Qnadrat  von  la  Villa  Albani  (Rom).  2.  ^  Ueber  die  AdditioR 

der  ellliptischen  Functionen  1.  Gattung.     Einige  Sätze  der  elemes* 
taren  Geometrie.   4.  —  Note  über  die  Theorie  der  Kettenbrflcbe 
"^.gewisse  Reihen.  —  Ucljer  eine  Doppelreihe.  5. 
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Derajti:  Note  Aber  die  algebraischen  Fliehen  mit  mittlerer 
Kr&mmoDg  null.  2. 

Gomei  Teixeira:  Ueber  eine  Classe  von  Gleichnngea  aÜ 
partiellen  DIferentialqnoticDten  2.  Ordnung.  2.  —  Integration  eimer 
Claaie  von  Gleichongen  mit  partiellen  Differentialqaotienten  2.  Ord- 
nung. 3. 

Mansion:  Fundamentales  Prineip  betreffend  die  Berührung  von 
Fliehen,  welche  eine  gemeinsame  Erzeugende  haben.  3.  —  Ueber 
einen  Punkt  der  Theorie  der  Fourier'schen  Reihen.  5. 

E.  Wcyr:  Ueber  die  InvoIutionsHächen.  4. 

Boblin:  Teilung  eiues  Winkels  oder  ßogens  in  3  progressive 
nnd  proportionale  Teile,  -4.  —  Ueber  die  Verdoppelung  des  Ku- 
bus. 5. 

Genoccbi:  Ueber  die  Functionen  von  Prym  und  Hermite.  4.  5, 
Sautreaux:  Versuch  der  Anwendung  der  Geometrie  mit  poly- 
gonalen und  polyedrischeu  Coordiiiaten  auf  die  Lösung  der  Glei- 
changen  3.  und  4.  Grades.  4. 

Ronkar:  Versuch  der  Bestimmung  der  Trägheitsmomente  des 
Erdsphäroids.  5. 

De  Tilly:  Ueber  den  Sau  von  Chaslcs  bezüglich  auf  Central- 
axen.  5. 

Wilmart:  Lösung  des  Euklidischen  Postulats.   5.  H. 

Verslagen  en  Hededcelingen  der  Koninklijke  Akademie  \an 
Wetenscbappen.  Afdeeling  natnurkunde.  Tweede  reeks.  Achttiende 
deeL   Amsterdam  1883.   Johannes  Müller. 

Der  18.  Teil  enthalt  folgende  mathematische  Abhandlungen. 

Ch.  M-  Schols:  Berechnung  des  Abstandes  und  Azimnts  aus 
Llnge  und  Breite.  —  Ueber  den  Anschluss  eines  Dreiecksnetzes  von 
niederer  Lage  an  3  Punkte  eines  hohem. 

W.  Kapteyn:  Einige  Bemerkungen  über  gewöhnliche  lineare 
Differential  gleichnngen. 

D.  Bierens  de  Haan:  Baustoffe  für  die  Geschichte  der  mathe- 
matischen und  Xatnr-Wisscnschaften  in  den  Niederlanden, 

J.  Baeno  de  Mesquita:  Allgemeine  Gleichungen  für  ein 
oentrirtes  Linsensystem. 

D.  J.  Körte  weg:  Allgemeine  Sitze  betrcff«md  die  stationäre 
Bewegung  einer  iocompressibeln,  reibenden  na«9igkeit,  H. 

Annnal  Report  of  tbc  &/ard  of  BegenU  of  the  h//jitbijoijUo  In- 
stitntion,  showing  the  Operations,  expenditure«  and  lowiiinßti  of  tlie 
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Der  Report  enthält  unter  der  Ueborsdirift:  ^^Kecord  of  reoent 
scientific  progrcss^*  einen  (ibersichtUchen  Bericht  aber  die  jfthrlicbm 
extensiven  Fortschritte  in  der  Erforschnng  der  materiellen  TataudieiL 
Dieser  Teil  des  Buchs  umfasst  etwa  die  Hälfte  des  Banmes.  Der 
Bericht  erstreckt  sich  anf  folgende  Wissenschaften:  Astronomie, 
Meteorologie,  Physik,  Chemie,  Botanik,  Zoologie  und  Anthropologie. 
Die  Theorie  wird  iu  keiner  derselben  berührt,  daher  ist  auch  die 
Mathematik  gänzlich  ausgeschlossen.  Es  handelt  sich  allein  um  neue 
Beobachtungen  und  deren  Mittel.  H. 


Bulletin  of  the  Philosophical  Society  of  Washington.  Toi.  HT. 
Y.  Pttblished  hy  the  co>operation  of  the  Smithsonian  Institotioo. 
Washington  1881.  1883. 

Aus  dorn  Nair.cn  ..philosophische  Gesellschaft"  würde  man  se- 
neigt  sein  zu  eiitnchnien,  dass  dieselbe  der  PHege  der  ideellen,  theo- 
retischen Wissenschait  gewidüif't  sei,  daher  der  Mathematik  eine  vor- 
waltende Stelle  eingeräumt  werden  müsse.  Die  Statutei]  sprechen 
überhaupt  nicht  vom  Zwecke  der  Gesellschaft ,  sondern  nur  von  der 
Verwaltung,  sie  beschränken  die  Ge>;enstände  der  Verhandlungen  uud 
Poblicationen  durch  keine  Festsetzung,  nicht  einmal  auf  wisseuscbaft- 
'  liehe.  D\p  Verhandinngen  deuten  auf  ein  gleiches  Interesse  für  ide- 
elle und  reale  NVissenschaft;  das  ideelle  Interesse  lasseo  die  einlei- 
tenden Fragen  erkennen,  auch  tritt  es  iu  dem  ehrenvollen  Andenken 
an  den  ihr  zugehörendeu  Mathematiker  Peircc  hervor.  Wenn  uan 
gleichwol  die  Besultatc  aller  pnblicirteu  Vorträge  auf  blosse  Aas- 
dohnnng  materieller  Kenntnisse  gerichtet  sind,  so  leitet  eine  Acasse- 
rong  von  S.  Newcomb  in  einem  Vortrag  „tlber  die  Beziehung  der 
wissenschaftlichen  Methode  zum  socialen  Fortschritt"  auf  eine  Er- 
klärung des  ümstandes.  Er  findet,  dass  iu  Amerika  eine  weit  grössere 
Trennung  zwischen  Wissenschaft  und  praktischem  Leben  als  iu  der 
übrigen  civilisirtou  Welt  gemacht  wird,  nur  schreibt  er  die  geschil- 
derte Ansicht  dem  gemeinen  Manne,  nicht  dem  Gelehrten  zu.  Ohne 
Zweifel  ist  aber  auch  letzterer  nicht  von  diesem  Einflüsse  frei.  lo 
Aroerika  findet  die  Realwissenschaft  auf  ihrem  bekannten  Standpunkt 
ohne  theoretische  Vertiefung  so  viel  Verwertung,  dasa  das  ideelle 
Studium  nicht  daran  denkt  etwas  nützliches  zu  schaffen  und  sich 
sorglos  beliebigen  SpcculaUoneu  hingibt.  Im  vorliegenden  Falls 
kommt  weiter  binzn,  dass  die  grosse  Ausdehnung  des  bearbeiteten 
Feldes  jede  Concentration  unmdglich  macht.  In  den  am  je  zweites 
Sonnabend  stattfindenden  Sitzungen  würde  oin  theoretischer  Vortrag 
ganz  vereinzelt  bleiben.  H. 
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Atti  della  R.  Accademia  doi  Lincei  anno  CCLXXXI.  1883  —  84. 
Serie  terza.   Trausunti.   Volume  VIII.   Roma  1884. 

In  diesem  Bande  sind  folgende  mathematische  Abhandlungen 
oder  deren  Analysen  enthalten. 

A.  Vidi:  Die  Moleculargeschwindigkeiten  der  luftförraigen 
Körper. 

S.  Robert  Paolo:  Warum  die  Gletscher  zurückgehen. 

G.  Trattini:  Ueber  einige  Sätze  in  der  Theorie  der  Substi- 
tutionen. —  Die  Gruppen  zu  k  Dimensionen. 

As  CO  Ii:  Die  Grenzcurven  einer  Varictilt  von  Curven. 

P.  Blascrna:  Ueber  die  der  Eisperiodo  entsprechende  Tempe- 
ratur. 

A.  Capelli:  Ueber  die  Zusammensetzung  der  Substitutions- 
gruppen. 

F.  Brioschi:  Ueber  eine  Classe  von  Curven  4.  Ordnung. 

A.  Lugli:  Ueber  die  barometrische  Ilöhenmessung. 

C.  Segre:  Ueber  die  Theorie  der  Classification  der  Homogra- 
phien  in  einem  Räume  von  beliebig  vielen  Dimensionen. 

V.  Vol terra:  Ueber  das  Gleichgewicht  der  biegsamen  und  nicht 
dehnbaren  Flächen.  —  Ueber  ein  elektrostatisches  Problem. 

F.  Bonatelli:  Von  einigen  psychologischen  Schwierigkeiten, 
die  sich  mittelst  des  Begriffs  des  Unendlichen  lösen. 

G.  Mengarini:  Methode  der  Bestimmung  des  Ohm  in  abso- 
lutem Masse.  H. 

Mathematisch-naturwissenschaftliche  Mitteilungen  herausgegeben 
von  Dr.  Otto  Bökleu,  Rektor  der  Realaustalt  iu  Reutlingen. 
Heft  I.    1884.    Tübingen  1884.    Franz  Fues.    94  S. 

Diese  neue  Zeitschrift  ist  zum  Organ  der  mathematisch-natur- 
wissenschaftlichen Sectiou  der  Reallehrcrvcrsammluug  bestimmt. 
Jährlich  erscheint  ein  Heft  in  gleichem  Umfange.  Das  erste  enthält 
13  Aufsätze,  welche  zum  grössten  Teil  der  reinen  Mathematik  ohne 
Beziehung  zur  Schule  angehören;  zum  Schluss  einen  liiterarischcn 
Bericht  mit  kurzer  Besprechung  neu  erschienener  Werke.  II. 
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Rechenkunst  etc.   141-155.  Hft.   Stuttgart,  Maier.   k  25  Pf. 

Kraft,  F.,  Sammig.  v.  Problemen  d.  analyt  Mechanik.  5,1. 
G.  Lfg.    ^^tuttgart,  Metzler'a  Verl.    k  2  Mk. 
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Litterarisclier  Bericht 

VII. 


Methode  und  Principien. 

Die  Grundlagen  der  Arithmetik.  Eine  logisch  mathematische 
Untersuchung  über  den  Begriff  der  Zahl.  Von  Dr.  6.  Frege,  a.  o. 
Professor  an  der  UniversiUlt  Jena.  Breslau  1884.  Wilhelm  Koeb- 
ner.    119  S. 

Der  Hauptinhalt  der  Schrift  ist  Kritik  von  Meinungeu.  Sie  ist 
nicht  nur  die  vorzüglichste  Leistung,  sondern  auf  ihr  wurzelt  anch 
alles  übrige.  In  ihr  oflfenbart  sich  die  seltene  Begabung  des  Ver- 
fassers, in  durchweg  verständlicher  Sprache  strenge  und  gründliche 
Prüfung  darzulegen,  und  das  von  den  äussern  logischen  Formen 
freie,  auf  die  Natur  des  Gegenstands  gerichtete  Urteil;  hier  begegnet 
man  auch  häufig  genug  ßemerkuugcn  von  Interesse.  Wenn  sich  von 
der  Entwickelung  der  eigenen  Ansicht  d  s  Verfassers  nicht  ein  glei- 
ches sagen  lässt,  so  ergeht  es  ihm,  wie  vielen  andern  Schriftstellern. 
Die  eigene  Ansicht  ist  nicht  das  Ergebniss  einer  unabhängigen  Unter- 
suchung, sondern  nimmt  nur  das  Plätzchen  ein,  welches  der  Ver- 
fasser nach  Verwerfung  einer  Reihe  fremder  Urteile  als  intact  hat 
ausfindig  machen  können.  Gehen  wir  jetzt  das  Einzelne  durch. 
In  der  Einleitung  rechtfertigt  der  Verfasser  das  Unternehmen ,  über 
das  Wesen  der  Zahl  eine  Untersuchung  anzustellen,  und  zwar  da- 
durch, dass  Gelehrte  darüber  abweichend  urteiku.  Der  Grund  möchte 
wol  nicht  ausreichend  sein,  denn  dasselbe  geschieht  oft,  wo  die  Frage 
schon  völlig  erledigt  ist;  überdies  kommt  es  darauf  an.  ob  sie  not- 
wendig ist  oder  doch  zur  Klärung  beiträgt  Letztere  Unterscheidung 
kennt  die  Schrift  nicht;  bei  aller  Schärfe  der  hier  geübten  Lof^ 

Awk.  4.  lUtk.  B,  Ph,,.  2.  S«i]i«.  T«il  U.  Heft  III.  ^   ^  ^ 
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Steht  dieselbe  noch  anf  dem  Standpunkte«  wo  ihr  die  FlhigMt  in 
nrteilen  als  Endziel  der  Erkenntaiss  erseheint,  unbekümmert  dmm, 
ob  uns  das  Urteil  einen  Schritt  weiter  bringt,  wo  insbesondere  tob 
einer  Definition  nnr  gefordert  wird,  dass  die  irgend  woher  xusammea* 
gesnchten  nnd  ansprobirten  Beding&ngen  alles  anter  den  Begriff  Isl- 
leAde  ein-,  alles  andere  ansschliessen,  gleichviel  ob  sie  mit  der  Be- 
deutung des  Begriffes  etwas  zu  tun  hab^n  oder  ihr  fremd  smd. 
Der  Begriff  ist  einem  solchen  Logiker  nicht  eine  Ermngenschaft, 
sondern  ein  vorgefundenes  Stfick,  das  er  in  Arbeit  nimmt,  wieder 
Chemiker  das  Fossil  oder  den  Meteorstein»  Bezeichnend  in  dieser 
Beziehnng  ist  die  Anslassang  der  Einleitung  auf  Seite  in.  Der  Ver^ 
fosscr  nennt  es  betrabend  nnd  entmutige  od ,  dass  schon  erroogese 
Erkenntnisse  wieder  veriorcn  gehen,  weil  sich  die  Schuldoctrin  mit 
ihrer  „rohen*^  Auffassung  des  Zahlbcgriil's  begnügt  und  die  von  Hei^ 
hart  gegebene  Bicbtigstellung  als  Oborflassig  bei  Seite  lilsst,  ein  Schick- 
sal das  hiernach  wol  auch  sein  Untersucbuugsergebuiss  treffen  werde. 
Da  der  Verfasser  dem  Gedanken  nicht  Raum  gicbt,  dass  die  angeb- 
lichen Verbessercr  die  Schuld  ganz  oder  zum  Teil  selbst  traguu,  so 
muss  hier  an  Fulgondes  erinnert  werden ,  was  die  Krsolioinuug  wol 
genügend  erklären  ivird.  In  der  EiitwicUeluugsgeschicLite  der  cxacteii 
ljii4ritte,  die  der  Verfasser  gäuzHeh  iguorirt  ,  lassen  sich  ö  Stadl' n 
unterscheiden:  1)  bis  zur  objectivcu  Gestaltung  der  Vorstellungen  uud 
Begriffe,  2)  bis  zur  Gewinnung  exacter  Fuudiiincntalbcgriüc,  \on  da 
an  die  Theorie  bis  zum  lieutigen  Standpunkte  um  lassend.  Jedes  Stadium 
schliesst  mit  einei  dLUtlichen,  entsehiedeuen  liCistung,  die  mit  der 
Elimination  aller  der  Merkmale  \erl)iiiKii ii  ist,  die  im  neuen  Stadium 
ausser  Anwendung  kommen.  Als  hervorragende  Beispiele  mügcu  ge- 
nannt werden  im  irsten  Stadium  die  Elimination  d-r  opbthalmo- 
contrischeu  Data  bei  Bildung  des  Körper-  und  Kaumbegrifts ,  im 
zweiten  die  Klinünalion  der  individuellen  Unterschiede  bei  IHlduiig 
des  Gattung^-  und  Zahl  heg  rities,  durch  welchen  die  articulirte  Sj)racbe 
bedingt  ist,  im  dritfcMi  die  Elimination  des  ürossenursprungs  in  Zahl 
und  Ausdehnung  bei  Bildung  der  BegritVc  der  Analysis.  Die  Mathe- 
matik der  Schule  bewegt  sich  im  dritten  Stadium  und  setzt  die  Kr- 
zeuguissc  des  zweiten  voraus.  >venn  auch  dej-  Unterricht  vielleicht 
propädeutisch  auf  das  zweite  zurückgreift  und  in  Definitionen  unJ 
Axiomen  das  Erworbene  formulirt.  Was  climinirt  ist,  liat  auf  den 
Fortgang  der  zu  lehrenden  Theorie  keinen  Eintiuss.  Der  Anlanger 
weiss,  dass  er  Aepfel  und  GlockenschlUge  mit  Utllfu  derselben  Be- 
griffe (der  abstracteu  1,  2,  3,  etc.)  zählen  kann,  uud  begegnet  beijn 
Erlemen  der  Arithmetik  keiner  fundamentalen  Lücke  seines  Wissens. 
Wenn  nun  Frege  von  ihm  eine  befriedigende  Autwort  auf  die  Frs» 
gen,  was  Einheit  und  was  2ahl  sei,  verlangt,  so  sind  wir  doch  ge- 
wiss ebenso  berechtigt  ihn  zu  fragen,  was  die  Ton  ihm  gefordertes 


Digitized  by  Google 


BSdnr  3icEatpsL    W-ivn.  f^itead  ■acki,  «Us»  V^nw 

blosaca  mKatumcuifa.  &ixji»?f  as<c:.iea  voUca«  si^  i»;  «.v^  kour»« 
mfijfccmi  Jod  £ii!&f  C*:a-crsu:  äs^^iücft.  ^Cubt  Kvx»  n.*^;^,  j».*ar- 
den  xsa.  jaLTit.'rT  xtssstea  die  UReil«  seis  Kt^s^s.'«  fOM 
Scfcrin  ZI»itrf  Lr^^ar::Jss^  airuich  tkai  Z:i\t\  di^  Ut'yrKifr» 
im  GäSUt  a.  'i»:iinsr»:'zrz^  eatiuitea,  veaa  dor  Tjkkl  K\:r*»dt>< 
soüic.  «äftB  t>i  Sci^-e-  —  oder,  na  des  Vcrf*s«T  niobt  e:ao  ikw 
gau  fircAftff  5f  <fi:iL£«aiieh3iig  znxusohrtibca  —  die  iau^Iü^^aU" 
beit  c^rgii::f0i2/t  Erk»ctAbs  too  sich  wob«  «mi  dü'  Fv^r$ch«Q$ 
gebticÄ  MMiz-t.  Tr:tem  wir  der  Sivhe  aiher«  so  wirxi  *iv*h  r^n<^M^» 
dxm  dez  y-.Tv^sserdT  Punkt  ftr  Paukt,  indem  er  eine  \mk;ire  Vor* 
Wfhffwno^  rt^,  *i:h  selbst  einer  weniger  verzeihlichen  s -huldig 
mifCfct  Ifjt  Fnze.  wanun  wir  es  nicht  dabei  bewenden  Usson  koa- 
Be«,  die  BetüiraDj»?n  dc-s  Fortschritts  eiuer  Fachwissouschaft ,  wie 
hier  der  Aiii^etik.  m  crfulien,  lässt  er  nnU rührt,  obwol  seine 
Ansicht  dartbor  nicht  so  gani  gleichirOltig  sein  würde.  Es  genügt 
wol  aoznfähren.  dass  die  Theorie  nicht  den  Inhalt  des  Geisteslebens 
aasmacht,  and  die  Ik-zijhangen  der  Wissenschaits/weigc  unter  ein- 
ander and  zum  Leben  i-ine  rückirängige  Untersuchung  ihrer  Priu- 
cipien  und  damit  das  Stadium  der  Erkenntuiss  überhaupt  for- 
dern. In  diesem  Sinne  mag  die  Auffassung  der  Zahl,  welche  von 
der  allgemeinen  Erkenntuisslehre  keine  Notiz  nimmt,  eine  rohe  ge- 
nannt werden.  Indes  verleiben  doch  der  Beschränkung  auf  da:»  dritte 
Stadium  die  unausgesetzten  Elrfolge  eine  gewisse  Rechtfertigung.  Der 
Logiker  dagegen ,  welcher  jene  Vernachlässigung  rügt  und  es  be- 
trübend und  entmutigend  nennt ,  nirgends  Sinn  für  principielle  Re- 
vision zu  tinden.  und  doch,  wo  es  eben  auf  Gründlichkeit  ankäme, 
seinerseits  wieder  das  erste  Stadium  ignorirt ,  indem  er  nur  den  ob- 
jectiven,  fertigen  Begriff,  nicht  aber  seine  Kntwickelung  und  seinen 
Zweck  der  Betrachtung  für  wert  hält,  möchte  schwerlich  irgend 
welche  Erfolge  seiner  logischen  Doctrin  aufweisen,  die  ihm  keine 
Zeit  Hessen  über  die  Grenzen  des  zweiten  Stadiums  weiter  zurück 
zu  gehen.  Im  Gegenteil  hat  diese  doctrinäre  Logik,  deren  Sätze  aus 
roher  Empirie  hervorgehen,  aber  vom  Autor  für  ewige  Denkgesetze 
ausgegeben  werden ,  weil  er  nicht  anders  denken  kann,  die  also  aus 
dem  Unvermögen,  statt  auf  ihre  Incompetenz,  auf  die  Gewissheit 
schliesst,  nur  mehr  und  mehr  Schwierigkeiten  gehäuft,  statt  sie  zu 
lösen  —  vergl.  das  etwa  6  Seiten  lange  Resultat,  welches  Baumann 
aus  seiner  Zusammeustcllung  der  Lehreu  der  Philosophen  über  Raum 
und  Zeit  zieht.  In  der  Tat  nimmt  sie  den  ungünstigsten  Staudpaukt 
ein,  wo  sie  sich  nach  unten  und  nach  oben  den  Blick  verschlicsstf 
und  darum  aller  Orientirung  entbehrt  Fand  also  der  Verfasser  in 
der  Bestimmaug  des  Zahlbegriffs  ciuo  Schwierigkeit,  so  war  es  zu- 
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jiftehit  di»,  sieb  im  Finstern  nicht  za  stoBsen.  Der  Ariftmette 
eropfindot  sie  nicht,  weil  er  der  Frage  den  Rttcken  zukehrt  Aber 
such  der  hegcgnet  lieiner  Schwieriglceit,  welcher  die  EntwiclraliBg 
des  Begriffs  von  Anlang  an  verfolgt.  Jeden&lls  ist  ea  sehr  begreif- 
lidi«  dass  von  keiner  Seite  eine  Nachfrage  nach  der  angeblicka 
Lösang  stattfindet,  wo  sie  Ton  der  einen  leicht  entbehrt,  von  der 
dem  leicht  vollstilndig  gegehen  werden  kann. 

Folgende  Stelle  der  Einteitnng  p.  V.  schont  anl  das  Yorstebesde 

Bezug  sn  habeiL   „  Eine  gründliche  Untersnchnng  des  Zilil* 

begriffs  wird  immer  'etwas  philosophisch  ausfallen  mttsseni  Diese 
AaliBabe  ist  der  Hathematik  und  Philosophie  gemdnsam.  Weaa  das 
Znsammenarheiten  dieser  Wissenschaften  trotz  mancher  Anliafb  von 
beiden  Seit«i  nicht  ein  so  gedeihliches  ist,  wie  es  zu  wOnsehea  tad 
wol  auch  möglich  wftre,  so  11^  das,  wie  mir  scheint,  an  dem  Uebei^ 
wiegen  psychologischer  Betrachtungsweisen  In  der  Pbiloeophie,  die 
selbst  in  die  Logik  eindringen.  Mit  dieser  Richtung  hat  die  Ibtbe- 
matik  gar  keine  Berahrangspankte,  und  daraus  erkl&rt  sieh  leiclit 
die  Abneigung  vieler  Mathematiker  gegen  philosophische  Betrschlan« 
gen/'  Dies  bestätigt  zum  Teil  direct  das  Gesagte:  der  Mangel  an 
Erfolgen  der  philosophischen  Mitwirkung  wird  eingertumt  Dass  der 
behauptete  Grund  davon  gerade  der  entgegengesetzte  ist,  legt  jene 
unklare  Begriffsmischung  der  doctrinftrea  Logiker  an  den  Tag,  welche 
Mittel  nnd  Wege  der  firkenntniss  von  ihrem  Prodnct  nicht  nnter- 
scheiden  können.  Allerdings  hat  die  Mathematik  als  fertiges  Pro- 
duct  mit  psychologischer  Betrachtungsweise  nichts  zu  tun;  denn  dass 
dasselbe  vollkommen  objectiv  sei,  ist  ebeu  die  Forderung  der  Wissen- 
schaft. Aber  die  ganze  Arbeit,  welche  das  i'rodiict  sciuitrt,  die  Wabl 
der  Traiistormatiüueü,  die  Bildung  geeigueter  Ik'i^'i  itif ,  die  Beweise, 
iibcrhauiit  alles,  was  einen  Zweck  verfolgt,  sind  ihrer  Natur  nach 
psychische  Vorgänge;  wer  darüber  principiell  und  allgemein  urteilen 
will ,  darf  gegen  die  psychische  Natur  des  üegcüstaudes  nicht  bliud 
sein,  und  das  ist  es  doch,  was  der  Verfasser  mit  der  Abweisung  der 
psychologischen  Betrachtung  schlechthin  fordert.  Der  doctrinäre 
Logiker  pflegt  in  der  Täuschung  befangen  zu  sein,  er  könne  der 
UeberzeuguugskraÜ  der  Beweise  bestimmte  Formen  der  ScliUis^e 
unterlegen.  Er  wird  aber  nicht  gewahr,  dass  er  sieh  auf  das  Aller- 
sabjectivste  und  noch  dazu  das  Unwissenschaftlichste  siflt/t:  auf  den 
Glauben  au  die  unverstanden«  Wunderkraft  der  Schlussionnrn  uüd 
auf  seine  eigene  rntahigkeit  anders  zu  denken.  Hat  nnu  der  Ver- 
fasser richtig  bemerkt,  dass  die  logischen  I' ragen  in  neuerer  Zeit 
mehr  uud  mehr  psychologisch  in  Angritl  geuommeu  werden,  so  kauu 
man  wol  zugeben,  dass  dies  Unter  such  ungsgebiet  dem  rein  theoreti- 
schen Anthmetiker  ferner  liegt  als  das  der  formalea  Logik  j  nur  er- 
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klärt  der  Umstand  uicbt,  wie  die  dabin  einschlagcndcu  Arboitcu 
eiDcm  gcdeiblichen  Zusammenwirken  hätten  im  Wege  stehen  können, 
wenn  die  formale  Logik  sich  zu  annehmbaren  Leistungen  f^hig  ge- 
zeigt h&ttc.  Die  Schuld  an  deren  Unvermögen  schiebt  der  Verfasser 
auf  die,  welche  gar  nicht  daran  beteiligt  sind. 

Nach  der  Einleitung  beginnt  die  Schrift,  nochmals  einleitend, 
mit  einer  Erörterung  der  Begriffe  „analytisch,  synthetisch,  apriori, 
apostcriori".  Es  ist  dies  ein  Thema,  welches  gcwohnheitsmässig  vor 
jeder  logischen  Untersuchung  behandelt  zu  werden  pflegt,  obgleich 
leicht  zu  bemerken  ist,  dass  die  betreffenden  Fragen  mUssig  aufge- 
worfen werden,  indem  im  weiteren  nichts  darauf  Bezug  hat.  Im  Vor- 
liegenden ist  nur  eine  charakteristische  Aeussorung  zu  erwähuen ; 
zuerst  die  sehr  richtige  und  sonst  wenig  beachtete  Bemerkung:  „Aus 
einzelnen  Tatsachen  folgt  nichts".  Hieraus  aber  schliesst  der  Ver- 
fasser: „Wenn  man  überhaupt  allgemeine  Wahrheiten  (poetischer 
Ausdruck  statt:  richtige  Sätze)  anerkennt,  so  niuss  man  auch  zu- 
geben, dass  es  solche  Urgesetze  gibt,  die  selber  eines  Beweises  weder 
fähig  noch  bedürftig  sind".  Wie  defect  dieser  Schluss  ist,  liegt  am 
Tage:  es  fehlt  jeder  Grund  der  Ausschliessung  weiterer  Möglich- 
keiten. Was  dem  Bauer  unbegreifliches  begegnet ,  muss  sein  Kobold 
getan  haben.  Ebenso  stellt  sich  die  obige  Aeussorung  dar:  die  Ur- 
gesetze sind  nur  ein  Name,  der  substituirt  wird,  wo  die  Erklärung 
fehlt.  Was  eine  ganz  einfache  Betrachtung  des  Zugrundeliegenden 
ergibt,  ist  folgendes.  Da  der  Mensch,  ohne  Wissen  geboren,  zu  all- 
gemeinen Erkenntnissen  gelangt,  und  aus  den  erlebten  Tatsachen 
nichts  folgt,  so  niuss  es  andre  intellectuello  Tätigkeiten  geben  ausser 
dem  Schliessen.  Diese  sind  denn  auch  leicht  aufzuweisen  und  be- 
kannt genug:  Ordnen,  Scheiden,  Combiniren,  Setzen  von  Merkzeichen 
u.  s.  w.  Sie  behaupten  nichts,  sind  daher  unbestreitbar  und  bedürfen 
keines  Beweises,  führen  aber  zur  Entdeckung  ausschliessender  Gegen- 
sätze, der  Basis  sicherer  Schlüsse,  zu  der  Orientirung,  die  vor  Irrtum 
mehr  schützt  als  alles  andre.  Wem  es  au  Orientirung  fehlt,  dem 
ist  selbst  der  Identitätssatz  eine  Quelle  von  Irrtümern. 

Jetzt  folgt  die  Kritik  von  Meinungen  einiger  Schriftsteller,  zu- 
erst über  die  Natur  der  arithmetischen  Sätze.  Iiier,  wo  sich  der 
Verfasser  in  der  günstigen  Lage  beflndet,  ohne  Verbindlichkeit  für 
Berichtigung  und  Lösung  nur  Mängel  fremder  Versuche  anzeigen  zu 
müssen ,  zeigt  er  sich  in  den  engen  Grenzen  der  forniulirteu  F'ragen 
gut  oricntirt  und  lässt  weder  formell  noch  substantiell  den  gehörigen 
Einblick  vermissen.  Ein  Zweifel  bleibt  nur,  ob  nicht  eben  diese 
Beschränkung  eine  Misdeutung  des  Autors  enthält.  Die  erste  Frage 
ist:  Sind  die  Zahlformeln  beweisbar?  Dass  der  Beweis  für  o4--  =  ^> 
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auf  blosse  rccurrento  Definition  von  2,  3,  5  gestützt,  eine  Ltcke 
enthält,  winl  keiner  Einwendung  begegnen.  Weuu  hingegen  der  Ver- 
fasser der  Behauptung  Miirs,  dass  die  DeÜDitlonea  der  Ahtbmetik 
beobachtete  Tatsachen  euthaltcn,  mit  der  Frage  entgegentritt:  welche 
beobachtete  Tatsache  in  der  Definition  der  Zahl  777864  bebanirtei 
wird;  wenn  er  femer  es  miaslich  nennt,  einen  grands&tallchea  Unter- 
schied zwischen  kleinen  and  grossen  Zahlen  zu  machen ,  so  scheint 
doch  alles  Verst&ndnias  für  empirische  Erkenntniss  zu  lehlcn.  Keh- 
meu  wir  den  Fall,  Jemand  ieso  eine  unendliche  Reihe,  welche  wie 
oft  geschieht  durch  Angabe  der  Anfangsglieder  ausgedrückt  ist;  dan« 
wird  er  in  der  Tat  das  millionste  Glied  auf  Grund  daer  Beohtcb* 
tnng  erkennen,  aber  nicht  wie  der  Verfasser  meint  der  anslogen 
Beobachtung  eben  dieses  Gliedes,  sondern  etwa  des  2ten  und  Sien 
Gliedes,  so  viele  deren  genügen  das  Gesetz  des  Fortschritts  darsos 
zu  entnehmen.  Hier  ist  wirklich  ein  Unterschied  zwischen  kleinen 
und  grossen  Zahlen  vorhanden;  die  Theorie  ist  davon  frei,  aber  filr 
ihre  Basis  ist  dieses  psychische  Element  unentbehrlich.  Ebenso  ge- 
nügt die  Beobachtung  an  kleinen,  vorstdlharen  Zahlen  zar  Ent- 
deckang,  dass  zur  recnrrenten  Begriffsbestimmung  die  Specialittt  der 
Zahl  nicht  mitwirkt,  mithin  zur  Gewinnung  eines  Begriffs  von  unbe- 
grenzter Ausdehnung.  Da  Frego,  wie  aus  vielen  Aensseningen  her- 
vorgeht, kein  Werden  der  Begriffe  kcnut,  so  ist  ihm  erklärlicher- 
weise der  Fall  nicht  in  den  Sinn  gekommen,  dass  bei  Bildung  eines 
homogenen  Begriffs  zwischen  Anfang  und  Vollendung  ein  heterogener 
Geistcsact  als  notwendiges  Glied  eintreten .  der  einfache  Begriff  auf 
zuiaiumengesetztem  Boden  stchtiii  könne,  obwol  dieser  Fall,  wie  z.  B. 
bei  der  FuiKtion  ,  bek.miit  geiiiis^'  ist.  i'Voge  nennt  es  ein  Vor- 
m  tL  il  von  MiU,  dass  alles  Wissen  empirisch  sei.  Nach  seiner  Logik 
ist  also  ein  Vorurteil,  dass  man  erklären  kann,  was  er  als  auf 
einem  IJrwisseu  beruhend  unerklärt  lässt:  analog  ist  es  dann  auch 
ein  Vorurteil  der  Baumeister,  dass  man  Häuser  bauen  kann!  Gc- 
AVdhiilich  aber  spricht  man  vou  Vorurteil,  wo  eine  Meinung  der  Er- 
keuutuiss  hinderlich  ist,  und  das  trifft  gewiss  z«  bei  Frege's  Meiuuug 
über  die  enipinscheu  Wissens  I  i ften,  deren  wesentliches  logisches 
Organ  er  irrigerweise  im  Inductiuusscliluss  sieht ,  denn  diese  hindert 
ihn  vou  der  erfolgreichen  Logik  der  Empirie  Kenutiiiss  zu  ntliuicu. 
Aus  dem  Mitgeteilten  l.lsst  sich  nicht  beurteilen,  ob  Mill  ein©  rich- 
tigere Auffassung  der  Kminric  besass;  <ienn  das  Wescutliche  darin 
vürJe  doch  bei  der  Wiedergabc  unbeachtet  geblieben  sein.  Dass 
31ill  für  jede  Zahl  eine  besondere  Bcobahtung  fordere,  ist  nur  Frc- 
ge\s  Conjectur  aus  naznreichenden  Gründen,  von  Miil  nicht  aasge- 
sprochen. 

Dio  tbrneren  Fragen  sind  folgende :  Sind  die  Gesetze  der  AhUi* 
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metHc  tndnctive  Wahrheiten?  Sind  sie  synthelicch  apriori  oder  ana- 
lytiach?  Die  Fragen  ttber  die  Anzahl  lauten:  Ist  sie  eine  Eigen- 
schaft der  äussern  Dinge?  Ist  sie  etwas  subjectives?  Die  Uber  Einheit 
und  Eins:  Drftckt  das  Zahlwort  „ein**  eine  Eigenschaft  ?on  Gegen- 
ständen ans?  Sind  die  Einheiten  einander  gleich?  Ueherall  leidet  die 
UntersQchnng  bei  aller  Vielseitigkeit  an  demselben  Hangel,  an  dem 
Ansseracbtlassen  der  Genesis.  Ans  vielem  Argumentiren  kommt 
heraus,  dass  die  Anzahl,  soviel  sie  anch  sabjcctivo  Seiton  zeigte, 
doch  objcctiv  sei.  Das  war  nun  eigentlich  durch  die  Existenz  der 
Arithmetik  vorher  bekannt.  Vermischt  man  aber  mit  diesem  auf  das 
dritte  Stadium  bczügliclien  l'rtoilo  solche  aus  den  frühern  Stadien, 
so  darf  man  sich  nicht  wundcru,  wenn  manches  unvereinbare  zutage 
kuniiiit.  Kiu  Fall  derart  liegt  vor,  wo  dir  Verfasser  bei  Ahschluss 
der  Kritik  fremder  Meinungen  Uio  restirendc  Schwierigkeit  findet: 
wir  mOssteu  denselben  zufolge  ih-n  Einheiten  zwei  widcrs])rec}iendc 
Eigenschaften  beilegen:  die  üleichbeit  und  die  Verschiedenheit.  In 
der  Tat  ist  die  Verschiedenheit  im  ersten  Stadium  notwendig  als 
Motiv  zum  Zählen,  im  dritten  die  Gleichlieit  der  Einheiten  als  Ge- 
genstand der  Theorie;  die  Versebiedenlieit  ist  im  resultirondeu  Be- 
griff elimiuirt,  ein  Widersi>riu'h  weder  du  noch  hier  vorliandüu.  Unter 
der  T'^ebcrschrift:  Losung  der  Schwicngkuif"*  —  werden  zunächst 
lülgcude  Urteile  über  die  Zahl  zusammengestellt,  welche  aus  den 
vorhergehcndeu  Betrachtungen  stamnicu.  Die  Zahl  ist  nicht  in  der 
Weise  wie  Farbe,  Gewicht,  Härte  von  den  Dingen  ab&trahirt,  nicht 
in  dem  Sinne  wie  diese  Eigenscbaft  der  Dinge.  Sie  ist  nichts  phy- 
sikalisches, aber  auch  nichts  subjectives,  keine  Vorstellung.  Sie  ent- 
steht nicht  durch  Hinzufügung  von  Ding  zu  Ding.  Die  Ausdrücke 
Vielheit,  Menge,  Mehrlicit  sind  wegen  ihrer  Unbestimmtheit  unge- 
eignet zur  Erklärung  der  Zahl  zu  dieneu.  Die  Abgegreuztheit,  die  ün- 
geteütbeit,  die  Unzorlegbarkeit  sind  keine  brauchbaren  Merkmale  für 
das,  was  wir  durch  das  Wort  „Ein"  ausdrücken.  Wenn  man  die  zu 
zählenden  Dinge  Einheiten  nennt,  so  ist  die  unbcdiugto  Behauptung, 
dass  die  Einheiten  gleich  seien,  falsch.  Dass  si('  in  gewisser  Hinsicht 
gleich  sind,  ist  richtig  aber  wertlos.  Die  Yerscbiedcnbeit  der  Dingo 
ist  sogar  notwendig,  wenn  die  Zahl  grösser  als  1  werden  soll.  Es 
i^t  ein  Unterschied  zwischen  Eins  und  Einheit  zn  machen.  Das 
Wort  Eins  ist  als  Eigenname  eines  Gegenstandes  der  mathematischen 
Forschung  eines  Flurais  nnfilhig.  Es  ist  also  sinnlos  Zahlen  durch 
Zusammenfassen  von  Einsen  entstehen  zn  lassen.  Nach  allen  diesen 
negativen  Merkmalen,  denen  keine  problematische  positive  Bestim- 
mung, d.  h.  Aussage,  wozu  der  Begriff  notwendig  ist,  was  er  leistet, 
gegenfiber  gestellt  wird,  erwartet  man  nun  wenigstens  die  Erklärung 
des  Ver&ssers,  welche  Stolle  er  selbst  dem  Begriffe  znertcilt,  womit 
freilich  auch  nur  eine  neue  Meinung  aufgestellt  wftrei  während  er 
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schlechtliiii  eine  Lüsiiiig   versprochen  hat.    Aber  diese  Erkläniog 
folgt  nicht,  sie  scheint  vergessen  zn  sein  ;  denn  nachdem  die  Schrift 
in  Betrachtungen  und  Erwflgangen  noch  einige  Seiten  fortgefahrea 
hat,  ist  einmal,  dann  öfters  von  der  Ansicht  des  Verfassers,  als  wenn 
sie  vorher  ausgesprochen  wflre,  die  Rede.   Soviel  sich  nun  ans  dem, 
was  zu  ihrer  Verteidigung  gesagt  wird,  entnehmen  l&sst,  besteht  die 
gedachte  Ansieht  darin,  dass  die  Zahl  als  Merkmal  am  Gattangs- 
begriff  haftet,  so  dass  z.  B.  die  Begriffia  Jopitersmond ,  Angehöriger 
des  deutschen  Reichs  sich  verändern,  wenn  bzbw.  ein  fünfter  ent- 
deckt, ein  neuer  geboren  wird  —  Beispiele  die  der  Schiift  entlefaiU 
sind.  Fflr  diese  Ansicht  werden  allerhand  BestAtigangen  snsammen- 
gesucht,  ohne  auch  nur  das  AUerbekannteste  zn  erwfthnen,  womit  sie 
im  Widerstreit  steht  Schon  ans  der  Grammatik«  wenn  sie  anf  die 
logischen  Verhältnisse  etwas  näher  eingeht,  ist  bekannt,  dass  Gattung 
und  Zahl  zwei  sich  einander  er^nzende  Begriffe  sind,  deren  Leistang 
durch  ihre  Sondemng,  darch  die  Fähigkeit  unabhängig  von  einander 
zu  variiren  bedingt  ist  Dasselbe  lehrt  der  gewdhnlidie  Qebrandi. 
In  der  Isolirung  der  Bestandteile,  welche  einzeln  varürea  ktaeo, 
liegt  der  Fortschritt  der  Erkenntniss,  indem  daraus  der  eonstante 
Bestandteil,  der  sich  als  dauernder  Begriff  festhalten  lässt,  gewonneo 
wird.  Diesen  Forschritt,  und  damit  die  ganze  Bedentang  der  Be- 
griffe Gattung  und  Zahl  macht  der  vorliegende  Versuch  zunichte. 
Erwähnt  mag  noch  sein,  dass  der  Verfasser  die  Kuli  als  diejenige 
Zahl  definirt,  welche  einem  in  der  Wirklichkeit  nicht  repräaenthten, 
vielleicht  sogar  unsinnigen  Begriffe  als  Merkmal  zugehOrt  Das  Ge- 
nannte wird  wol  zur  Genfige  gezeigt  haben,  dass  derVerissaer  sehr 
mit  Unrecht  die  Arithmetiker  getadelt  hat,  welche  von  seiner  Be- 
lehrung keinen  Gebrauch  machen.  Hoppe. 

Der  Grenzbogriff  in  der  Elcmentar-Mathematik.  Von  Heinrich 
Vogt,  Progranua  des  Königl.  Friedrichs-Gymuasiums  zu  Breslau 
1885.   53  S. 

In  der  Einleitung  sagt  der  Verfasser,  das  Vorhandensein  von 
Axiomen  sei  fflr  die  Elementarmathematik  keine  Schwierigkeit;  denn 
der  Anfänger  könne  begreifen,  warum  sie  notwendig  sind.  Dagegen 
gebe  es  Schwieriglvciten  in  den  Grundbogrifiiett,  namentlich  im  Begriff 
der  Grenze.  Es  ist  schon  auißUlig,  dass  er  den  Doppelsinn  dieses 
Wortes  nicht  gleich  hei  erster  Nennung  hebt,  noch  mehr  aber,  ds» 
er  wirklich  in  beideriei  Sinne  von  Grenze  spricht,  als  ob  es  dieselbe 
Sache  wäre,  so  dass  man  kaum  umhin  kann  anzunehmen,  das  ihn 
der  gleiche  Terminus  dazu  verfthrt  hat  zwei  ganz  unähnliche  Be- 
griffe  zu  mischen.  Dieser  Umstand  allein  würde  ihm  Grund  genug 
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iimem  m  fnihia.  '*:*cs<'i»ii.  ^vi^  a«v4  «i^^t  v^^  >V>^n<v\a 

Bmmbi^xat  tmssuhi.    Er  srut:  l«v^V4i  Uk'  \Uvm%v  ^>^^nh^  >svh  ^^^n^^sn 

«eise,  «i^m  diss  $ie  K'iJou  iii^i^'hv^rt ,  i«!  usUm^'^u^  t^^Uv^Uit,  \\v>v 
aaden  Flile  sind  wol  unr  lur  AMcuVu)^)i  ^Icv  AulUs^^^K 
beigezogeo.    Beidon,  sagt  or«  kouuto  dto  (^iviuo  itwid  tMDtiutHt^, 
dens  jds  versciiiedoue  Kauintoilo  kOiiutoii  mio  uuhl  ith\t«« 
schiftlicbea  haben.    >Vii!i  will  dor  \  oi  laHNi<r  dit«  |oiMUudi>m  iltiK 
Haben  nicht  zwei  HriUlor  ihivii  Natter,  twi^i  hi  Dluini  UitMiutt 

diesen  Kasten  geineinschattiiciiV  llu  iiiui  li  m         u«,       nlt  tlt'i  Vi<l 
fasser  Haben  und  Si'in  vei -wiM'liNnIt.    OdiM-  Hullt  ti  wli  vIi<I|m|i.|(|  |in 
aasgesprochcnes  ergänzen?  Hut  «  r  nlwii  nill  /ii^ji  hoini  |1mm"IiiI  •  mI« 
Teil  zugehören V  Dann  wUrdi^  niuii  noKl<M<  Ii  uiiiwoHon«  )'I»i>|(m 
ist  kein  Teil  eines  lüiunuH;  wer  iiinn  lli((i)lf  oliltii'  M  ^lll,  d^^f 
nicht  subäuinircn  wolloo,  denn  wi  im  du«  ,  n^/  MriiM«  d'^  Hm 

cheubegrifT  unnütz,  untJ  «iiin  vmUihyi  tin:  immuttus     im  ti»  u  ^'th 
liruck  der  juigtblichcü     |j*ürii;^li<;it  iii/<  Ii  /,u  nUi,\»'  H  ¥fH'i  tmhthth 
angeführt,  daM  dieKl^  h«;  2  h  tV  n  i^f     Vi  i$l,ftA    toh'  h 
•hier  der  Verf;itfc<  r  ilüi/ 1*  MJt  J/**  «^^M-^/'i*'  iu'/v*>  #^>v^ 

man  nichts  velci>>:  .VJL»xf;^k^ vt      m^m^  m  l' vi  ttf* 

der  Yerfafc^  a.Qft  ^t%/i  >va>*.  ».v#rf«  »  ^^'-/»•f  v  ^^-^ 

allerh^d  VcnL^t>'a,«a^;4  vuC       »*>4.M' vi.i^«4  ^  >*  #\/.««'  vv^" 
diam  gr-Kiu^^i.        ü^uur*.  *;f  Ai^'f  «z««»«  'f./4'\^'^^  ^4 
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II.  Kroy:  Einige  Anzahlen  far  Kegelflftchea. 

£.  Croorsat:  Ueber  eine  Classe  von  Doppelintegrtleii. 

E.  Picard:  Ueber  die  uubesümmten  tern&ren  qoadrttikheB 
Formen  2a  coujagirten  nubestiniiDteii  und  Ober  die  entsprecbendeii 

byporfachsiscben  Functionen. 

C.  Le  i'aige;  Neue  ü'utcrsucliuugeQ  über  die  Fläciieu  U.  Ord- 
naug. 

n.  G.  Zeuthen:  Ueber  die  einer  kubischen  Fl&cbe  oingesdirie- 
beuoa  Pentaeder. 

H.  Schroeter:  Beiträge  aar  Theorie  der  eUipttschea  Fune- 
tionen. 

Polucari:  Abbandlang  über  die  zotafncbsicben  FaneliOM. 

Gh.  Hermite:  Ueber  einige  arUhmetisuho  Folgoraagoa  aas  den 
Formeln  dar  Theorie  der  elliptischen  Fnnctionen. 

W.  Ki edler:  Uebor  die  Durchdringung  gleichseitiger  Rütaiions- 
hyperboloide  von  parallelen  Axen.  Ü. 


Terslagcn  cn  Mededeelingen  der  Koninlclüka  Akademie  van 
Wetonschappcn.  Afdeeling  Natnrknade.  Twoedo  rceks.  Negontieadei 
twintigste  deel.  Amsterdam  18B4.  Johannes  Malier.  441     462  8L 

Der  lU.  und  20.  Teil  eutbalteu  tuigeudc  mathematische  Abbaud- 
lungen: 

T.  J.  Stieltjcs:  Ueber  die  quadratische  Zerlegung  Ton  Prim* 
zahlen  der  Form  3» -1-1.  (19). 

C.  lo  Paige:  Ueber  die  Flächen  J).  Ordnung.  (19). 

F.  de  Büor:  Erweitirun'j  «lo'^  Satzes  von  Holle,  (lö).  — 
Discussion  der  allgemeinen  Gleicimug  4.  Grades.  (JO). 

P.  H.  Schonte:  Ueber  oino  speciolle  Cnrvo  4.  Grades  mit  3 
Doppelpunkten.  (19). 

J.  A.  C.  Ondemans:  Das  Problem  dos  SnctUus  anfgol^tst  von 
Ptolemaens.  (19). 

D.  J.  Kortcwep:  lieber  die  Bahnen  beschrieben  unter  dem 
Kiiilliiss  einer  cenuuleii  Ki.ift.  (20). 

G.  J.  Michaelis:  Ueber  die  Theorie  der  Federkraft-Nach- 
wirkung. (20). 

D.  Bierens  de  Haan:  naustoffe  für  die  Geschichte  der 
mathematischen  und  physikalischen  Wisscuschafteu  iu  den  Nieder- 
landen.  (19.  20.).  H. 
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Lehrbttcher. 

LeitlMiea  im  UDterrichte  in  der  Arithmetik  imd  Algebra  an 
Gymnttien  und  Terwandten  Anstalten.  Von  Dr.  Job.  Chr.  Wal- 
berer,  Profetaor  am  königlichen  Gymnasiniii  in  Amberg.  Zweite» 
durchgesehene  nnd  mit  Uebnogsanfgabeo  vcnebene  Auflage.  Mancbea 
1884.  Theodor  Ackermann.  162  S. 

Die  erste  Auflage  ist  im  211.  litt  Bericht,  S.  4.  besprochen. 
Das  Bncli  stellt  anch  iiocli  jetzt  auf  dem  uieilrigstcn  didaktischen 
Standpunkt.  Die  Sätze  der  Arithmetik  werden  nur  als  Auswertungs- 
ret'cln  aufgefasst,  und  selbst  in  diesem  Sinne  bleiben  die  Erklärungen 
drl(  ( t  Die  Division  ist  nur  als  MessuiiL'  durch  wiederholte  Sub- 
traetion,  nicht  aber  als  Teilung  erklärt,  bolitc  man  nach  der  gegebe- 
nen Regel  4  Meter  durch  4  tlividinni .  so  hütte  mau  die  abstracto 
4  so  oft  davon  zu  subtrahircü  bis  keiu  liest  bleibt.  Dass  auch  sinn- 
lose Aaftstellnngen ,  wie  ^-^  =  od,  vorkommen,  kann  kaum  anftillon, 

wo  die  ganze  Bebandlangaweise  auf  gedankonlosos  Eecbnon  abzielt 

U. 

Leitfiiden  ftr  den  Anfangsunterricht  in  der  Arithmetik  an  höheren 
Lehranstalten.  Von  Prof.  H.  Köstl  er,  Oberlehrer  am  Domgymnasinm 
xa  Kanmbnrg  a.  8.  Zweite,  Termehrte  nnd  teilweise  umgearbeitete 
Auflage.  Hallo  a.  S.  1885.  Louis  Kebert  42  S. 

Der  Leitfaden  enthält  auf  15  Seiten  diejenigen  Slltze,  welche  der 
Anfänger  erlernen  muss,  um  mit  den  4  Specics  der  Uuchstabon- 
recUnung  vertraut  zu  werden,  nebst  Andeutung  der  Beweise.  Die 
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FormuIiruDg  ist  deutlich  und  correct  Was  die  Grenzen  dat  Ldir* 
Stoffs  betrifft,  so  ist  die  Bedeatang  der  Buchstabea  auf  positive  gme 
Zahlen  beschränkt,  die  algebraische  Division  nicht  sogezogen.  Da- 
gegen ist  die  Rechnung  mit  algebraisciien  Summen  nicht,  wie  in 
Vorwort  angegeben,  ausgeschlossen,  vielmehr  +  önd  —  als  Operations- 
und  Vorzeichen  eingeführt,  und  alles  dafür  nötige  erklärt  uod  iu 
Uobung  gebracht  Auch  die  Addition  der  Brüche  fehlt  nicht,  uod 
ist  in  einem  Anhang  zur  Bildung  der  Generalnenner  Anleitung  ge- 
geben. Ein  zweiter  Anhang  betriift  die  DeeimalbrUche.  Uniicbt^ 
ist  in  dem  Bache  nur  die  anHingUcho  Definition  des  BegrÜb  Rechnen, 
die  mit  allem  was  folgt  im  Widerspruch  stoht  Aus  twel  oder  meh» 
rern  Zahlen  nach  gewissen  Bügeln  eine  neue  bilden  nennt  in  praxi 
niemand  rechnen,  auch  im  folgenden  der  Vet&sser  nie.  Vidmehr 
entsteht  durch  diesen  Act  erst  ein  BecbnuQg^ausdruck,  entlialtBod 
eine  Reefanungsaufgabe,  die  unter  Umständen  ausgefttbrt  werden  soU 
oder  kann.  Das  letztere  heisst  hier  stets  ausrochnen,  und  ein  anderes 
Beebnen  kommt  nicht  vor.  Den  noch  grössem  flbrigen  Teil  des 
Buchs  bildet  eine  Zusammenstellung  von  261  Angaben  cur  Einttbnng 
der  vorher  bebandelten  Rechnungsweisen,  nach  diesen  geordnet. 

H. 

Vorschule  der  Geometrie.  Von  Prof.  II.  Köstler,  Oberlehrer 
am  Domgymnasiuni  zu  Naumburg  a.  S.  Dritte,  vermehrte  und  teil- 
weise umgearbeitete,  und  vierte,  verbesserte  Auflage.  Mit  49  in  den 
Text  gedruckteu  Uoizscliuitten.  Halle  a.  S.  18^.  1085.  Lonis  Ke* 
bert  24,  21  S. 

Diese  Vorschule  besteht  ans  2  Teilen,  der  Fomenlehre  und  der 
Construetionslehre.  Der  actuellen  Abfassung  nach  stellen  sich  beide 
als  Auswahl  aus  dem  Lehrstoff  der  elementaren  Geometrie  ohne 
merklich  verschiedene  Gestaltung  dar.  Die  Formenlehre  macht  den 
Schftlem  mit  den  Gegcuständen  der  Doctrin,  also  mit  den  einfachen 
Gebilden  und  den  gebrftuchlichen  Festsetzungen  bekannt,  wendet  im 
jedoch  auch  nur  die  gleichen  Definitionen  und  Worterklftniugeu  an. 
Der  Verfasser  betrachtet  als  Aufgabe  der  Formenlehre,  den  Schiller 
von  der  sinnlichen  Anschauung  zur  Abstraction  der  begrifUichcu  Er- 
klärung emporzuführen,  die  Aufstellungen  des  Buchs  als  die  blossen 
Resultate,  dvi\u  Eir^khuug  dem  Lilirer  überlassen  bleibt.  Sowol 
die  zu  belolgeude  Methode  als  auch  die  Art  der  Tätigkeit  der  Schüler 
wird  unbestimmt  gelassen.  In  der  Construetionslehre  ist  letztere  von 
selbst  dentli  h.  Sie  soll  den  Gebrauch  \i>ii  Liueai  uud  Zirkel  eiu- 
üben,  es  sind  zu  diesem  Zwecke  die  ciutachsten  Elementarauigaben 
ausgewählt.  Am  Schluss  werden  zur  Formenlehre  Frageu,  zur  Con- 
struetionslehre Aufgaben  gestellt.  H. 
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Lehrbuch  der  ebenen  Geometrie.  Von  Jnlius  Hoch,  Lehrer 
für  Mathematik  au  (l<^r  von  Grossheim'schen  Realschule  in  Lübeck. 
I.  Teil:  Linien,  Winkel,  Kongruenz  und  Gleichheit  der  Figuren.  Mit 
126  in  den  Text  eingedruckten  Holzschnitten.  Halle  1884.  H.  W. 
Schmidt.    164  S. 

Oberster  Gesichtspunkt  der  Abfassung  und  Motiv  zur  Heraus- 
gabe eines  neuen  Lehrbuchs  ist  erklärtermasseu  die  systematische 
Anordnung  des  Lehrstoffs.  Diese  tritt  auch  in  der  Tat  in  einer 
weiter  als  gewöhnlich  gehenden  Gliederung,  Ncbenstellung  der  sich 
aasschliessenden  Gei[enstände  und  stufenweisen  Folge  der  einzelnen, 
jedesmal  ganz  erledigten  Themata  deutlich  an  den  Tag.  Ob  es  nun 
Ansicht  des  Verfassers  sei,  dass  der  Unterricht  nach  einem  so  be- 
arbeiteten Lehrbuche,  mit  Hintansetzung  anderer  Gesichtspunkte, 
namentlich  der  logischen  Verknüpfung,  dem  pädagogischen  Zwecke 
genüge,  ist  im  Vorwort  nicht  ausgesprochen;  doch  darf  man  wol  an- 
nehmen, dass  er  sein  Buch  nicht  zu  blosser  Ergänzung  anderer 
Lehrbücher  hat  herausgeben  wollen.  Eine  Geringschätzung  des 
logischen  Gesichtspunkts  ist  hier  freilich  am  aufgewandten  Fleisse 
nicht  zu  bemerken:  die  Beweise  sind  stets  in  extenso  und  in  vor- 
Bchriftsmüssiger  Form  gegeben ;  dagegen  steht  ein  principieller  Maugel 
dem  logischen  Verstüuduiss  im  Wege.  Es  ist  gesagt,  dass  der  Winkel 
zur  Bestimmung  des  Richtungsunterschiedes  dient,  aber  nicht,  wie 
dies  geschieht.  Vom  Zusammenlegen  der  Winkel,  ihrer  Addition  und 
Messung,  von  der  Vergleichung  der  Richtungen  bei  verschiedenem 
Ausgangspunkt  ist  nirgends  die  Rede.  Das  auf  dem  Winkelbegriff 
ruhende  Dunkel  zieht  sich  dann  durch  alle  Sätze,  die  mit  Winkeln 
zu  tun  haben,  fort,  und  der  logische  Faden  lässt  sich  nirgends  ver- 
folgen. Die  Anordnung  der  Gegenstände  ist  folgende:  zuerst  nach 
den  Gebilden:  Linien,  Winkel,  Figuren.  Die  2  Hauptabschnitte  über 
die  Figuren  behandeln  die  Congruenz  und  die  Gleichheit,  ersterer 
nach  der  Reihe  das  Dreieck,  das  Viereck,  das  Vieleck,  den  Kreis, 
letzterer  das  Dreieck,  Parallelogramm  und  Trapez  nach  Höhe  und 
Grundseite,  bei  Uebereiustimmung  in  beiden,  in  einem  und  in  keinem, 
die  Summe,  die  Verwandlung  und  Teilung,  die  Flächenmessung. 
Dann  folgen  Uebungssätze,  Aufgaben  und  Coustructiouen.  H. 


Lehrbuch  der  Elemeutar-Geometrie.  Von  Dr.  E.  G linzer, 
Lehrer  der  Allgi'meinen  Gewerbeschule  und  der  Schule  für  Bauhand- 
werker in  Hamburg.  Erster  Theil:  Planimetrie  mit  185  Figuren  und 
einer  Sammlung  von  250  Aufgaben.  Zweite,  verbesserte  und  ver- 
mehrte Autlage.   Hamburg  1884.    F.  H.  Nestler  u.  Melle.    III  S. 

Die  erste  Auflage  ist  im  258.  litt.  Bericht  S.  19.  besprochen. 
In  der  zweiten  komjäCni   ^  •in  Anhang  über  harmonische  Teilung. 
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Die  UebnogBsätze  und  Auljgftbea  sind  Termehrt  uad  insbeBondm  difttr 
gesorgt,  die  schwierigeren  Anfisabea  durch  leichtere  vorzabereltea. 
Ferner  unterscheidet  sich  die  neae  Auflage  dordi  manche  ZnaSlse 
nnd  Erweitemngen.  In  der  Proportionslehre  wird  der  Fall  der  In- 
commensnrabilität  erwähnt,  nnd  die  Gflltigkeit  eines  Satzes  für  den- 
selben in  einem  Znsatz  ohne  Beweis  ansgesprochen ,  doch  findet  er 
weder  verständliche  Erörterung  noch  theoretische  Berttchsfchtigang 

H. 

Lehrbuch  der  Geometrie  für  Gymnasien  nnd  höhere  Lehranstalten. 
Von  Dr.  F.  W.  Fischer,  Oberlehrer  am  Oyrnnasinm  zu  Kempen. 
Erster  Teil:  Planimetrie.  Zweite,  verbesserte  nnd  vermehrte  Anflage. 
Mit  Vitien  in  den  Text  gedruckten  Holzschnitten.  Freibuig  i  Br.  1884. 
Herder.  184  S. 

Der  Ittlialt  des  Buches  ist  kein  abgeschlossener.  Obgleich 
Lehrgang  von  seiner  Aufgabe  der  Kntwickclung  der  Grundlagen  der 
Doctnn  nie  abweicht,  so  begrenzt  er  sich  doch  nach  keiner  Seite  hin 
anf  ein  bostimtnics  Quantum  des  Notwendigen,  sondern  zieht  im  woi» 
tern  Fortschritt  mehr  and  mehr  Themata  und  Fragen  nach  dem 
Gcsicbtspttukt  dos  Interesses  der  Schüler  in  den  Kreis  der  Betrach- 
tung. Besonders  zu  ncuuco  sind  etwa  die  Transvcrsaleulohre,  Fragen 
über  Maxima,  Pol  und  I*ulare  am  Kreise,  harmonische  Teilung  u.  a. 
Die  Methode  steht  auf  Euklidischem  Buden.  Die  Darstellung  ist 
ausführlich  und  darauf  ciugerichtet  dein  Sdittler  als  Master  zu  dienen. 
Nicht  ausfflhrlich  geuug  ist  der  Aufaug  der  Lehre  von  den  Winkeln. 
Der  Winkel  war  durch  seine  Entstehung  erklärt  Zur  exacten  Anf- 
fassuDg  mussteu  die  Conscqucuzcü  der  Erklärung  für  die  fertig  vor- 
liegenden Winkel,  d.  h.  die  Satze  Ubor  Addition  und  Grössen- 
vorglcichungdcr  Winkel  ausgesprochen  werden.  Unter  dem  Parallelensats 
steht  ganz  nnzutreiTend:  „Beweis^'  —  denn  es  folgt  dann  nur  die 
wiederholte  Behauptung  dos  Satzes  in  anderer  Form.  Die  Elementar- 
aufgaben sind  von  den  Lehrsätzen  getrennt.  Ausser  ihnen  folgen 
auf  Jeden  Abschnitt  viele  Aufgaben  nnd  Sätze  zur  Uebnng. 

H. 

Leitfaden  für  den  Unterricht  in  der  Stereometrie  mit  den  Ele- 
menten der  Projekt  iüublehre.  Von  Dr.  CarlGusserow,  Oberlehrer 
am  Dorotheenstädtischon  Realgymnasium  in  Berlin.  Berlin  1885. 
Julius  Springer.  96  S. 

Die  Lehrmethode  dieses  Leitfadens  ist  durchaus  originell.  Sie 
unterscheidet  sich  von  der  gewöhnlichen  durch  die  anlUogliche  Ein- 

i 


Digitized  by  Google 


LUUr^tHadm  Btriekt  VW» 


flUunig  nnd  uiiaiuigesetzte  Anwendung  des  Projectionsbogriffs.  Der- 
selbe dient  grOsstcnteito  zur  Deduction,  wfthrend  die  rcsnltirendon 
Sätze  davon  unabhängig  anftreten;  doch  gibt  es  ausser  den  Sätzen, 
welche  die  Projectionen  an  sich  betreifen,  auch  Sätze  Aber  Raum- 
gebilde, die  mit  Anwendung  des  Begriffo  formnlirt  wcrdon;  jedenfalls 
scheint  nicht  zum  Ziele  genommen  zu  sein,  die  erzeugte  Mannich- 
faltigkeit  der  Betnuihtung,  wo  sich  dies  nicht  von  selbst '  vollzieht, 
zu  einer  einheitlich  constanten  hinzufahren.  Die  hier  eingeführten 
Projectionen  dnd  Parallclprojcctionen  in  beliebiger  Richtung  auf 
beliebige  Ebenen,  nicht  aber  auf  feste,  gemeinsame  Grundebenen, 
sondern  auf  solche,  die  zur  Figur  geboren.  Der  Begriff  ist  also  ein 
ganz  flüssiger,  beweglicher  auf  einem  Felde  von  doppelt  unendlicher 
Mannichfaltigkeit  Fragt  man  nun:  kann  ein  Schiller  auf  dem  so 
eröffneten  Felde  der  Betrachtung  in  dem  kurzen  Laufe  des  elemen- 
taren stercometri sehen  Lcbrcursns  orieutirt  werden  und  einigcrmassen 
einen  Ueberblick  gewinnen?  —  so  muss  man  dies  wol  entschieden 
vcruciuen.  Nur  dfr  Lehrer  inaclit  sich  soiiio  Aufgabe  durch  diese 
Methüde  k'icht,  die  Schüler  werden  i^auz  abhiingig  vuu  sciucr  Führung. 
Dass  der  bezeichnete  Missstaud  nicht  grössere  Ausdebunnj?  annclimcn 
kann,  bewirkt  in  der  vorlicgendcu  Gestaltung  der  Doctnu  Uio  lu.ihe 
feststehender  Satze.  Wiire  das  Ganze  so  in  den  Projectiousbegriff 
verwebt,  wie  der  Anfang,  so  würde  alles  Wissen  wie  au  schwimint  n- 
dcn  Strohhalmen  hangend  ersclieiueu.  Der  Verfiisser  empfiehlt  ilic 
Melhüde  damit,  dass  ^io  die  zu  stark(Mi  Anforderungen  au  das  Vor- 
stelhmgsvermögen,  welche  der  Uehorgaug  von  der  Planimetrie  mr 
Stereoraeti'ie  auferlegt,  durcli  Vermittlung  mildere,  indem  aufüiiglich 
nie  mehr  als  zwei  Ebenen  in  gegenseitiger  T.agc  betrachtet  werden. 
Ausserdem  seien  manche  Vorteile  tianiit  vei  i  iiinluu :  es  wertien  weniger 
Figuren  erfordert,  und  die  Beziehung  der  elementaren  Stereometrie 
zur  Projectionslehre  wirkt  vorbereitend  für  letztere.  Kecliui'u  wir 
beide  Vorteile  zu  dem  ninneh  i  Krleicliterung  der  Deduction  hinzu, 
so  wollen  wir  da<  L'uteruchmeu  als  einen  beachtenswerten  Versuch 
der  Verbesserung  der  Methode  gern  anerkennen-,  nur  nui««^en  wir 
das,  was  bisher  mit  gutem  Grunde  als  Norm  gegolten  bat,  auirccht 
halten,  dass  uämlich  alle  zur  Theorie  gehörigen  Sätze  absolut  und 
ohne  Beziehung  zu  willkürlicher  Bcti-acbtung  aufgestellt  werden. 
Letzterer  kann  nur  die  Bedeutung  eines  Hülfsclementes  eingeräumt 
werdoD,  wie  sie  den  Hülfslinien  zukommt.  Hier  hingegen  erscheint 
der  KinführuDg  zufolge  die  Protection  als  wirklicher  Lehrgegenstand. 
Noch  ist  als  charakteristisch  zu  erwähnen,  dass  den  Körpern,  den 
eben-  und  krummflächigen,  insbesondere  ihrer  luhaUsbestimmung, 
eine  recht  eingehende  Behandlung  zuteil  wird.  Auch  die  Schwer- 
punkte, roin  geometrisch  erklärt,  bilden  einen  besonderen  Gegenstaud* 
Kacb  der  Einleitung  sind  die  Hauptabschuttte:  die  Stellung  der  Ge- 


Digitized  by  Google 


45 


UiUnwucktr  Bericht  VW. 


reden  zur  Ebene;  die  Lage  zweier,  dann  mehrerer  Ebenen  m  ein* 
ander;  Polyeder;  kmmmflächige  Körper;  Schwerpaakt.  Der  Anbang 
enthält:  das  Pyramidonproblem;  den  Kuler'schen  Satz  und  die  regel* 
mässigen  Polyeder;  2  Lehrsätze.  H. 

Lebrbncb  der  ebenen  nnd  spfaftriBchen  Trigonometrie  mit  Uebnngi- 
Att^ben  fllr  bdhere  Lebranatalten.  Von  Dr.  Tb.  Spieker,  Pro- 
fessor am  Beaigymnasinm  m  Potsdam.  Mit  in  den  Text  gedruckten 
Holzschnitten.  Potsdam  1885.  Ang.  Stein.  134  S. 

Das  Buch  zeigt  keiue  wesentliclioTi  Verschiedenheiten  von  den 
gewöliiilirtioii  gleichen  Inhalts.  Ks  gibt  voUstiindit^  das  "Nutwriuiige 
und  dieses  mit  Fleiss  und  Geschick  !)e:irb«'itet.  Die  iMiilLitung  eutball 
die  Geschichte  der  Kutstchung  der  1  rmonoiaetrie.  Die  goniometri- 
schen  Fnncfiounii  werden  am  rechtwiiikli^nMi  Dreieck,  dann  am  Kreise 
erklärt,  zuerst  als  6  coordinirte,  dann  in  gegenseitiger  Beziehung. 
Nun  folgt  die  Berechnung  des  rechtwinkligen,  dann  gleichscbeukligen 
Dreiecks,  dann  regelmässigen  Vielecks,  hierauf  erst  die  Additions- 
formeln mit  allen  Conscquonzcn  und  ihrer  Anwendung,  dann  die 
Berechnung  des  beliebigea  ebenen  Dreiecks,  der  Vierecke  und  Viel- 
ecke, dazu  einige  Aufgaben.  Die  Herloitung  der  sphärisch  trigono- 
metrischen Formeln  ist  die  gcwöhnlihhe  mit  Hülfe  des  Polardreiecks; 
bierzn  gleichfalls  einige  Aufgaben.  Dann  folgen  die  Formeln  über 
den  um-  und  einbeschriebenen  Kreis  und  den  Inhalt  des  sphärischen 
Breiecks,  nebst  Uebnngen.  H. 

Leitfadeo  der  Arithmetik  nebst  Uebnngsbeispielen.  Von  Adolf 
Sickenberger,  Professor  am  k.  Bf aximiliansgymnasiam  in  Manchen. 
Dritte,  umgearbeitete  Auüage.  Mflnchen  1885.  Theodor  Ackermann. 
188  S. 

Die  erste  Auflage  ist  im  288.  litt.  Bericht  S.  33,  die  zweite  im 
247.  1.  B.  S.  24.  besprochen.  Aenderungen  in  der  gegenwärtigen 
sind  nicht  angegeben.  H. 

Lehrbuch  der  Mathematik.  FOr  den  Schul-  und  Selbst-Unterricht 
bearbeitet  von  Dr.  Hermann  Gerlach,  Oberlehrer  am  Friedrich- 
Franz-Gymnasium  in  Parchim.  Zweiter  Teil.  Elemente  der  Plani- 
metrie. Fanfte,  vermehrte  und  verbesserte  Auflage.  Mit  134  Figuren 
in  Holzschnitt  und  682  Uebungssätzen  und  Aufgaben.  Dessau  1885. 
Albert  Reissner.   158  S. 

Die  vierte  Auüage  ist  im  245.  litt.  Bericht  S.  6.  bcsprochon. 
Veränderungen  in  der  neuen  Bearbeitung  betreffen  die  Entfernung 
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cinss  Punkts  von  einer  Geraden,  die  gleichschenkligen  Dreiecke,  die 
TangcuLtii Vierecke,  die  Berührung  zweier  Kreise,  die  Kreibriiiche, 
das  Froduct  zweier  Strecken,  die  proportiouirteii  Linien,  die  haririü- 
nischen  Strahlen,  die  Polaren  und  die  (  hordaU  n.  In  der  Aufgaben- 
Bammlong  sind  die  67.  und  68.  Aufgaben  durcii  neue  ersetzt. 

H. 

INe  uitfametiicheii  und  geometriBchen  VerlifiltniBSe,  ProportioDflD 
und  Progresnonen  mit  Anwendang  «nf  die  ZioBesrim-  iiiid  Renten- 
reebnnng  (Knnns  der  Olieraeknttda  des  Gymnasii)  fftr  den  Scbnl- 
gebnnch  bearbeitet  von  Dr.  E.  Wrebel,  Gymnasiallehrer  in  Rostock* 
Rostock  1885.  Wilh.  Werther.  44  8. 

Das  Lehrbuch  behandelt  in  exaet  enUidiscber  Form  (Definition, 
Lehrsatz,  Beweis,  Znsätie,  nachfolgende  Erlftnternngen  nnd  Beispiele) 
nach  einander:  die  arithmetiachen  VeriiAltDisse  und  Proportionen,  die 
geometrischen  Verhältnisse  nnd  Proportionen,  arithmetische  Progres- 
sionen L  Ordnung,  hebere  arithmetische  Reiben,  damnter  die  tgnrir^ 
ten  Zahlen,  dann  die  geometrischen  Progressionen,  nebst  Begriff  nnd 
Kriterien  der  GonTergenz  fttr  arithmetische  nnd  geometrische  Reihen, 
znletst  die  Zinseszinsrechnnng  nnd  Rentenrechnnng.  Es  wird  vorans- 
gesetzt  die  Kenntniss  der  7  Elementaroperationen  nnd  der  Gieidinn- 
gen  1.  Grades.  H. 

Lehrbuch  der  Arithmetik  nnd  Algebra  nebst  vielen  Uebnngs- 
aufgaben.  Für  Lehrcrseminarien  nnd  höhere  Bttrgerschnlen,  sowie 
far  den  Selbstunterricht  bearbeitet  vou  A.  P.  L.  C I  a  u  s  s  e  n ,  KönigL 
Seminarlehrer  in  Bfltow.  ,  Potsdam  1884,  Ang.  Stein.  240  S. 

Norm  der  AbÜEMsnng  des  Buches  scheint  zn  sein ,  dass  sich  der 
Lernende  nicht  zn  sehr  mit  Denken  anstrenge  und  lieber  anf  dem 
Umwege  manches  Irrens  und  Missverstehens  mit  der  Zeit  znm  Ziele 
gelange.  Für  die  Geistesbildung  des  einzehien  Autodidakten  würde 
letzteres  gewiss  kein  Schade  sdn.  Erwilgt  man  aber,  dass  ein  Bfiss- 
verständniss,  ehe  die  Klftmng  eintritt,  sich  vom  Bnche  auf  Hundorte 
von  Seminaristen,  von  Jedem  wieder  anf  Tausende  von  Kindern  ttber- 
tragen  kann,  so  können  uns  die  Folgen  eines  ungenauen  Ausdrucks 
doch  nicht  so  ^eichgOltig  sein.  Der  Vortrag  beschränkt  i^cb  znm 
grossen  Teil  auf  blosse  kategorische  Mitteüung  dessen,  was  dem 
Rechner  geläufig  ist.  Die  Au&tellnngen  sind  bis  anf  weniges  condnn 
und  richtig,  obwol  mehr  in  familiärer  Sprache  ausgedrflckt  Sollte 
ein  Leser  einen  Satz  wie  den:  Eine  Zahl  ist  durch  8  teilbar,  wenn 
die  3  letzten  Ziffern  es  sind  —  so  verstehen,  es  mflssten  die  3  letzten 
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Ziffern  0  oder  8  sein,  8o  nOcbte  der  Irrtum  geriogflftgig  scMsieft. 

Schlimmer  ist  jedenfalls  die  falsche  Aussage,  ^  sei  anendlicb,  aber 

deren  Sinn  es  dem  Leser  nicht  verwehrt  wird  sich  Gedanken  m 
machen,  welche  er  will.  Im  Verhftltniss  zn  der  hier  ToransgesetsCen 
niedrigen  Entwiclcelungsstafe  des  Denlieas  ist  nun  der  UmfSug  des 
Lehrstoffs  sehr  gross.  Er  erstreckt  sich  auf  Potenzen,  Wnrzelo, 
Logarithmen,  die  algebraischen  Gleichungen  bis  znm  3.  Grade,  dio- 
phantische  Gidchnngen,  arithmetische  nnd  geometrische  Progressionen« 
Ezponentialgleichnngett  nnd  Zinsrechnung.  Uebnngsanfgaben  sind 
reiehUch  beigegeben.  H. 

Leitfaden  der  Physik,  Von  R.  II.  Ho  f  nie  ister,  Prüle>sur  au  der 
Kautouscbule  und  ausserordentlicher  Professor  an  der  Hochschule  in 
Zttrich.   Vierte  Auflage.   Zürich  1884.   OrcU  Füssii  u.  Co.    195  S. 

Das  Bncfa  zeigt  eine  ungemeine  Vielseitigkeit,  Umsicht  nnd  Be- 
herrsehnng  des  so  vieiteiligen,  verschiedenartigen  Stoib.  Die  Ab- 
fiissnng  ist  so  abgekürzt  als  es  ohne  Uebergchnng  irgend  eines 
wichtigen  Pnnlctes  möglich  ist.  Jeder  Punkt  wird  eben  nur  berflhrt; 
doch  sind  die  Angaben  hinreichend  nnd  deutlich,  um  den  Lohrer 
an  alles  zu  erinnern,  was  zu  erörtern  nnd  su  berücksichtigen  ist. 
Es  wird  uns  durch  das  Buch  das  Bild  einer  empirischen  Wissenschaft 
entfaltet,  deren  Begriffe  nicht  aus  ideellen  Principien  auf  den  Gegen- 
stand übertragen,  sondern  durch  die  Erfolge  der  in  alle  Erscheinuugeu 
eindringenden  Specialuntersnchungen  als  feste  Haltpunkte  gewonnen 
worden  sind,  einer  Wissenschaft  also^  welche  die  Natur  nach  deren 
eigener  Anleitung  zu  beherrschen  strebt  Wenn  Je  dem  Schulunterricht 
in  der  Physik  die  Fähigkeit  zugeschrieben  worden  ist,  zur  allgemein 
ncn,  inucrn  Bildung  beizutragen,  so  kann  ihm  wol  die  unersetzliche 
Stelle  darin  zuerkannt  werden,  dass  er  die  Idee  einer  wissenschaft- 
lichen Empirie  erzeugt.  Dazu  ist  aber  erforderlich,  dass  der  Schüler, 
wenn  ^'leich  auf  viel  kiir/erem  Wet,'c  als  die  Entdecker,  mit  den 
Eleinenteu  di  r  Kinpirie  vertrauf  v.ir  L  uiü  eibL  zu  lernen  für  geringen 
Zuwachs  .Iii  ilcalcrkenutniss  daukLar  zu  sein,  ehe  er  über  die  höch- 
sten Resultate  der  Forschung  mitzusprechen  anfängt.  Aus  diesem 
Geiste  scheint  auch  der  vorliegende  Leitfaden  bearbeitet.  Die  Er- 
klärungen, auch  wenn  sie  von  weiterer  Bedeutung  sind,  schliosscu 
sich  meist  au  die  besondern  Gegenstände  an.  Die  Hanptcilc  sind : 
Physik  der  Materie.  Physik  des  Aothers;  die  Gegenstände  des  ersten, 
d.  i.  der  Mechanik:  Wirkungen  der  äusseni.  der  innern  Kräfte, 
Wellenbewegung,  Akustik.  Unter  diesen  vertritt  der  zweite  dio 
Statik,  die  2  letzten  die  Dynamik  der  Elastieität,  während  beim 
ersten  Gleichgewicht  und  Bewegung  die  unterste  Abteilung  bilden. 
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Die  in  der  Mocbftnik  bebandelteo  ThematA  beruhen  auf  Auswahl 
Eine  Beschrftukang  auf  Anwendung  der  Schnlmnthematik  Iftast  sich 
nicht  als  massgebend  betrachten,  sonst  hfttte  manches  Thema  aus- 
geschlossen werden  mftssen,  wo  doch  qualitative  AubtellnDgon  und 
quantitativ  vergleichende  Gesichtspunkte  sieh  verstftndlich  geben 
liessen.  Die  Physik  des  Aethera  enthält:  Wflrmelchre,  Optik,  Beibungs- 
elektrieit&t,  Galvanismus,  Magnetismus,  Wirkungen  xwischen  StrOmcn 
und  Magneten,  Klektrom&gnetismns,  Indnction,  Thermoelektricitftt, 
tierische  Elektricität  H. 

Lehrbuch  der  Physik  und  Mechanik  für  gewerbliche  Fortbildungs- 
schulen. Im  Auftrage  der  Königlichen  Kommission  für  gewerbliche 
Forthildungsschnlen  in  Württemberg  ausgearbeitet  von  Dr.  Ludwig 
Blum,  Professor  an  der  K.  Realaustalt  in  Stuttgart.  Dritte,  ver- 
mehrte Auflage,  bearbeitet  von  llichard  Blum,  Professor  am  K, 
Lyoenm  in  Esslingen.  Leipzig  1886.  C.  F.  Winter.  b39  S. 

Der  Verfasser  hat  zu  gleichzeitigem  Gebrauche  zwei  Bücher 
herausgegeben,  d^reii  eines  er  bei  bonst  gleichem  Titel  „Gruudriss", 
(ias  andere  „Lelirbuch"  nennt.  Krstores,  im  241.  uud  200.  litt.  Bericht 
bzhw.  S.  10.  und  S.  11.  besprochen,  ist  für  den  Gebrauch  der  Schüler, 
letzteres  tiir  den  Gebrauch  des  Lehrers  bestimmt.  Der  Vortrag  des 
Lehrbuchs,  geteilt  in  44  geschlosseue  Themata,  jedes  für  1  Stunde 
berechnet,  ist  gldchmässig  pragmatisch  beschreibend,  Erscheinung, 
Erklärung,  Gesetze  werden  in  populärer  Breite  für  jeden  einzelnen 
Gegenstand  vorgeführt,  reichlich  durch  cingole-t(  !■  igureu  unterstützt, 
ohne  je  den  Gedanken  einer  einh<  it!ichen  1  In  nie  anzuregen.  So 
ist  z.  B.  von  Beharrung,  Ccntrifugalkrati,  Tangeutial kraft  die  Rede, 
als  wenn  jedes  eine  Sache  für  sich  wäre.  Manches  im  Buche  nimmt 
Bezug  auf  gewerbliche  Auwendung;  doch  selbst  dieses  geht  nur  auf 
Mitteilung  von  Wissen,  nicht  aber  auf  Ausbildung  von  Fähigkeiten 
ans.  Im  ganzen  läast  sich  kein  rechtes  pädagogisches  Ziel  orkenucu. 


Sammlungen. 

Aufgaben  aus  der  Stereometrie  and  Trigonometrie.  Fttr  Gym- 
nasien und  Realschulen  bearbeitet  von  K.  jQdt,  k.  Professor  und 
Rektor  der  Realschule  in  Ansbach.  Dritte,  vennehrte  Auflage.  Ans- 
bach 1885.  Fr.  Scybold.  56  S. 

Das  Buch  enthält  Uebnngsmaterial  für  den  Unterricht  in  der 
Stereometrie  und  Trigonometrie,  welches  auch  i^r  descriptive  Qeometrio 
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ZU  verwenden  sein  soll,  was  sich  indes  nur  auf  die  ersten  28  Anf- 
gaben  beziehen  kann.  Alle  übrigen  sind  llechuungsaufgaben,  uini 
zwar  fordern  die  nächsten  20f)  Berechnnag  von  Bestimmungsstückcu 
von  Körpern.  Die  folgenden  9G  Aufgaben  sind  gonio metrisch,  die  noch 
übrigen  76  teils  uuniittolbar  trigonometrisch,  teils  geometrisch  auf- 
gestellt and  mit  Trigonometrie  zu  lösen.  Die  Resultate  stehen  am 
Schluss.  H. 


Tabellen. 


Saggio  di  tavole  dei  logaritmi  quadratici  dol  Co.  Autouiao 
di  Pampero.  Udiae  lä6ö.  G.  R  Doretti  o  Soci.  55  S. 

Quadratische  Logarithmen,  bezeichnet  durch  Z^,  sind  Logarith- 
men von  Logarithmen,  definirt  durch 

Sic  Süllen  ilie  Potenzirung  unmittelbar  auf  Addition  zurückfuhren. 
Zum  Gebrauch  dieser  Function  hat  der  Verfasser  2  Tafeln  berechnet. 
Die  erste  gibt  auf  1  Seite  lür  jedcu  Exponenten      mit  dem  mau 

log  K 

potenziren  will,  den  Wert  von  ^^^^  •  Die  zweite  hat  15  Golnmiieii 

überschrieben  A',  Lq,  J\q,  A',, ...  A",«,  und  zwar  ist  N^q  die  ge- 
gebene Zahl,  die  folgenden  stehen  dazu  in  der  Beziehung: 

Natürliche  Reihenfolge  hndct  man  in  der  Columnc  iV,o  i  welche 
von  10  beginnt  und  durch  die  Zehntel  bis  lUJ  fortschreitet ;  darüber 
hinaus  gebt  dann  die  Columno  ^9  von  10  durch  die  Hundertel  bis  11. 
Ein  Anhang  gibt  die  Tafel  der  Exponenten  fOr  die  fiaaen  2  bis  5U 


Vollständige  lugaritliiiuschc  und  trigonometrische  Tafeln  von  Ür. 

E.  F.  August.    Vierzehnte,  verbesserte  Auflage  besorgt  vou  Dr. 

F.  August,  Professor  au  der  Kunigi.  vereinigten  Artillerie-  und 
Ingenieur-Schule  bei  Berlin.  Leipzig  1884.    Veit  u.  Comp.   204  S. 

Die  11.  Auflage  ist  im  239.  litt  Bericht,  S.  36.  beiprocben. 
Nach  ihr  zeichnet  sich  zuerst  die  gegenwärtige  durch  Vennehnmg 
und  Verbeesening  ans.  Bei  der  Kreiamessnng  ist  die  letzte  ZUfer 
einiger  Zahlen  um  1  erhöht  In  den  aatronomischen  Angaben  ist  dis 
tropische  Sonne^Jahr  und  der  Stern  tag  hinzugekommen,  die  Masse 
des  Mars  nach  der  nenesten  Bestimmung  durch  Hall,  die  halhe  Bo- 
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tationsaxo  der  Erde  in  Uebereinstinimung  mit  dcu  Tafeln  von  Gauss 
und  der  Berechnung  von  Becker  verbessert,  in  den  Erläuterungen 
das  Verfahren  zur  Beurteilung  der  Genauigkeit  einfacher  und  über- 
sichtlicher dargestellt.  U. 


Logarithmentafeln,  sowie  Resultate  zu  den  Beispielen  und  Auf- 
gaben des  Lehrbuchs  der  Arithmetik  und  Algebra.  Von  A.  P.  L. 
Claussen,  Königl.  Seminarlehrer  in  Bütow.  Potsdam  1884.  Aug. 
Stein.    47  S. 

Die  Logarithmen  sind  fünfstellig,  im  gewöhnlichen  Umfang,  mit 
voUstündigen  Proportionalteilun  der  Differenzen.  Auf  je  2  Neben- 
seiten sti'heu  die  Logarithmen  von  10(J0  Zahlen.  Vorher  geht  eine 
Tafel  der  Logarithmen  der  Zahlen  bis  1)9.  Die  Resultate  betreffend 
vergl.  S.  46.  H. 


Geodäsie. 

Handbuch  der  niederen  Geodäsie.  Von  Friedrich  Hartner, 
weiland  Professor  an  der  k.  k.  technischen  Hochschule  in  Wien. 
In  V.  und  VI.  Auflage  bearbeitet  und  vermehrt  von  J osef  Wastl er, 
k.  k.  Regicrungsrath  und  o.  ö.  Professor  der  Geodäsie  an  der  k.  k. 
technischen  Hochschule  in  Graz.  VL  Auflage.  Mit  425  Holzschnitten 
und  2  Tafeln.    Wien  1885.    L.  W.  Seidel  u.  Sohn.    786  S. 

Die  5.  Auflage  ist  im  243.  litt.  Bericht  S.  32.  besprochen.  Die 
wichtigsten  Vermehrungen  der  neuen  Auflage  betreffen  die  Theodolit- 
Aufnahmen  und  die  damit  im  Zusammenhango  stehenden  Coordiuaten- 
rechnungen.  Die  Capitel  über  Genauigkeit  der  Längenmcssungeu, 
über  Distanzmesser,  mikroskopische  Ablesevorrichtungen,  Sextanten, 
Winkelcentriruug,  Berechnung  der  Polygonzüge,  Detail-Aufnahme, 
Ausgleichuiigsreehuung,  Plauimeter,  Auoroid-Messungen,  Ausgleichung 
der  Nivellements,  Tachymetric  etc.  wurden  dem  heutigen  Stande  der 
Wissenschaft  entsprechend  erweitert.  H. 

Die  Berechnung  der  trigonometrischen  Vermessungen  mit  Rück- 
sicht auf  die  sphäroidische  Gestalt  der  Erde.  Von  J.  G.  F.  B  o  h  n  e  n- 
b  c  r  g  c  r.  Deutsche  Bearbeitung  der  Abhandlung  „De  computandis  etc.'* 
Von  E.  Hammer,  Professor  am  kgl.  Polytechnikum  in  Stuttgart. 
Mit  13  Figuren  im  Text.    Stuttgart  1885.   J.  B.  Motzler.    05  S. 

Der  Titel  des  Original werks  ist:  De  computandis  dimcnsionibus 
trigouometricis  in  superficie  ^yja^*  i  institutis  commcutatus 

Joau.   Theophil.  Frider. 'Johnoi  ist  1826  als  Programm 
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(icT  Universität  TilluiiLn  ii  orscliicnou  uinl  enthält  in  einfachster  Forra 
oincii  vollständigen  Ai)riss  der  elnin  iitareu  Aufgaben  der  böbem 
Gciodilsic.  Das  Vorliegende  unterscheidet  sich  von  den  zablrcicbcn 
Schritten  gleichen  Inhalts,  die  s'ch  auf  Rohncnberger's  Abliandlnog 
stUt/i  n,  als  eine  bis  auf  ge^vis8e  Punkte  treue  l  ebersetzung  di  r  Tr-ichrift 
Da  es  jedoch  zum  Hülfsniittel  des  Studiums  der  (icodäsie  f  Ir  iin<^ere 
Zeit  besLinimt  ist,  so  waren  einige  Aeuderuugen  und  VermehrungCD 
uueriässlich.  Statt  der  Toisc  ist  das  Meter  eingeführt,  die  Dimen- 
sionen der  Erde  sind  nach  Bcssers  Angaben  zugrunde  gelegt,  die 
ursprünglich  ftir  die  würtcrabergische  Landesvermessung  bestimmten 
'  Tafeln  sind  soweit  ausgedehnt,  dass  sie  für  Deutschland  ausreichen. 
Ueber  das  KAhere  gibt  das  Vorwort  des  Uebersetzers  Kechcnscbaft 

Revue  Suisso  de  'l'opogiapLio  et  d'Ariientagc.  Orgnno  de  la 
Soi'iete  Stiisse  de  Topographie  et  des  Geometrcs  de  la  Suisse  rornaude. 
Paraissaut  ä  Geuevo  le  16  do  chaquc  mois.  1.  auuöe.  Nr.  1.  18Ö5. 

Diese  none  Zeitschrift,  redigirt  von  Oscar  Messerly  In  Genf, 
soll  nach  dem  drc^fthrigen  Beetehen  des  Bulletin  de  la  Soci^ti  Soisse 
do  Topographie  an  dessen  Stelle  treten  nud  durch  gegenseitige  Be- 
lehrung ein  Band  zwischen  den  Schweizer  Topographen  und  Geometern 
schalfeu.  Die  erste  Kummer  enthalt:  Biographie  von  Plantamonr, 
Dtrcctor  des  Genfer  Observatoriums,  dem  £.  Gauticr  gefolgt  ist, 
Triangulation ,  Plan  der  wissenschaftlichen  Erforschung  des  Genfer 
Sees,  polygonometriKhe  Merkzeichen,  dann  unter  Varietäten:  Die  Tri- 
httlationen  eines  ri)mischcn  Geometers  and  die  merkwtti  dige  Beobach- 
tung, dass  im  Augenblick  des  Erdbebens  in  Spanien  die  BrOneler 
Sternwarte  eine  geneigte  Stellung  angenommen  hat,  so  dass  also  das 
Erdbeben  von  einer  Erdeinsenkung  in  grosser  Entfernung  begleitet 
war.  Die  Mitteilungen  in  den  fi;enannten  Artikeln  sind  sehr  spärlich 
und  kaum  hiiinichend  die  Aufmerksamkeit  auf  die  Tätigkeit  der 
Gesellschaft  zu  loukeu,  mcI  weniger  davon  KcntiLiiiss  zu  geben. 

11. 
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